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INTRODUCAO

Este curso visa trazer aos professores e alunos de cursos de Matemdtica algumas
atividades de Geometria Analitica Plana e Espacial, especialmente no que se refere a
animacdo de curvas e superficies. Abordaremos dois tipos bdsicos de animagdo: O primeiro
deles, mais simples, trata de apresentar uma familia de curvas, a um pardmetro pré-
definido. Melhor dizendo, escolhida uma fungdo y = f(x), considerar familias a 1-pardmetro
y = f(x) + ¢, y = cf(x), ou entdo familias do tipo y = f(cx). Como exemplos citamos as

curvasy = sen(x)+c , y=csen(x) e y = sen(cx)

No segundo tipo trabalharemos com a construgdo de curvas ou superficies utilizando
um pardmetro para sua construgdo, ou seja, dada uma curva y = f(x) (ou uma superficie z =
f(x, y)) trataremos de visualizar seu grdfico continuamente, através de uma animagdo com 1
pardmetro. Para obter esse efeito serd necessdrio utilizar as equagées paramétricas dessa
curva ou superficie. Em alguns casos faremos uma animagdo " discreta” , com o parametro

percorrendo uma familia de pontos 0 <a <100 , por exemplo

As atividades que aqui sdo apresentadas podem servir de base para outras
animacdes, que ser poderdo ser utilizadas em cursos de Geometria Analitica, Algebra
Linear, Cdlculo, e Geometria Diferencial.

Agradecemos aos alunos e professores pela compreensdo com os possiveis defeitos
e agradecemos pelas sugestdes.

Salvador, Bahia, outubro de 2004

Adelmo R. de Jesus/Eliana P. Soares/Miriam Mascarenhas



PARTE I: DESCRICAO DO PROGRAMA

O programa Winplot possui uma interface simples, com inimeros recursos. A versdo em
portugués (sempre atualizada) pode ser encontrada em http://math.exeter.edu/rparris ,
com diversos arquivos de Ajuda que podem facilitar bastante a tarefa do usudrio. Além
disso, € possivel obter material suplementar sobre a utilizagdo deste programa, escrevendo
para adelmo@ufba.br .

PARTE II: ANIMACAO DE CURVAS NO PLANO

A) Animagdo de curvas, tipo f(x) +c, f(x+c), f(cx)

Ty
A animagdo ao lado mostra uma familia 1 —
de pontos gerando a curva y=sen(x) . o e,
Devido a limitagoes de tempo e espago .." °'.. x
ndo abordaremos nesta conferéncia /s | /4 =2 3n/4 noesn/d 3ni2 Tn4 Fn
este tipo de animagdo ..,-' ‘.... ....'
o el b

B) Construgdo/Animagdo de Curvas Utilizando a Forma Paramétrica

Nesta 2% parte trabalharemos essencialmente com equagdes ha forma paramétrica. Estas
equagdes permitem escreve fungdes y = f(x) , por exemplo, em uma forma x = t,y = f(1),
com a vantagem que poderemos controlar a agdo de "t mediante um novo pardmetro,
chamado "pardmetro de animagdo” . Dividiremos esta tarefa em duas sub-partes:

B1) Curvas que iniciam na origem dos eixos coordenados

Dada uma fungdo y = f(x), a < x < b, podemos inserir um pardmetro k de animagdo para
visualizar o seu trago. Para isso, devemos utilizar suas equagées na forma paramétrica.
Fazendo x = 1, femos y = f(x) = f(t). Logo, as equagdes paramétricas dessa curva ficam

x(t)=t
y(t)=f(t) ,a<t<b

O caso mais simples ocorre quando queremos animar uma curva y = f(x), iniciando a
animagdo na origem O=(0, 0) . Isto corresponde a iniciar a animagdo em + = O


http://math.exeter.edu/rparris
mailto:adelmo@ufba.br

Exemplo 1: y=x%,0<x<2 it

x(t) =1 34

Equacdes paramétricas:
quacoes p {y(f)=‘rz ,0<t<2

Animagdo no Winplot:

x(t) = kt

a) No menu Equagdo Paramétrica, digite )
y(t) = (kt)® ,eescolhaointervalo O<t<2

b) No menu Anim, selecione o parametro "K" e ajuste-o para variar de O (def L) até 1 (def R)

Exemplo 2: y=senx, 0<x<2n

x(t) =t

Equacdes paramétricas:
qRAcos= P {y(f)zsin(f) ,0<t<2n

Animagdo no Winplot:

x(1) =kt
y(t) = sin(kt) ,fazendo 0<t <2pi

N@o esquega de ajustar o parametro “K” para variar entre O e 1

X X
t t t t t t t + } } t
w4 w2 34 n Sm4 3n2  Tn4 n w4 w2 3w4 m Smi4 3n2 T4 2r 4 2 34
-1




Exemplo 3: A fungdo tangente y = tg(x) , 0<x<3n

x(t)=1

Equacdes paramétricas:
qracoesp {y(t)ﬂg(f)

,0<t<3n

x(t) =kt

i ot .
nimagdo no Winplot Digite {y(f) ~tan(kt) |

O<t<3pi
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B2) Curvas que iniciam em um ponto qualquer do plano

Quando a animagdo nhdo comeca no ponto (0, 0) a parametrizagdo € um pouco mais
complicada. Explicaremos brevemente a légica dessa escolha. Antes, apresentaremos
alguns exemplos

Exemplo 1: Segmento que liga os pontos P = (-2,4)a Q= (3,9)

Lembremos que as equagdes paramétricas de uma reta que passa por um ponto P= (x,, Y,)
x(t)=x, +at

sdo dadas por
P {Y(*) =Yo +bt

onde v =(a,b) é um vetor diregdo desta reta.
, com teR

Assim, para ligarmos os pontos P= (X,, Yo) , Q = (X1, y1) de uma reta, basta tomarmos

{x(‘r) =X, +at

Y1) =y, +b T ,onde o vetor diregdo é v=Q-P=(X1- X,, Y1- Yo )
=Yo )

O0<t<1

x(*):xo +(X1 _xo)T

Y() =y, +(y1-yo)t . e

Resumindo, as equacdes do segmento sdo:
quac 9 0<t<1

Dai temos a equagdo do segmento que liga os pontos P = (-2,4)a Q= (3,9) :

/2



x(t)=-2+5t
y(t)= 4+5t , O0<t<1
[y y
- =(3,9
Y ’Q—(L‘)) N #Q (3,9)
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Exemplo 2: Construir a animagdo do grdfico y=x?, -2<x<3

Suponhamos agora que queiramos ligar os pontos P = (-2,4)a Q = (3, 9) através da

pardbolay = x* . Como fazer?

~ i , ~ x(1) =1
As equagdes paramétricas dessa pardbola sdo :

x(t)=-2+k(t+2)

Animagdo: ,
Y(T):(—2+k(1‘+2)) , -2<t<3 (2,4)

.
L N Y N - N - T -
n h 1 7 Y 1 h i i

y(t) =12 ,-2<t<3

3,9

y y
-3 -2 -1

14

A logica dessa animagdo € a seguinte:

* quando k=0 temos x(t) = -2 e y(t) = 4 . Conseqiientemente,
ponto P =(-2, 4).
* Quando k=1 teremos x(t) = -2 + (1+2) ,ou seja, x(t)=t.

0

programa so exibe o

Também, temos y(f) = = (-2 + (++2) )? , ou seja, y(t) = 12, que é a curva y=x? inteira.

= Os passos intermedidrios O < k < 1 nos ddo as vdrias "gradagdes” da curva y=x?



Podemos enfim enunciar um principio geral para animagdo de curvas, que ligam dois pontos
do plano.

Reparametrizar para construir a animagdo

x(t) = f(t)

Yt = off) . a<t<b ¢ uma curva plana que liga os pontos P = (f(a), g(a)) a

Teorema: Se {

x(1) = f(a + k(t - a))
y(t)= gla+k(t-a)) , as<t<b
fornece a animagdo da curva desde o ponto inicial P até Q.

, 0O<kcx«l1

'

Q = (f(b), g(b)), a reparametrizagdo {

Argumento: O novo pardmetro t=a+ k (t-a) , ¢é tal que:

x(t) = f(a)
y(1) = g(a)
* Quandot=b,temost=a+1(t-a) = a+ (t-a) = t, 0 que nos dd toda a curva.
» Os passos intermediarios O < k < 1 nos dardo t = a + k(t-a). Quando t varia entreae b, o
pardmetro t varia entre a e a+k(b-a) =(1-k)a + kb, gerando as “curvas intermediarias "
x(1) = f(1)
{y(f)z g(t) ,a<t<a+k(-a)

* Quando k=0, femost =a . Logo, { , 0 que representa o ponto P.

Exemplo 3: Construir a animagdo simultdnea do segmento e da pardbola y = x* , no
intervalo - 2 <x <3

Solugdo: As equagdes paramétricas do segmento e da pardbola sdo, respectivamente:

x(t)=-2+5%
y(t)= 4+5t , 0<t<1

x(t)=1

Segmento: { 2
y(t)=1 , -2<%<3

Pardbola: {
No caso do segmento, temos a= 0. Logo, o novo parametro é t = O + k(+-0), ou seja, T = kt
No caso da pardbola temos a =-2 . Logo, t = -2 + k(t-(-2)), ou seja, t = -2 + k(t+2)

Dessa forma, teremos:

‘ x(t) = -2 + Bkt
A dodos to:
@) Animacdo do segmento {}ﬁy:4+5m , 0<t<l
x(t)=-2+k(t++2)

b) Animagdo da pardbola : )
y(t)=(2+k(t+2))* , -2<t<3



Fazendo agora o pardmetro k variar entre O e 1 temos a seguinte animagdo.

T °3,9
10—+
8T T ®@3,9)
s
6+
(24) T
o
3
2
1+
IR S A T S
11+
Fia. 1 Fia. 2 Fia. 3
Exemplo 4: y=senx, -n/2<x<2n ™
5.
Solugdo: As equagdes paramétricas sdo o
Paraa<t<b|tome T=atk(t-a), a<T<b , 0<k<l
x(H)=t 3
y(t) =sin(t) -%<’r<2n Sl

y >

T . 3n/4 /2 —n/4 T4 w2 34 TNSTA 32 Tnd, 2n 9n/4 Sm2
Neste caso a = 5 f(t) =t, g(1) = sin(*). ‘
|

O pardmetro t fica entdo t = —g+k(f—(—g))=—g+k(’r+g)

A animagdo fica entdo:

x(t) =-Z +k(t +3)
y(t) =sin(-3+k(t+3) , -§<t<2n

Exercicios:
1. Animar o segmento de reta que liga o ponto P = (0,0)a Q = (2, 3)

2. Animar o segmento de reta que liga o ponto P = (0,0)a Q = (3, 4)
3. Animar o grdfico da pardbolay = x*-1, 0<x<3

4. Animar o gréfico da cdbica y= x>, 0<x<2

Ik 3k 3k gk ke ke K 3k ke gk vk vk dk 3k gk vk vk ok 3k ok gk vk vk ok ok Sk ke ke ke ke ke kb bk ke ke ke sk ke ke kb kb ke kb kb ke ke ke ke ke ke ok



5. Animar o segmento de reta que liga o ponto P = (-1,1) a Q = (3, 3)
6. Animar o segmento de reta que liga o ponto P = (-1,1) a Q = (3, 6)
7. Animar o grdfico da pardbolay = x?, -1<x<?2

8. Animar o grdfico da pardbolay = x>, -3<x <4

9. Animar o grdfico da pardbolay = x*- 4, -3<x<3

10. Animar o grdfico da pardbolay = x*-1, -2<x<3

11. Animar o grdfico da cibica y= x®, -1<x<2

12. Animar o grdfico da pardbolay = x° - 9x +18 ,de x = 2 até x = 8

PARTE ITI: ANIMACAO DE CURVAS E SUPERFICIES NO ESPACO

O processo para animar uma curva ou superficie no espago € andlogo ao de curvas no plano.
O pardmetro "K" de animagdo deve sempre variar de O até 1.

Exemplo 1: Animagdo de uma hélice no espago

x(t) =2 cos(t)
Equagdes paramétricas:< y(t) = 2sin(t) é uma hélice “inscrita” no cilindro x° + y°=4
z(t) =t ,0<t<2n

X(1) = 2 cos(kt)
Animagdo: <y(t)= 2sin(kt) , O<kc<1
z(t) =kt 0<t<2n
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Exemplo 2: Animagdo de um helicéide no espago(caso continuo)

x(t,u) =tcos(k2u)
y(t) = tsin(k2u)
z(t)=ku 0<t<2,0<u<2n

Exemplo 3: Construgdo do helicéide como uma superficie regrada (caso discreto)

A grosso modo uma hélice é uma curva no espago descrita pelo movimento de um ponto em
redor do eixo Oz, ao mesmo tempo que ele se eleva. Neste caso, suas equagdes
paramétricas sdo

x(t) =acos(t)
y(t) = asin(t) , onde a, b sdo parametros fixos. O pardmetro “a" dd o raio do circulo no
2(t) = bt

plano e "b" dd o chamado "passo” da hélice.
No caso da figura ao lado tfomamos a=2, b=0.5 para melhor visualizagdo, e O<t <4r

O helicéide € a superficie obtida pela unido das semiretas que passam por um ponto P da

hélice e sdo perpendiculares ao eixo Oz. z

Para efeito de visualizagdo, tracamos um segmento

gerador do helicdide ligando os pontos genéricos P. C\

=(2cos(c), 2sin(c) , 0.5¢) da hélice e Q.=(0,0, 0.5¢)

do eixo Oz. Qc

Observe que como Pc e Qc tém a mesma altura, o Pc
“vetor diregdo"” da reta suporte é C

v = (2cos(c) , 2sin(c) , 0) , que é perpendicular ao

eixo Oz

A equagdo vetorial do segmento é dada por

(x(1), y(1), z(t) ) = Qe+ t (P -Qc) . Na forma
paramétrica, temos



x(t) =2cos(c) t
y(t) =2sin(c)t
z(t) =0.5¢

Finalmente, tomando uma “familia" de segmentos no
Winplot, vemos a seguinte superficie regrada,

chamada helicéide.

Contatos:

adelmo@ufba.br

elianaps@ufba.br
mfm@ufba.br
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