Polinomios homogéneos no estudo de fluidos
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Resumo

Um polinémio p(x, ) é homogéneo de grau k se p(tx, ty) = t*p(z,y). Além disso, p(x,y)
¢ harmonico se Ap = 0. Temos que uma fungao vetorial f(x,y) = (p1(z,y),p2(z,y)) tal
que p1(x,y) e pa(x,y) sejam harmonicos e homogéneos de grau k > 2 é uma fungao geratriz
de solugoes das equagoes de Stokes. Este trabalho também discute o uso destas fungoes na
aproximagao de problemas de valores de contorno envolvendo as equagoes de Stokes, que
servem como um modelo para o escoamento de fluidos.

1 Introducao

As equagdes de Stokes sao um dos sistemas de equagoes diferenciais lineares mais significativos
no estudo da mecanica dos fluidos. Estas equagoes modelam o escoamento de fluidos lentos
em regime permanente (ou seja, cuja variagao no tempo é desprezivel).

Este trabalho revé uma classe de solucoes polinomiais das equacoes de Stokes proposta
por Choe [2]. Estas solugoes sdo geradas por polinémios homogéneos, cujas propriedades sao
revistas na proxima secao. Vamos construir tais solucdes na Secao 3. Finalmente, veremos
como aplicar os polinémios envolvidos no desenvolvimento de métodos numéricos estaveis para
a solucdo das equagoes de Stokes (Segao 4). O restante desta secao é destinado a estabelecer
as notagoes empregadas neste trabalho e introduzir as equacoes de Stokes.

Vamos escrever varidveis e fungoes escalares em italico (z,y, p, ¢), sendo os vetores e campos
vetoriais escritos em itédlico e negrito (u,v, ¢), a menos que suas componentes sejam escritas
explicitamente (v = (v1,v2)!). Representamos também o par ordenado (x,y) por .

Sejam p = p(z,y) e u = (u1(x,y), uz(x,y))". Definimos os seguintes operadores diferenciais:

8%p &p Ouy Oug
Ap = W(x’y)+87y?(x’y) V.u_%(a:,y)+a—y(x,y)

*Departamento de Geofisica Nuclear, CPGG-UFBA, Campus Universitario da Federagao, Salvador-BA,
40210-340. E-mail:saulopo@cpgg.ufba.br. Bolsista do programa PRODOC-CAPES.



Op (92’&1 82’&1

Vp = Au =
Jp 0%u 0%u

Dizemos que a funcéo p é harmonica se Ap = 0. As funcoes u e p satisfazem as equacgoes
de Stokes se

N =
{ et g

No contexto de mecanica dos fluidos, as incdégnitas u e p representam a velocidade e a
pressao do fluido, respectivamente. Temos que p é o coeficiente de viscosidade e f representa
as forgas externas.

2 Polinémios homogéneos

Um polinémio p(x,y) é homogéneo de grau m se
m . .
plz,y) =D aa’y™

i=0

Por exemplo, os polinémios homogéneos de grau < 2 tais que a; é sempre 1 sao:

plz,y) = 1
p(r,y) = y+o
p(z,y) = y*+ay+a?

Note que os binémios de Newton também sao polinomios homogéneos:

plx,y) = (y+a)?=y*+ 2y +a?
m
. m m i m—i
p(zy) = (y+a) —;( . )wy

Temos que p satisfaz as seguintes propriedades:
(i) p(tz,ty) = t"p(z,y)
(ii) - Vp(z,y) = mp(z,y)
(iii) cada componente de Vp é homogéneo de grau m — 1
)

(iv) Se pa(x,y) e py(z,y) sdo homogéneos de grau m e p(x,y) = (pa,pp)t, entdo V - p é
homogéneo de grau m — 1.



A propriedade (i) é uma definigao alternativa de um polinémio homogéneo. Para verifica-la,

note que
(tx)i(ty)mfi — tixitmfiymfi — ti+mfixiymfi — My lym z

logo,

m
p(tx,ty) = Zai( Zaztm M= (2, y).
i=0

Vejamos a propriedade (ii). Como

a 1,,Mm—1 . ) . )
T ($ Y ) — xixz—l ym—z — ixzym—17
ox
e analogamente,
8(93Zym Z) N i m—i
— = (m—-1)x ,
Yoy ( )z'y
temos que
dp dp
x-Vp(z,y) = ﬂ?af(w,y) +y8*(:r,y)

Zml 'Lmz
—l—Zaz

i, M—1

z—i—m—z)a:y = mp(z,y)

m
i=0
m
> ai
i=0
Observe que 3 9p P(x,y) é um polinémio homogéneo de grau m — 1, pois
ap P m o
%(:v,y) = 5 (aoxoym + > ai'y™ Z)

i=1

— Zzazzlmz

m
= (] + 1)a3+1$j Z 7
0 j=0

3||

<.
I

onde m =m—1ed; = (j+1)ajr1. A conclusdo é analoga para ay (z,y), o que confirma a
propriedade (iii). Os mesmos argumentos levam a propriedade (iv).



3 Funcao geratriz de solugoes de Stokes

O resultado a seguir é baseado no Lema 2.2 de Choe [2], originalmente verificado em IR". Uma
consequéncia deste lema é que qualquer polinémio harmonico e homogéneo de grau > 2 pode
ser usado para gerar solugoes das equagoes de Stokes quando f = 0.

Lema: Seja ¢(x,y) um campo vetorial cujas componentes ¢;(x,y) sdo polinémios harmonicos
e homogéneos de grau m > 2. Entao, o par

u(z,y) = éz,y) - m(ﬂfQ +yV(V - 9(z,y)) | (2)

p(x,y) = —2uV-(z,y) 3)
satisfaz as equagoes homogéneas de Stokes, ou seja:

—pAu+Vp =0 |
V-u =0.
Demonstragao: Seja g =V - ¢. Temos que
_
2(m —1)
Como ¢;, © = 1,2 sao fungdes harmonicas,
82 8¢1 8¢2 82 8¢1 8¢2
Ag = 5|5+ 5 la-+ 5
0z2 \ Ox oy oy? \ Ox Oy
0

0
— g+ ZAg =0
97 o1+ a9 $2 =0

Vou=q- (V(z® + %) - Vg + (2% + y*) Ag).

Da propriedade (iv), ¢ é homogéneo de grau m — 1. A propriedade (ii) implica que
1
2(m—1)

Defina v = Vg, que é homogéneo de grau m — 2 de acordo com a propriedade (iii). Assim,

(- V)g—0)=q— ——((m—1)q) = 0.

Viu=g- m—1

—puAu+Vp = —ulAe+ ﬁv SV((2? +y*)v) — 2uw
= ﬁv - (2zv + (2° + y?*) Vo) — 2uv
= ﬁ(élv—I—ZarVU—i-Qw-Vv%—(m2+y2)Av)—2/w
- ﬁ(&v +4(m - 2)v + (22 + y?) Av) — 2w
2, .2
= M%Av.



Como

9* (0 (0pr O 0* (0 (0d1  Opo
(2208 £(2 ()
Av — Ox? \ 0z \ Ox oy 0y? \ Oz \ Oz dy

(B L)
0x2 \ 0y \ Oz Oy oy? \ oy \ Ox Oy
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3001+ Ao

B 8x2 8x82y -0

a 0 0 Y

temos que —pAu + Vp = 0, completando a prova.

3.1 Exemplos

Assuma que p = 1 e defina os seguintes polinémios harmoénicos e homogéneos:

2 2
¢1<x,y>=g(@;—xz) , ¢2<x,y>=§(g—y2) . talzy) = ay.

Podemos agora definir a funcao geratriz ¢ por meio de diversas combinagoes de ¢;:

Exemplo 3.1 : Se ¢ = (¢1, ¢2)t, entdo

Exemplo 3.2 : Se ¢ = (¢3,0)!, entdo

‘T (—(ﬁiyy%/z) ey

Exemplo 3.3 : Se ¢ = (0, ¢3)?, entdo

= <—(w2+y2)/2> ¢ peu.

Ty

Exemplo 3.4 : Se ¢ = (¢2,¢1)!, entdo u =g e p=0.



4 Aplicagao

Vamos usar os polinomios obtidos na segéo anterior para estabilizar um método de elementos
finitos para a solucdo numérica do problema de Stokes. Vamos inicialmente estabelecer duas
formulagoes do problema de Stokes e a aproximagao por elementos finitos.

Seja © C IR? um conjunto aberto e limitado com fronteira suave I'. O problema de Stokes
que vamos considerar é o problema de valores contorno definido pelas equacgoes de Stokes e por
condigoes de contorno homogéneas sobre a velocidade:

—pAu+Vp=f emQ,
V-u=0 em (), (5)
u=0 emTI.

A formulagao variacional do problema (5), conforme descrita em [1], é a seguinte: encontrar
weV=(H(W)?epecQ={pecL*Q); JopdQ =0} tais que

a(u,v) +b(p,v) =F(v) YoveV, (6)
b(q, ’Ll,) =0 M4 qc Q7

a(u,v) :/ Vu:VovdQ), F(v) :/ f-vdQ, b(qv)= —/ qV - v dS2,
Q Q Q
sendo os espacos de fungoes H}(2) e L?(€2) definidos conforme [1, 6]. Dados dois subespacos
Vi, C Ve Qp C Q de dimensao finita, podemos aproximar u e p pela solucao (up, pn) € Vi, X Qp
do seguinte problema:

a(up,vp) +b(pp,vn) = F(vy) Yoy €V, )
b(qn, up) =0 Vagn € Qp

Esta forma de aproximagao é conhecida como método de Galerkin. Um exemplo é o método
de elementos finitos com aproximagao bilinear por partes da velocidade e da pressao. Este
método assume uma partigdo do dominio Q2 em quadrilateros ¢, 1 < e < ng (Figura 1).
Associamos a cada quadrildtero (ou elemento) uma transformagao bilinear F, : Q¢ — K, onde
K=[-1,1] x [-1,1].

O espacos V}, e @y, sao definidos por

Vi = {”: ( Zl ) ;v € CO(Q),0lr=10 e (vilae) o F, ! :a+b$+0y+d$y} (8)
2

Qn

{quO(Q); /quQZO e (qi!Qe)OFelza—Fbx—Fcy—i-da:y} 9)



Figura 1: Particao de um dominio em quadrilateros.

Seja {v1,...,v;,} uma base para Vj, e {q1,...,q,} uma base para Q. Substituindo
m
Uh(l',y) = ZUJ’U](.%,:U), 'Uh(x7y) :'Uz(way)(l SZ Sm)7
j=1
n
(z,y) = D pigizy), alzy) =a(@y)1<i<n),
j=1

em (7), obtemos o seguinte sistema linear:

ABl(U\ (b U_u.l P_p.l
B 0 pl=\o) “=| |- F= | (10)

Um Pn

onde A;; = a(v;,v;), Bij = b(¢;i,v;), bj = F(v;). Pode-se mostrar que a matriz A é positiva
definida (isto é, z'Az > 0 V = € IR*™), de modo que o sistema linear (10) terd uma tnica
solugao se e somente se o posto da matriz B for igual a m [5]. Esta condigao, quando imposta
a qualquer particdo do dominio €2, corresponde a condicao de Babuska-Brezzi:

inf sup M>B>O.

a1 €Qr\0 w,evi\o 1Vnll llgnll —

O par Vj, x Qp definido acima nao satisfaz a condicao de Babuska-Brezzi, assim como
alguns outros pares de espacos polinomiais com o mesmo grau de aproximacao na velocidade
e na pressao [1]. Porém, se considerarmos ¢;(z,y)(1 < i < 3) definidos em (4) e redefinirmos
o espago V}, como sendo

nel

Vi=VaU[] Ve, Vez{v:Qe—>lR2;v:@oFe_l,'z}:m(z;>+<a2 >¢3}, (11)

e=1



entdo o par Vj x @, passa a satisfazer a condicao de Babuska-Brezzi (vide [3, 7]).

A importancia da estabilizagdo promovida em (11) é evidenciada se considerarmos a apro-
ximacao da solugao do problema de cavidade pelo método de elementos finitos considerando os
pares Vj, X @y, definidos por:

1. MEF1: equacoes (8) e (9);
2. MEF2: equagoes (11) e (9).

Consideramos no problema de cavidade f = 0, u = 1, Q =]0,1[%, e as condigoes de
contorno indicadas na Figura 2. Este problema modela o escoamento laminar de um fluido em
uma cavidade quadrada cuja extremidade superior encontra-se em movimento uniforme [4]. A
particao de € é feita em 20 x 20 quadrados iguais.

il w= (1,00

u=20

Figura 2: Condigoes de contorno do problema de cavidade.

Embora tanto MEF1 quanto MEF2 produzam uma boa aproximagao da velocidade (Figura
3), apenas MEF2 consegue aproximar bem a pressao (Figura 4).
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Figura 3: Aproximagoes da velocidade: MEF1 (equerda) MEF2 (direita).



Figura 4: Aproximagoes da pressao: MEF1 (equerda) MEF2 (direita).
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