Autovalores e autovetores — além de n = 2

Carlos Tomei

Essas notas ! acompanham trés encontros sobre o calculo de autovalores e autovetores. O assunto
é rico, mas habitualmente tratado de forma anacronica nos textos e cursos de algebra linear. E claro
que trés aulas nao bastam para honrar o tema, mas alguns fatos banais levaram a escolha dos topicos:

1. Geometria, sintética ou analitica, é linda, mas algebra linear é outra coisa: algebra linear deve
tratar de tudo que é linear.

2. Se nao existe uma férmula explicita para a solugao de um problema, devemos procurar uma
aproximacao da solucao.

3. Qualquer assunto ganha quando apresentado com aplicagoes.

Resumindo o conteido dos encontros, vamos mostrar duas aplicagoes de teoria espectral (o estudo
de autovalores e autovetores). Uma é combinatéria (segdes 1 e 2): a contagem de caminhos de
comprimento dado em um grafo ligando dois vértices fixos. Obteremos férmulas para contar, por
exemplo, quantos caminhos vao de um vértice de um icosaedro ao vértice oposto, passando por mil
arestas intermedidrias. A outra aplicagdo é um modelo demografico simples (se¢oes 3 e 4): vamos
estudar a evolucao de uma populacao dividida em faixas etarias, supondo constantes as taxas de
fertilidade e mortalidade de cada faixa. A conveniéncia da teoria espectral vai ficar evidente quando
estudarmos, ainda que superficialmente, o cdlculo funcional de matrizes (se¢ao 5).

Nas duas aplicacoes, vao surgir matrizes grandes cujos autovalores interessa calcular. Na situacao
combinatoria, vamos escolher matrizes para os quais os autovalores sao de fato calculados, explorando
a simetria do problema. Na situagao demogréfica, o processo se inverte: vamos nos inspirar nela
para aprender técnicas de aproximacao de autovalores e autovetores que sao o ponto de partida de
praticamente todos os algoritmos da &rea.

O texto nao da os detalhes de emprego do software, e deve ser pensado como o encarte que
acompanha um CD. Na tultima se¢ao, um kit de sobrevivéncia de algebra linear. Parte do material
é contetido do segundo curso de algebra linear do Ciclo Bésico da PUC-Rio.

1 Matrizes de adjacéncia

Um grafo é simplesmente um conjunto de pontos, os vértices, ligados por alguns segmentos, as arestas.
Dois vértices sao adjacentes se sao ligados por uma aresta. A figura abaixo, por exemplo, é um grafo
com cinco vértices, que foram rotulados 1,2,...,5, e sete arestas(sem nome). Nele, os vértices 1 e 4
nao sao adjacentes. Note alids que existe uma aresta comecando e terminando no mesmo vértice 4.
Um caminho entre dois vértices é exatamente o que voce estd pensando: 1243444315 é um caminho
entre 1 e 5 de comprimento (isto é, o nimero de arestas percorridas) igual a 9. Um caminho pode ir
e voltar sobre si mesmo muitas vezes, ou ficar rodando por uma aresta.

Um outro exemplo é o grafo que tem por vértices e arestas os oito vértices e as doze arestas de
um cubo.

1O autor agradece subsidios da FAPERJ e CNPq.



Grafos sao tao simples que é dificil imaginar que déem origem a perguntas interessantes. A
situacao é exatamente o contrario: para a maioria das perguntas, nao se conhece uma resposta
satisfatéria. Uma pergunta (que nao é tao simples, mas vai ser respondida nesse texto) é a seguinte:
quantos caminhos de comprimento 20 existem ligando os vértices 1 e 5 do grafo acima? Outra:
quantos caminhos fechados (isto é, comecando e terminando no mesmo vértice) de comprimento
100 existem no grafo associado ao cubo? Note, alids, que esses nimeros sao muito grandes, e que
nao sao faceis de escrever usando os termos combinatérios que vocé aprendeu no colégio (arranjos,
combinagdes...) — na verdade, esses termos sao inuteis para esse problema.

Nao é ébvio que matrizes possam ajudar a responder a essa pergunta: o procedimento, que
descrevemos a seguir, é empregado em problemas de otimizacao, matematica discreta, teoria de
grafos (1), etc.

Dado um grafo G com n vértices, rotule seus vértices com os numeros 1,2, ...,n e monte a matriz
de adjacéncia de G. Essa matriz, que vamos chamar de A, é n X n, e s6 tem os nimeros 0 e 1 em suas
posigoes: na posicao (i,j) de A (isto é, no cruzamento da linha ¢ com a coluna j de A), colocamos
um 0 se os vértices 7 e j nao sao adjacentes, e um 1 se o sao. Por exemplo, para o grafo G da figura,
a matriz A é

—_ O = = O
__ 0 O
O R OO
O = == O
SO DO ==

A matriz A é simétrica (isto é, suas posicoes (i,7) e (j,7) sao iguais) — afinal, se o vértice i é
adjacente a j, o j é adjacente a 1.

Estamos prontos para responder a primeira pergunta: o nimero de caminhos de comprimento 20
ligando os vértices 1 e 5 do grafo da figura é dado pela posicao (1,5) da matriz A?°. De maneira
mais geral, vale o seguinte teorema, bastante inesperado.

Teorema: Seja G um grafo com n pontos rotulados pelos nimeros 1,2,...,n, e com matriz de
adjacéncia A. O numero de caminhos de comprimento ¢ ligando os vértices i e j é a posi¢ao (i, 7)
da matriz A°. A prépria matriz de adjacéncia conta os caminhos de comprimento ¢ = 1 entre os

vértices ¢ e j: em outras palavras, o teorema para esse caso segue diretamente da definicao de matriz

de adjacéncia. Para entender um pouco mais o resultado, vamos considerar o caso ¢ = 2: vamos ver

porque o nimero de caminhos ligando 7 a j com um tnico vértice intermedidrio é dado pela posicao

(¢,7) da matriz A%. Para facilitar a notagao, vamos escrever M; ; para representar a posi¢ao (i, j) da
. . , . .~ .. 9 /s , 2 , ~

matriz arbitraria M. A posicao (4, j) de A* (isto é, (A%); ;) é dada pela expressao

(A%)ij =) AirAr;
k=1
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(para convencer-se disso, eleve uma matriz pequena ao quadrado explicitamente — note, alids, que
essa expressao seria o comando central de um programa que eleva uma matriz ao quadrado). S6 ha
uma maneira do produto A; Ay ; ser diferente de zero: as posicoes A; e Ay tém que ser iguais
a 1, o que quer dizer que o grafo original tem uma aresta ligando ¢ a k e outra ligando k a j —
mas isto é exatamente dizer que existe um caminho entre ¢ e j de comprimento 2 passando por k.
Como k pode ser qualquer ponto do grafo (isto é, k vai de 1 a n no somatério), e cada caminho
deste tipo contribui com o nimero 1 = 1 x 1 para o somatério, o termo direito da expressao é o
numero total de caminhos de 7 a j de comprimento 2, e o teorema esta demonstrado para esse caso.
Para comprimentos arbitrarios, a demonstracao ¢ muito parecida, combinando esse argumento com
inducao: tente.

A moral é que um problema combinatério bastante complicado se reduziu a calcular poténcias
de matrizes. Claro, a dificuldade agora é saber calcular poténcias de forma competente, e para isso
temos o céalculo funcional, descrito na ultima segao.

Exercicio: Que multiplicacoes matriciais vocé faria para calcular A?°? Procure uma seqiiéncia de
poucas multiplicagbes — use um software para fazer essas contas.

Essas idéias se estendem para outros tipos de grafos. Por exemplo, poderiamos supor que as
arestas sao orientadas (e representar isso colocando setinhas em cada aresta), de maneira que seja
possivel ir de ¢ a 7, mas nao voltar. Ou poderiamos supor que existem vérias arestas ligando ¢ a j.
Em cada situagao dessas, o problema de contar caminhos continua fazendo sentido, e uma maneira
de resolvé-lo é considerar a definicao adequada de matriz adjacéncia em cada caso. Mas isso fica
para outra.

2 O octaedro e além

Considere o grafo do octaedro — seis vértices e doze arestas, com adjacéncias como no octaedro
regular, desenhado abaixo. Nessa secao, vamos calcular os autovalores da sua matriz de adjacéncia
A sem nem calcular o polinomio caracteristico de A (veja a segdo 5, para lembrar do vocabulério
habitual): existem argumentos muito gerais que se aplicam bem a esse problema.

I
A7

Os argumentos nos dispensam até de escrever a matriz A, mas nao vamos ser obsessivos:

O M = = O
— O~ O
— O R O
— O~ O
— O R O
O = === O

A primeira observacao é que um vetor de R® sobre o qual age A tem uma interpretacao visual
natural: ele corresponde a uma disposicdo de seis niimeros nos vértices do octaedro — a rotulagao



dos vértices usada para construir A é uma bijecao entre as coordenadas do vetor e os vértices do
octaedro.
A agado de A sobre o vetor geral v = (a, b, ¢, d, e, f) obtém

Av=(b+c+d+ea+ f+ct+ea+ f+b+da+f+ct+ea+f+d+a,b+c+d+e).

Isso também pode ser visto sem fazer contas: disponha a, b, c,d, e e f pelos vértices do octaedro como
na figura acima, e obtenha a nova disposicao somando os valores encontrados nos vizinhos de cada
vértice. Como exemplo, o vetor (1,1,1,1,1,1) é levado por A ao vetor (4,4,4,4,4,4) (vocé usou a
matriz ou 'viu’ o resultado?). Alids, acabamos de aprender que (1,1,1,1,1,1) é um dos autovetores
de A, associado ao autovalor 4. Calcular os outros cinco autovalores de A nao vai ser tao facil: vamos
usar dois truques visuais.

Chame de R uma rotagao de 90 graus em torno de um eixo do octaedro. Se vocé dispoe o
autovetor v sobre os vértices do octaedro, e gira o octaedro por R fazendo com que os numeros
sobre os vértices acompanhem a rotacao, vocé encontra outra disposicao que por sua vez, quando
interpretada como um vetor Rv em RS, é outro autovetor de A, associado ao mesmo autovalor A.
De fato, as propriedades que caracterizam um autovetor sao descritas em termos de adjacéncias de
vértices, e nao se alteram por uma rotacdo. Nas figura abaixo, a disposicao associada ao vetor v deu
origem a trés outros autovetores, por rotacao sucessiva em torno do eixo vertical.

YAV YAV

Mas em que isso simplifica o calculo dos autovalores? E que se vocé soma autovetores associados
a um mesmo autovalor, vocé encontra ainda outros autovetores associados a esse autovalor — em
palavras mais técnicas, o conjunto de autovetores associado a um autovalor fixo é um subespaco.
Agora, tome um autovetor v cuja coordenada a é nao nula (afinal, todo autovetor tem alguma
coordenada nao nula: batize-a de a) e considere a média (v + Rv + R*v + R3v)/4 (que também tem
alguma coordenada nao nula — qual?), cuja disposigao esté apresentada na figura abaixo: voceé estd
vendo outro autovetor de A, associado ao mesmo autovalor de v, Rv, R?*v e R3v

a
erb+c ‘k
b+c+d+e
" V+RV+RV+RV

Nos vértices mais alto e mais baixo, a disposi¢ao continua tendo a e f, mas nos quatro vértices
equatoriais agora aparece mesmo nimero g = (b+c+d+e)/4. Moral: todo autovalor de A tem um
autovetor equatorial w = (a,g,9,9,9, f).

Se voceé aplica A a um vetor equatorial, vocé encontra outro — num vocabulario mais elegante,
o subespago de vetores equatoriais forma um subespago invariante por A. De fato, Aw = (4g,a +

d+e+b+c
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f+2g,a+ f+2g,a+ f+2g,a+ f+ 2g,4g), claramente equatorial. De forma mais compacta, um
vetor de trés coordenadas (s, h,7), que guarda os trés nimeros relevantes de um vetor equatorial é
levado ao vetor (4h, s + i+ 2h,4h). Moral ao quadrado: a matriz A tem os mesmos autovalores que
a matriz

A=

O = O
B~ N >
o = O

A matriz A tem seis autovalores e A s6 tem trés! Isso nao é paradoxal: cada autovalor de A é
autovalor de A, mas as multiplicidades de cada autovalor podem baixar, e isso é o que acontece. Pelo
teorema espectral (se¢@o 5), A tem seis autovalores reais, e seis autovetores independentes. A matriz
/Nl, por sua vez, s6 tem autovetores que representam os autovetores equatoriais de A: autovetores
desse tipo sao raros.

Bom, 6timas noticias: o polindmio caracteristico de A tem grau trés, bem menor do que o
polinémio caracteristico de A. De quebra, ja sabemos um de seus autovalores: 4. A essa altura, o
calculo dos autovalores de A se resume a resolver uma equacgao de segundo grau. Mas em vez de
seguir essa trilha, vamos partir para mais um truque muito conveniente em outras situacoes.

Vamos levar em conta mais uma simetria evidente do problema. Quem tem um autovetor v =
(a,b,c,d, e, f) tem outro autovetor Pv = (f,d, e, b, c,a) associado ao mesmo autovalor ('veja’: P é a
simetria pelo centro do octaedro).

NN
474y

Agora, como ao trabalharmos com a rotacao R, note que v+Pv = (a+f, b+d, c+e, b+d, c+e, a+ f)
ev—Pv=(a—f,b—d,c—e,d—b,e—c, f—a), ambos vetores com formas especiais — vamos chama-
los de vetores pares e impares, em consonancia com a definicao habitual de fungoes pares e impares
(se vocé nao sabe o que é isso, esquega e simplesmente use as palavras). Para comegar, vetores pares
(e impares) s6 tem trés graus de liberdade: quem conhece as trés primeiras coordenadas, conhece as
trés outras. Além disso, tanto os vetores pares quanto os impares constituem subespagos vetoriais,
também invariantes por A, e vetores equatoriais sao levados por P a outros vetores equatoriais.
Finalmente, todo vetor de R® é a soma tnica de um vetor par e um fmpar: a identidade ébvia

U+PU+U—PU
2 2

v =

pode ser es~crita em coordenadas, tanto para vetores em R® quanto para os vetores em R3, sobre os
quais age A:
. s+ s+ S —1 —S+1
s,e,1) = e 0 )
( ? ) ( 2 » 2 ) + ( 2 ] 2 )

Dessa ultima identidade, resulta que A age sobre um vetor par (s,e,s) e sobre um vetor fmpar
(s,0,—s) obtendo os vetores (4e,2s + 2e,4e) e (0,0,0). Assim, as versdes compactas da agao de A
sobre os subespagos de vetores equatoriais pares e equatoriais impares (descritos por coordenadas



(s,e) no primeiro caso e s no segundo) correspondem a duas matrizes, uma de dimensao dois e outra

de dimensao um,
- 0 4 .
Ap—(2 2>,AZ-_(O),

com autovalores 4, —2 e 0 — esses sao todos os autovalores de A, a matriz de adjacéncia do ocatedro.
Como voce calcularia suas multiplicidades? Note que elas nao sao necessarias, se estivermos apenas
interessados em calcular poténcias de A usando o calculo funcional, como descrito na secao 5.

Voce tem todo o direito de se perguntar para que considerar o segundo truque — afinal, acabamos
caindo numa equacgao de segundo grau de qualquer forma para calcular os autovalores de A E que
agora voceé esta pronto para calcular autovalores de matrizes de adjacéncia bem maiores. C0n81dere,
por exemplo, o icosaedro com uma matriz de adjacéncia A de dimensao 12. O argumento envolvendo
uma rotacao mostra que A tem os mesmos autovalores de uma matriz 4 x 4 A correspondendo a agao
de A sobre autovetores que sé tem quatro valores diferentes possiveis: um para o vértice superior,
um para cada um dos trépicos, e um para o vértice inferior. Agora, usando a simetria central P,
o cdlculo dos autovalores de A se reduz ao célculo dos autovalores de duas matrizes 2 x 2 A e A;,
agindo sobre vetores tropicais pares e tropicais impares.

Vocé ja tem ’tecnologia’ para calcular os autovalores de todas as matrizes de adjacéncia dos
poliedros regulares em trés dimensoes, e de vérios semi-regulares (que sao poliedros que admitem
faces de dois tipos diferentes dispostos com certa regularidade — a bola de futebol costurada com
hexdgonos e pentdgonos é o poliedro semi-regular mais importante de nossa cultura). Os interessados
podem ir além lendo [ST1] e [ST2]. S6 para provocar, existe um poliedro regular (melhor, um
politopo) em quatro dimensées que tem 600 vértices, logo dotado de uma matriz de adjacéncia A
de dimenséao 600. O truque das rotacoes leva ao estudo de uma matriz A com dimensio ’apenas’ 46
(viu’ em R*?), e a simetria central por sua vez quebra essa matriz em duas matrizes de dimensao
23. Os deuses essa vez sao generosos: os dois polinomios caracteristicos de grau 23 se fatoram sobre
os numeros racionais obtendo apenas fatores de graus 1 ou 2!

Os dois truques acima sao exemplos muito simples de um conjunto de técnicas maravilhosas para
lidar com simetrias — a teoria das representagoes de grupos. Tomara que vocé reencontre o assunto
com mais profundidade um dia.

[ST1] Nicolau Saldanha e Carlos Tomei,Spectra of Regular Polytopes, Discr.Comp. Geom. 7, 403-414
(1992).
[ST2] Nicolau Saldanha e Carlos Tomei, Spectra of Semi-regular Polytopes, Boletim Soc. Bras. Mat.
29, 25-51 (1998).

3 Um modelo populacional

Esse é um exemplo de uma situacao em que algebra linear tem muito a dizer. Pelo seu curso afora,
voceé vai perceber a enorme aplicabilidade do assunto — algebra linear serve para tratar de modelos
lineares (!) e, francamente, quase tudo que se modela na vida real tem que ser feito assim: a teoria
nao linear em geral é muito mais dificil.

Queremos fazer um modelo de crescimento populacional que tenha alguma sofisticagao. Vamos
comecar com um primeiro, simples demais. Imagine que vocé sabe a taxa de fertilidade de uma
populacao, usualmente dada por uma porcentagem por unidade de tempo. Assim, por exemplo, se a
taxa é de 2% ao ano, e a populagdo em um ano é 500, no ano seguinte ela sera 510 (isto é, 1.02 x 500
— alids, e dois anos depois?). Em geral, modelos desse tipo fazem uso de informagao obtida através
de um recenseamento realizado em um certo momento, como é o caso da populacao e da taxa de



fertilidade, e a partir delas esses modelos especulam sobre o comportamento populacional um pouco
antes, ou um pouco depois desse momento.

O modelo que queremos estudar é mais complexo. Vamos supor que estamos interessados em
prever a distribuicao por idades de uma populacao — isto é, gostariamos de saber como muda a
quantidade de individuos de uma certa faixa etaria a medida que o tempo passa. Por exemplo,
vamos considerar uma populagao dividida em cinco faixas etarias, dadas em anos por intevalos
temporais [0, 1), [1,2),[2,3).[3,4) e [4,00). A tltima faixa inclui todos os individuos com idade maior
ou igual a quatro anos — isso nos dispensa de fixar um prazo de vida terminal para os individuos
dessa populacao. Vamos também supor que um recenseamento no tempo ¢ = 0 obteve as populagoes
p1(0), p2(0), p3(0), p4(0) e ps5(0), e vamos pensar como podemos fazer uso dessas informagoes para
aproximar as varias populagoes alguns anos adiante. Note que chamar o tempo inicial de 0 deve ser
irrelevante: o crescimento da populagao nao tem nada a ver com o nome que damos a esse momento.
As observacgoes de que necessitamos sao quase obvias:

1. Depois de um ano, cada individuo passa de uma faixa etaria para a seguinte, a nao ser que ele
pertenca a ultima faixa. Para ser um pouco mais realista, vamos empregar taxas de mortalidade w;
para indicar que fracao da populacao de uma faixa i sobrevive até o ano seguinte.

2. A cada ano, nascem novos individuos, que sdo acrescentados a primeira faixa etaria. Mais uma
vez, vamos supor que cada faixa ¢ contribui com uma fracao «;, a taxa de fertilidade, para a primeira
faixa.

Talvez queiramos impor que poucas faixas etarias sejam férteis: por exemplo, poderiamos imagi-
nar que, depois de uma certa idade, os individuos nao se reproduzissem. Isso nao é problema — basta
anular as taxas de fertilidade de algumas faixas etarias. Da mesma forma, o modelo é suficientemente
versatil para levar em conta que infantes e idosos morrem mais: é questao de ajustar as taxas de
mortalidade associadas. Outra possibilidade seria tratar separadamente do crescimento populacional
por idade e por sexo (supondo, por exemplo, que a espécie tenha, digamos, dois sexos), mas vamos
deixar isso de lado. O importante é que estamos supondo que, assim como dispomos das populagoes
em tempo t = 0, somos capazes de obter suas taxas de fertilidade e mortalidade, que, pelo menos
por alguns anos, sao supostas constantes.

Os itens acima descrevem o modelo, mas existem trés outras formas de transmitir a mesma
informacao. A primeira é o grafico abaixo. As caixas podem conter os valores das populagoes,
e as setas indicam visualmente como individuos contribuem para as populacoes no ano seguinte.
Certifique-se de que o grafico, devidamente interpretado, contém exatamente a informacao descrita
nos itens.

A segunda maneira de descrever o modelo é através das equagoes abaixo:



pit+1) = aapa(t) + asps(t) + aupa(t) + asps(t),
pa(t+1) = wip(?),

p3(t+1) = wapa(t),

pa(t+1) = waps(t),

ps(t+1) = waps(t) + wsps(t)

Mais uma vez, convenca-se de que essas equacoes dizem a mesma coisa que os itens ou o grafico
acima. Na terceira maneira, escrevemos as equacoes acima em notacao matricial:

m(t+1) 0 as a3 a4 «ap p1(t)
p2(t+1) wg 00 0 0 p2(t)
ps(t+1) | = 0 w O 0 0 p3(t)
pa(t+1) 0 0 ws 0 0 pa(?t)
ps(t+1) 0 0 0 wy ws p5(t)

Para facilitar a notacao, defina um vetor com cinco coordenadas,

p(t) = (pl (t)7p2 (t)a Y25 (t) ) p4(t>,p5 (t))Tv

onde o T indica que o vetor estd sendo pensado na vertical, e seja M a matriz 5 x 5 acima. O modelo
entao é equivalente & equacgao
p(t+1) =M p(t).

E claro, alids, que p(t +2) = M?p(t), ou, se quisermos avancar n anos, p(t +n) = M"™ p(t).

As duas tltimas representagoes do modelo sao faceis de implementar em maquina. Desta forma,
podemos estudar computacionalmente a evolucao temporal de uma populacao a partir dos dados
iniciais. O modelo s6 é satisfatério enquanto nao houver alteracao substancial das taxas de ferti-
lidade e mortalidade. Numa situacao de super-populagao, por exemplo, esses parametros mudam
drasticamente. Um modelo desse tipo, alids, foi empregado por alguns anos para estabelecer uma
largura conveniente dos buracos das redes de pesca no Mediterraneo — pense como.

Se todas as descrigoes acima sao equivalentes, por qué interessar-se pela representacao matricial?
A primeira razao é simples de entender: vetores e matrizes sao faceis de programar. A outra razao
é que, a partir de dlgebra linear, podemos deduzir fatos sobre a evolucao da populacao que nao sao
evidentes — vamos dar um exemplo. Em vez de considerarmos a populagao em cada faixa etaria,
vamos estudar como muda a fracao correspondente a cada faixa etaria na populacao total: isso é
equivalente a, dada uma populacdo (vetoriall) p(t), dividirmos todas as coordenadas de p(t) pelo
mesmo numero de modo a obter um novo vetor, digamos ¢(t), a distribuicao etaria da populagao,
cujas coordenadas somam 1: as coordenadas de () sdo niimeros entre 0 e 1, denotando as fragdes que
nos interessam. O fato surpreendente é que, para hipdteses muito gerais, a medida que ¢ aumenta, o
vetor ¢(t) converge de um vetor fixo que nao tem nada a ver com a distribui¢ao etéria inicial! Isto
quer dizer, por exemplo, que distribuicoes etarias iniciais muito diferentes vao ficar cada vez mais
parecidas a longo prazo. A demonstracao disso usa um resultado mais dificil de algebra linear, o
teorema de Perron-Frobenius, que esta delineado na segao 5.

4 Aproximando autovalores

O exemplo da evolucao de populagao dividida em faixas etérias d4 o caminho das pedras para
aproximar autovalores de uma matriz M. Comece com um vetor v ao acaso: no exemplo, uma



piramide etdria. Agora, calcule vetores Mv, M?v, ..., M*v, e normalize de vez em quando. Para o
exemplo, a normalizagao é importante porque o conceito de piramide etédria exige que as componentes
somem 1. Para a situagao mais, geral, ¢ bom normalizar para evitar que os vetores da seqiiéncia
calculada nao crescam ou encolham demais — pense no que aconteceria se M fosse um miltiplo da
identidade. Agora, com um pouco de sorte (isto é, sob hipdteses que serdo explicitadas em breve), a
seqiiéncia (M*v)/||M*v|| alinha-se com um autovetor de M. Quem tem boas aproximacoes de um
autovetor tem também boas aproximagoes do autovalor associado.

Vamos tornar essa idéia mais precisa: os argumentos vao ao mesmo tempo demonstrar o compor-
tamento do modelo demografico e justificar porque o procedimento numeérico funciona, sob hipdteses
adequadas.

Para simplificar, vamos supor que M seja uma matriz com autovalores distintos, todos reais, e que
A1 seja o autovalor de maior médulo. Denote por A; os autovalores de M, associados a autovetores
v;: Mv; = \v;. Seja v um vetor qualquer, que se expande em v = ) . ¢;v; na base de autovetores.
As contas a seguir falam por si:

V= CU1 + CUa + ...+ CuUy,

Mv = c1 v 4 coAoUs + ... + A\ Uy,
k k k k
M% = cAjvr + coAqve + ...+ e\ Uy,

2

A An
MMy~ ciog + co(55) 0, + ..+ () Fu,,
)\1 )\1

onde o sinal ~ quer dizer que os dois lados da equacao sao vetores alinhados, isto é, diferem de um
escalar multiplicativo. As fracoes (\;/A1)* vao a zero, quando k vai a infinito, j& que \; é o autovalor
de maior médulo. Se ¢; ndo é nulo, fica entao claro que M*v se alinha com v; quando k — oco. Em
palavras imprecisas, a longo prazo ganha a componente do vetor inicial na dire¢cao mais espichada
pela matriz M. Nao interessa se esse vetor inicial tem uma componente pequena para comegar (o
valor de ¢), desde que ele tenha algo (¢; # 0). Como as contas na vida real sempre tém erros de
arredondamento, é quase impossivel perceber se ¢; de fato é zero: ele vai deixar de sé-lo ao longo
do algoritmo. Mas isso pode fazer com que o processo leve mais tempo (k grande) para caracterizar
convergencia.

Agora, vamos enfraquecer um pouco as hipoteses. Note que nao é necessario pedir para que os
autovalores sejam reais, ja que estamos comparando médulos de nimeros. Em principio, podemos
pedir apenas para que o autovalor de maior médulo seja real. Alids, se dois autovalores tiverem o
mesmo maior médulo, uma pequena alteracao nas contas acima mostra que M*v tende a se aproxi-
mar do subespaco gerado pelos autovetores associados aos autovalores de médulo maximo. E possivel
também mostrar que o efeito de autovalores repetidos (mesmo sem autovetores independentes asso-
ciados) é in6cuo, e que autovalores complexos de médulo maximo também sao caracterizados por um
padrao de convergéncia geométrico.

Em vez de descer a detalhes sobre esses aspectos, vamos nos restringir a duas situagoes freqiientes.
Na primeira, a matriz M é real, simétrica, e pelo teorema espectral (secao 5), as contas acima s6
necessitam de extensao para o caso de termos mais de um autovalor de médulo maximo, o que
nao é dificil de fazer. Na segunda situacao, vamos supor que a matriz M satisfaz as hipoteses do
teorema de Perron ou de Frobenius (se¢do 5), com um tnico autovalor de maior médulo. Nesse
caso, o teorema de Perron-Frobenius assegura que o autovalor de maior médulo é um nimero real,
positivo, e que ele é o tnico com esse mdodulo, o que é bastante também para assegurar convergéncia
do método. Alids, isso explica o comportamento da distribuicao etaria a longo prazo: ela converge
para o autovetor (de coordenadas positivas, como toda quebra de populacao em fragoes deve ter)
associado ao autovalor de maior modulo. Cada iteracao, para k grande, essencialmente multiplica a
distribuicao pelo autovalor, e o destino da populagao como um todo — se cresce ou se extingue —



depende desse autovalor ser maior ou menor do que um. A distribuicao, por ser normalizada, nao
percebe o tamanho do autovalor.

O processo descrito acima é o método das poténcias para calculo do autovalor de maior médulo
de uma matriz, ponto de partida para tantos outros algoritmos numéricos. Note que a velocidade de
convergéncia depende do tamanho de ¢; e do quociente \y/A;: quanto maior o espagamento entre
os dois autovalores, mais rapida a convergéncia. O método de poténcias s6 funciona se estivermos
interessados no calculo de \;. Essa limitagao, ironicamente, é conseqiiéncia de uma das propriedades
fundamentais de algebra linear: o comportamento a longo prazo de um sistema modelado por uma
transicao v, = Mwv, depende essencialmente do autovalor de maior médulo de M, e ¢é sentido
especialmente na direcao do autovetor associado. A matriz M pode ser enorme, mas para entender o
comportamento a longo prazo da iteragao s6 precisamos saber muito pouco sobre ela. Nas aplicacoes,
as vezes sao estudados uns poucos autovalores de moédulo um pouco menor do que Aq, justamente
porque eles podem estar muito préximos, atrasando o desempenho do algoritmo e simultaneamente
influenciando por mais tempo o comportamento assintético do modelo.

Mas o que fazer para calcular outros autovalores? Em certas aplicacoes, é importante saber se
existem autovalores dentro de um intervalo dos reais, ou dentro de uma regiao complexa. O método
das poténcias admite uma extensao simplissima e poderosa. Para comegar, seja p um polinomio. E
facil ver (comece com polinomios simples) que p(M)v; = p(A\;)v;, onde, como sempre, Mv; = \v;.
Agora, refaca as contas fundamentais da secao:

V= CU1 + CUy + ...+ CpUp,
c1p(A1)v1 + cap(A2)va + - .. 4 cuD(An)Un,
p(M)*v = Clp()\l)kvl + C2p()\2)kv2 + ...+ Cnp()‘n)kvna

p=§
2 S
<
I

mas agora talvez p seja maior em outro autovalor: em outras palavras, a escolha de p determina em
que parte do plano complexo vocé quer procurar autovalores! Ao normalizar, a énfase vai automati-
camente privilegiar as componentes dos autovetores desta regidao. Assim, por exemplo, se M é uma
matriz real, simétrica com autovalores entre 0 e 1 e vocé quer procurar autovalores perto de 1/2,
vocé podia escolher o polinomio p(z) = z(1 — x). Claro que, agora, a velocidade de convergéncia é
determinada por um quociente da forma p(\;)/p();).

Vamos estender essa idéia sé mais um pouquinho. Em vez de considerar um polinomio p, pode-
mos considerar iteragoes de uma funcao f. Claro que a dificuldade estd em poder fazer as contas
necessarias, tanto na teoria quanto na pratica. Vamos nos limitar a fungoes racionais (isto é, quo-
cientes de dois polinomios). A parte tedrica nao é dificil: de novo, o ingrediente fundamental é
que f(M)v; = f(\)v; e o estudo da iteragao f¥(M)v procede como para polinomios. O quociente
p(M)/q(M) é na verdade a matriz p(M)(q(M))~! = (¢(M))"p(M), j& que todas as funcdes de uma
matriz comutam entre si. Na pratica, é raro alguém calcular explicitamente a matriz inversa. Note
que, para efeitos de iteragdo precisamos apenas calcular f(M)v. Assim, por exemplo, se quisermos
calcular M?/(M — 5I)v, podemos fazer as contas

v, Mu, M(Mv), (M — 51)~ (M(Mv)).

Duas observacoes sao oportunas. Nao é vantagem calcular M? para depois aplicar em v: a seqiiéncia
v, Mv, M(Mv) custa menos. Para calcular x = (M —5I)~Y(M(Mv)), resolva (M —5I)x = (M (Mwv)):
resolver um sistema linear é muito mais barato do que inverter uma matriz.

Agora o pulo do gato: a escolha apropriada de uma funcao racional na iteracao é um grande
acelerador de convergéncia. Note que a fungao f(z) = 1/(z — s) d4 muita énfase a niimeros préximos
de s. Mais até, se x; e 9 estdo proximos de s, os valores f(z;) e f(xq) freqiientemente sao tais que
o quociente f(x5)/f(x1) é substancialmente maior do que xo/x;, 0 que mostra que a iteragdo com
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um s adequado converge mais rapido (para ver isso, desenhe o gréfico de f!). Essa escolha de F' na
literatura é chamada de iteragcdo inversa com translagdo (em inglés, inverse iteration with shift, dai
0 s). A situagdo se realimenta: se queremos aproximar um autovetor v associado a um autovalor
A, podemos comecar com aproximacgoes vy € Ag, €, a medida que avancamos a iteragao, usamos as
aproximacoes v, do autovetor e A\, do autovalor, esse para atualizar o shift s. A convergéncia eventual
desse método ¢é espetacular, como se vé em maquina.

A teoria associada a estes refinamentos é apenas uma parte de uma enorme area de atividade
em analise numérica. Os algoritmos disponiveis ja dao conta de matrizes bastante grandes, mas a
demanda hoje em dia dirige-se ao desenvolvimento de algoritmos para classes especiais de matrizes,
com dimensoes na ordem de milhares, dezenas de milhares.

5 Algebra linear basica e o calculo funcional

Vamos listar os fatos da vida: consulte seu livro de algebra linear preferido para os detalhes. Dada
uma matriz M de dimensao n (isto é, n X n), um vetor nao nulo v e um nimero A para o qual valem
Mv = A\v sao o autovetor v associado ao autovalor X\. Os autovalores de M sao as raizes do polinomio
caracteristico det(M — AI'), onde I é a matriz identidade n x n. Assim, matrizes n X n sempre tém n
autovalores, mas nem sempre tém n autovetores independentes. Quando isso acontece, a matriz M
é diagonalizavel, e pode ser escrita como

M = PDP™!,

onde D é uma matriz diagonal contendo os autovalores de M e as colunas de P sao autovetores
apropriados. Duas matrizes que diferem de uma conjugacao (isto é, A e B tais que A = PBP™1)
tém os mesmos autovalores. B isso que garante, por exemplo, que os autovalores das matrizes de
adjacéncia de um grafo (definidas na primeira se¢do) nao dependem da rotulagao dos vértices do
grafo.

Existem duas classes importantes de matrizes reais diagonalizaveis: as matrizes cujos autovalores
sao todos diferentes (as matrizes de espectro simples) e as matrizes simétricas. O teorema espectral
diz até mais: uma matriz simétrica admite uma base ortonormal de autovetores, o que permite tomar
P na sua diagonalizagao como sendo uma matriz ortogonal, mas nao usaremos esses fatos nesse texto.

Em vez disso, usaremos os teoremas de Perron e Frobenius ([G]). Uma matriz é positiva se todas
as suas entradas forem maiores do que zero. Pelo teorema de Perron, uma matriz positiva tem um
unico autovalor de maior moédulo, que é automaticamente real e positivo, e que estd associado a
um autovetor cujas coordenadas podem ser tomadas todas positivas. O teorema de Frobenius é
uma extensao desse resultado. Uma matriz é nao negativa se todas as suas entradas forem maiores
ou iguais a zero e ¢ irredutivel se alguma poténcia sua sé tem entradas nao nulas. Pelo teorema
de Frobenius, para uma matriz nao negativa e irredutivel, os autovalores de maior moédulo sao as
raizes de um nimero real positivo. A possibilidade de encontrarmos mais de um autovalor de maior
moédulo é muito rara: para saber exatamente quando isso acontece, consulte [G]. No caso de um
unico autovalor de maior médulo, mais uma vez, temos que o autovetor associado pode ser tomado
com todas as coordenadas positivas.

Agora, vamos mostrar que poténcias de matrizes diagonalizaveis sao calculadas com facilidade se
conhecemos seus autovalores. De forma mais geral, vamos delinear um procedimento para calcular
fungoes f(A) de uma matriz A. Uma referéncia muito detalhada para este cdlculo funcional de
matrizes é [B]: 14 vocé vai encontrar um procedimento geral, aplicavel a qualquer matriz.

Uma maneira possivel de obter f(A) seria calcular autovalores e autovetores de A, para diagona-
liza-la,

A=PDP™,
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onde P tem os autovetores de A em suas colunas, e D é uma matriz diagonal, com os autovalores de
A em sua diagonal. Entao

A? = (PDP Y =PDP'PDP' = PD?’P,
A2 = pPD3p!..

ou de forma mais geral, f(A) = Pf(D)P~!. Isso é facil de ver se f é um polinomio, e precisa de
uma demonstragao mais cuidadosa quando f é uma série de Taylor (como no caso da exponencial),
mas nem por isso deixa de ser verdade. Finalmente, note que f(D), uma matriz diagonal como D,
é muito facil de calcular: basta aplicar f a cada posicao diagonal de D.

Para o procedimento que nos interessa, nao é nem necessario calcular os autovetores de A. Re-
capitulando, suponha que vocé quer calcular f(A), onde A é uma matriz diagonalizavel. Comece
calculando seus autovalores Aq, A, ..., A\;, descartando os autovalores repetidos. A seguir, procure
um polinomio p tal que

p(A) = f(A1), - p(Ak) = f(Ar).

A matriz procurada, f(A), é simplesmente p(A).

Exemplo: Para calcular quantos caminhos de comprimento 1000 vao do vértice 1 ao vértice 6 do
octaedro (veja a primeira figura da se¢io 3), vocé quer calcular a posigao (1,6) da matriz A, onde
A é a matriz de adjacéncia do octaedro. Como A é simétrica, ela é diagonalizavel, e ja calculamos
seus autovalores: 4, -2 e 0. Precisamos entao encontrar um polinémio que leva 0 a 0, -2 a (—2)19%0 ¢
4 a 41990 polinémio p(r) = az? + bz com

41000 + 2.21000
- 24

41000 — 4. 21000

b=
“ ) 12

faz isso. Assim, A% = qA? + bA: somando as matrizes, vocé obtém a resposta.

Note que um pequeno milagre aconteceu no exemplo acima: para calcular uma matriz a milésima
poténcia, bastou calcular um polinomio de grau dois dela.

Exercicio 6timo para depois de ler a primeira se¢ao: Mostre que os autovalores da matriz de adjacéncia
do grafo associado ao cubo sao os numeros —3, —1, 1 e 3, alids, com multiplicidade 1, 3,3 e 1. Calcule
o numero de caminhos fechados de comprimento 1000 nesse grafo.

Por queé esse procedimento funciona? No caso do calculo de uma poténcia de uma matriz diago-
nalizdvel, é muito ficil explicar. Suponha que vocé quer calcular A”. Diagonalizando A = PDP~!,
temos que A" = PD"P~! onde D" é a matriz diagonal obtida elevando a n as posicoes diagonais de
D, que sao alids os autovalores de A. Agora, se p é um polinomio que no autovalor \; de A toma o
valor A\, temos que p(A) = Pp(D)P~!, e p(D) = D", j4 que as duas matrizes sao matrizes diagonais
cujas posicoes diagonais sdo da forma p(\;) = A’. Em uma frase, o argumento é quase banal: se
A é diagonalizavel, duas funcées f e g que tomam os mesmos valores nos autovalores de A vao ser
tais que f(A) = g(A)! Essa idéia elementar é uma fonte de simplificagdes em célculos envolvendo
matrizes, e por alguma razao misteriosa, nao tem a divulgacao merecida.

[B] Hamilton Bueno, Function of Matrices, Cubo 05/03, Outubro 2003, ou Fung¢des de Matrizes, 1
Bienal da SBM.

[G] F. Gantmacher, Matriz theory, Chelsea, NY, 1974.
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