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1. ATIVOS FINANCEIROS

Chama-se ativo financeiro a titulos utilizados para obtencao de fundos, como
acoes, bonus, debéntures etc. Acao, por exemplo, € uma parte unitaria do capital
de uma sociedade anbénima, podendo ser adquirida no mercado primario ou no
secundario. O primeiro corresponde ao langamento, apresentando precos
determinados; o outro envolve compras e vendas realizadas pelos possuidores e
interessados nos papéis. Os valores das a¢des sao determinados por um conjunto
de fatores interagentes que causam variagdes nos pregos dos ativos, resultando
em um movimento aleatério chamado flutuagao. Tais papéis sdo designados de

ativos contingentes.

O grafico a seguir demonstra o comportamento aleatério dos valores de um ativo
contingente, no decorrer do tempo. Os intervalos de tempo, quando ocorrem as
mudancgas, sao considerados pequenos o que torna possivel o tratamento desas

variagdes como se fossem continuas.

Yalor

Tempo

Figura 1 - Variagdo de Atives Contingentes



2. MEDIDA DA FLUTUAGAO DOS ATIVOS FINANCEIROS

A flutuagdes dos ativos contingentes podem ser aferidas por dois procedimentos:
variacao absoluta e variagao relativa. Sendo V,, o valor em um momento e V1

no momento posterior, as medidas das flutuagcdes sdo definidas como a seguir:

- Variacao absoluta: AV =V, 1-V,
- Variacao relativa: AR = _Vn+\1,_ Vi
n

O mais usual no mercado, entretanto, € usar outra forma para a variacao relativa:

R=Ln Yn:1
v

n

Justificativa: para valores pequenos de x, Ln(1+ x) ~ x . Por outro lado

Vn+1 -1+ Vni1—Vn . dai
Vn Vn
Lnl1+ Vni1—Vn ~ Vni1—Vn
Vn Vn

Exemplo 1:
Sequéncia de valores observados de um ativo: 10,00; 10,08; 9,97 e 10,01.
Sequéncia de variagdes absolutas: 0,08; — 0,09 e 0.04.
Sequéncia de variagdes relativas:

a) Calculadas diretamente pela féormula: 0,80%; — 1,091% e 0,40%.

b) Calculadas por meio do logaritmo: 0,80%; — 1,097% e 0,40%.

Observa-se uma pequena diferenga na segunda variagao relativa.



3. OPCOES

O valor que uma acgao apresentara no futuro ou, mais diretamente, o seu valor
futuro (VF) é imprevisivel, dada a flutuacdo aleatoria do mesmo. Assim, pode-se
adquirir uma acao, hoje, esperando-se que, no futuro, venha apresentar um valor
mais alto, portanto levando a um ganho liquido para o investidor. Mas, ocorrendo o

inverso, um valor menor, o aplicador registrara um prejuizo.

Ao invés de comprar ou vender as agdes, ha como alternativa a possibilidade de
celebrar um acordo para compra-las vende-las no futuro, se interessar ao
investidor. Para melhor entendimento, sejam S o valor da agado no mercado, K o
valor contratado para o futuro (valor de exercicio) e T o tempo até o final do

prazo do contrato. A partir dai, pode-se imaginar duas situagdes:

Primeira, o investidor compra o direito de adquirir uma agao no futuro pelo valor K.
Ao final do prazo, em T, compara o valor contratado com aquele do mercado (S):
Se o valor do mercado for maior, compra a agao pelo valor contratado e ganha a

diferenca; se o valor do mercado for menor, abandona o contrato.

Segunda, o investidor compra o direito de vender uma ag¢ao no futuro pelo valor K.
Ao final do prazo, em T, compara o valor contratado com aquele do mercado (S):
se o valor do mercado for menor, vende a agéo pelo valor contratado e ganha a

diferencga; se o valor do mercado for maior abandona o contrato.

Contratos como esses sdo chamados de opgoes, pelo fato do comprador ter o
direito — a opgao — de exerce-los. O primeiro € chamado de opg¢ao de compra ou
call, expressao inglesa; o segundo recebe a designacao de opgao de venda ou
put, também expresséo inglesa para esse tipo. Para equilibrar esses contratos, o
adquirente deve pagar um prémio (P) aquele que fica obrigado a realizar a venda

ou a compra pelo valor contratado, como se fosse um seguro.



4. OPGCAO DE COMPRA - CALL

Para o entendimento mais claro do funcionamento de um contrato de opgao de

compra, sera formulado um exemplo e tragado o grafico correspondente.

Exemplo 2: Dados do contrato: K=$ 10,00; P =$ 0,50 e S = (variavel). Tabela:

S K S-K Ganho/Perda
0,00 10,00 -10,00 0,50 - 0,50
1,00 10,00 -9,00 0.50 - 0,50
9,00 10,00 - 1,00 0,50 - 0,50
10,00 10,00 0,00 0,50 - 0,50
10,50 10,00 0,50 0,50 0,00
11,00 10.00 1,00 0,50 0,50
Ganho/Perda
0,00

Prémio

/ 10,50

Figura 2 - Grifico de Opgido de Compra (call)

Yalor de Mercado




5. OPCAO DE VENDA - PUT

Para o entendimento mais claro do funcionamento de um contrato de opgao de

venda, sera formulado um exemplo e tragado o grafico correspondente.

Exemplo 3: Dados do contrato: K=$ 10,00; P = $ 0,50 e S = (variavel). Tabela:

S K K-S P Ganho/Perda
0,00 10,00 10,00 0,50 9,50
1,00 10,00 9,00 0.50 8,50
9,00 10,00 1,00 0,50 0,50
9,50 10,00 0,50 0,50 0,00
10,00 10,00 0,00 0,50 -0,50
11,00 10.00 -1,00 0,50 -0,50

Ganho/Perda

Yalor de Mercado

Prémio

Figura 3 - Grafico de Opgido de Venda (put)




6. VALOR DE UMA OPGCAO
O valor de uma opgéo pode ser representado da seguinte maneira:

Maximo [S — K; 0] para uma call; ndo exercendo, o investidor perde o prémio.

Maximo [K — S; 0] para uma put; nao exercendo, o investidor perde o prémio.

A grande questao para os participantes do mercado é ter uma idéia se o valor do
prémio esta acima ou abaixo de um certo prego considerado justo. Isto de forma
antecipada. Designando-se ¢ o valor do prémio para uma opgao de comprae p o

respectivo para uma de opgao de venda, sao construidos os modelos abaixo:
c = SN(d¢)-Ke RTN(d,) e

p =Ke RTN(-d3) - SN(-d)
Elementos novos elementos introduzidos nas duas formulas:

e RT :fator de valor atual em capitalizagao instantédnea ou continua.

N(...) : valor da funcéo de distribuicdo normal (valores tabelados).

d;: valor a ser determinado (tema vindouro).

Os préximos temas abordaréo esses dois assuntos, mas torna-se oportuno

apresentar as interpretagdes para as formulas de ¢ e p:

A primeira pode ser entendida como a diferenga entre um valor de mercado para o
ativo multiplicado pela probabilidade acumulada de vir a ocorrer (até) este valor e
o valor presente do valor de exercicio, também multiplicado pela sua respectiva
probabilidade acumulada de vir ocorrer (até) este valor. A segunda apresenta uma

interpretacdo semelhante, com a ordem invertida dos fatores.
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7. CAPITALIZAGAO CONTINUA

e . , V,
No tema dois foi estabelecida a formula R =Ln \'}—*1 Isto corresponde a:

n

Vni1 = eR dai Vo= VneR
Vn

Supondo-se, agora, T periodos: TR =Ln % de forma semelhante:

n

V, ,
n+1 =eRT da| V RT

=V,e
Vn n+1 n

E comum usar-se tal férmula com as convencdes de PV e FV, ficando portanto:

FV =PVeRT

O comportamento de variagao do capital representado pelo modelo acima é
denominado de capitalizagao instantanea ou continua, mais usual. A partir da

férmula do FV, obtém-se a respectiva para o PV:

PV =FVe RT

RT

A expressao e ' € o fator de valor atual para essa capitalizagao, usado na

férmula para afericdo do prémio de uma opgéao (tema 6).
Exemplo 4:

Para PV = $ 1.000,00: R = 18,5% ao ano e T = 6 meses, FV = 1.000,00 ¢(®'8%©:5)
resultando em $ 1.096,91.

Da mesma forma, sendo FV = $ 1.096,91;: R=18,5% ao anoe T = 6 meses, 0
valor de PV sera 1.096,91 ¢ ®18)%% oy seja, $ 1.000.00.
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8. A FUNGCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE NORMAL

f(x)

Figura 4 — Grafico da Fungao de Densidade Normal

A funcao densidade normal de probabilidade é comumente usada no mercado
financeiro para o estudo das flutuagdes dos valores dos ativos. Claro, ha outras
concepcodes, mas estudos empiricos mostram ser aceitavel a aplicacdo da normal
para a finalidade descrita. Férmula geral para essa fungao:

1 252

f(x) = e

216

Na féormula:

M: média da distribuicédo e

o: desvio padrao da distribuigéo.

Um caso especial da distribuicdo normal € a chamada normal padronizada, onde
por meio de transformacgdes, sao obtidos os valores zero para a média e um para

o desvio padrdo. Assim, a formula se mostra mais pratica para a utilizagao:

-
f(X) :ﬁe 2
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9. A FUNGCAO DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE NORMAL

N(x)

0

Figura 5 — Grafico da Fungao de Distribui¢cao Normal

Sendo dada uma fungéo continua de densidade normal de probabilidade f(x),

define-se a fungao de distribuicao F(x) da seguinte maneira:

FU)zTﬂSMS

No caso da distribuigao normail:

X _

"0 ]

O valor obtido representa a probabilidade acumulada de uma variavel aleatéria X

(como o valor de uma agao no futuro) atingir até um valor x:

F(x) = P(X < x)

A integral apresentada n&o pode ser resolvida diretamente, mas os resultados
obtidos por outros processos se encontram devidamente tabelados, sendo
facilmente levantados. No caso, utiliza-se a representagédo N(d;), como aparece
nas férmulas para os prémios das opg¢des. O problema, entdo, é achar os valores

para d; e. em seguida, consultar uma tabela. Sera o proximo tema.
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10. AS FORMULAS DE BLACK/SCHOLES

Ao final da década de 60 do século passado, coube a dois pesquisadores
americanos — Black e Scholes — a idealizagao das férmulas para avaliar os precos
das opgdes de compra ou venda, ficando essas férmulas conhecidas com os

respectivos nomes. Voltando-se as férmulas do tema 6:
c = SN(d¢)-Ke RTN(d,) e
p =Ke RTN(-d3) - SN(-d)

Para os valores d4 e d; os citados pesquisadores propuseram as expressoes:

Ln(sj + (R L jT
d,= K 2 e
! T
Ln[sj + (R 152 jT
do — K 2
2 T
Também pode ser escrito:
d2 = d1 - G\/T

Os valores de S, K, R e T sao verificados diretamente, mas a volatilidade (o)
devera ser calculada, sendo usual realizar-se uma estimagao tendo como base
uma série de valores historicos das opg¢des, assunto do proximo tema. Nas
formulas, aparecem calculos para valores negativos de d4 e d, obtidos da

seguinte maneira:

N(-d4) =1-N(d¢) e N(-dz)=1-N(d3)
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11. VALOR DE UMA OPGAO DE COMPRA (c)

Sera mostrado inicialmente o calculo do valor do prémio de uma opc¢ao de compra

por intermédio da férmula de Black/Scholes.
Exemplo 5:
Achar o do prémio de uma opc¢ao de compra, dadas as condigdes do mercado:

S =$18,00

K =$15,00

R =10% ao ano

T = 6 meses (0,5 ano)

c =15% ao ano

Calculos de dq e da:

(18], 0,10+1(o,15)2 05
g 15 2
1:

ou dq =2,2433
0,15,0,5
"“ng +(o,1 0 -;(0,1 5)2 jo,s
dq = ou dy =21373
0,15,/0,5

A partir desses valores e consultando uma tabela de distribuicdo normal:
N(d¢):N(2,2433)=0,9876 e N(d5):N(2,1373)=0,9884.

Substituindo-se esses valores na formula do prémio da opgao de compra, acha-se

o valor mais justo para o mesmo, segundo Black/Scholes:
¢ =SN(d;)-Ke RTN(d,):

¢ = (18,00)(0,9876) - (15,00)(210)(05) 9 9g84)

c=%$375
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12. VALOR DE UMA OPGAO DE VENDA (p)
Sera mostrado agora o calculo do valor do prémio de uma opg¢ao de venda.
Exemplo 6:
Achar o do prémio de uma opgéao de venda, dadas as condi¢gdes do mercado:

S =$18,00
K=$15,00

R =10% ao ano

T = 6 meses (0,5 ano)

o= 15% ao ano
Calculos de N(-dq) e N(-d»):

N(-d¢)=1-N(d4), assim:

N(-2,2433) = 1 — N(2,2433)

N(- 2,2433) = 1 —0,9876 (calculado no exemplo 5)
N(-2,2433) = 0,0124

N(-d5)=1-N(d4), assim:

N(-2,1373) =1 - N(2,1373)

N(-2,1373) = 1 — 0,9844 (calculado no exemplo 5)
N(- 2,2433) = 0,0156

Substituindo-se esses valores na formula do prémio da opg¢ao de venda:
c =Ke RTN(-d5) - SN(-d4)

¢ = (15,00)7(%10)03) 9 0156) — (18,00)(0,0124)
c =%$0,01
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13. ESTIMAGAO DA VOLATILIDADE

O valor da volatilidade para a férmula de Black/Scholes pode ser obtido a partir de

uma série histérica de registros, considerada como uma amostra. Sendo:

S;: valor do ativo no momento i;

n+1: numero de registros e

, . . S;
R;: rendimento calculado por meio da férmula Ln ——
i—1

A estimativa da volatilidade para o periodo é obtida por meio da formula

Na férmula s é o desvio padrdo e R a média. Para a referéncia anual:

o = S+/252

O valor 252 corresponde ao numero de dias uteis, quando ha funcionamento do

mercado (convengao).
Exemplo 7:

Achar a volatilidade estimada com base nos valores diarios registrados para uma
acao: $10,10; $10,15; $10,04; $9.95; $10,00 e $10,70.

Variagdes respectivas: 0,0049; — 0,0109; — 0,0090; 0,0050 e 0,0067.

Aplicando-se a formula, encontra-se 0,0323 (3,23%) para o periodo. Para a

referéncia anual obtém-se:

o =0,0323/252 ou 0,5132 (51,32% ao ano).



14. AS GREGAS DAS OPGOES
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As férmulas para as opg¢des dependem de cinco variaveis, ao mesmo tempo: S, K,

T, R e o. Assim, para acompanhar o efeito dessas variaveis na evolugao dos

precos das opgdes, langa-se mao das derivadas parciais, denominadas gregas

das opg¢oes. O uso consagrou cinco derivadas, relacionadas no quadro a seguir:

NOME OPCAO DE COMPRA OPCAO DE VENDA
oc op
DELTA EZN(dﬂ EZN(d1)—1
2 2
o“c 1 ' o“p 1 '
GAMA Ly P N(d
aSz SG\/T( ( 1)) aSz SG\/T( ( 1))
oc _So(N(dy)) . _RT op __ So(N(d1)) . _RT
THETA | & =200 | rKe RTN(d,) | P = -2V | RKe RTN(-d
o 24T (d2) | 57 24T (~d2)
% _ $\T(N(dq)) P _ s T (N(dq))
VEGA o 1 o 1
%€ _kTe RT(N(d,)) % _ _KTe RT(N(dy))
RHO =Rle (d2) =-Rle (d2)

O calculo dessas derivadas é relativamente trabalhoso por envolver multiplicagao,

divisao de variaveis, assim como composigao de fungdes. Além disso, deve ser

observada a relagao entre a funcéo de distribuicdo e a fungao densidade de

probabilidade, quando se calcula a respectiva derivada:
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15. DERIVAGCAO DAS “GREGAS”
Como exemplo, escolheu-se o célculo da derivada parcial de c: f(S, K, R,T,c),

representativa do prémio de uma opgao de compra com relagdo ao valor do ativo,

pois leva a resultados uteis para as outras derivagdes:

Sendo ¢ = SN(d¢)-Ke RTN(d,);

Ln(sj + (R L jT
4. __\K 2 _
1 o T ,
Ln(sj + (R 152 jT
q K 2 .
2 oA T

dy =dq —o/T obtém-se:

oc 0 0 _RT O

— =—8N(d{)+S —N(d4) —-Ke —SN(d

S~ 25 (dq) o (dq) S (d2)

0 1 dr” 5 1 @2’ 0

c - _RT N
PC_Nd)+S——|e 2 | INdy)-KeRT__|e 2 | %N
prs (d4) o S (d4) o S (d2)

Calculos das derivadas de dq e dj:

id L ou 1
S ' oJT  SovT




id L ou 1
S 2 oJT SoT

Substituindo-as na expressao de 2—; :

9 L 1
c o -RT
— =N(d4)+S e 2 - —
os )+ o SoT V2n
2
; df? [RT+d§] K
% _N(dq) + 2 _|e n
oS cV2n S
Fazendo-se:
5 — L e L e_Ln(S/K)
S SK S/K
Substituindo-se esta expressdo em —:
2
: T LS
% _N(dq)+ e 2 —|e e

0S ov2nT

19



5 1 | T2
% _N(dy) + e 2 —e

0S ov2nT

dq? —[RT+Ln(S/K) d22]

Por outro lado

d,? = dq? - 2d4oV/T + 62T ou

dy? =d? -2

2
dy? =dq? - 2[Ln(§j + (R + %JTJ +62T

dy? =d4? - 2Ln(§] ~2RT - 62T+ 62T

Explicitando-se d12 :

) s ) d4> S\ d,?
di“ =2RT + ZLH(RJ +dy“. Sendo equivalente a — > =" RT + Ln(Rj + T

Verifica-se portanto que:

oc 1 - 2 oc
— =N(d¢) + e 2 _e . Portanto — = N(d4).
os N+ o os )




16. EXERCICIOS

Retomando-se os dados do exemplo 5, onde:

S =$18,00
K=$15,00

R =10% ao ano

T = 6 meses (0,5 ano)

B =15% ao ano

Determinar:

1. Delta da opcéo de compra:

2. Delta da opgao de venda:

21



3. Gama da opcéo de compra:

4. Gama da opgéao de venda:

5. Theta da opcéo de compra:

6. Theta da opgao de venda:

22



7. Vega da opgao de compra:

8. Vega da opcgao de venda:

9. Rho da o¢ao de compra:

10.Rho da opgao de venda:

23
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