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Quatro grandes problemas da Antiglidade, envolvendo constru¢des com régua e compasso, ficaram sem
solugéo por 2000 anos. S&o eles:
Quadraturadocirculo

Construcdo, com régua e compasso, do lado de um quadrado cuja &rea € igua a de um circulo dado. Este
problema é equivalente & construcgo, a partir de um segmento unitério, de um segmento de medida /7 ou,
equivalentemente, de um segmento de medida .

Duplicagdo do cubo
Construcdo, com régua e compasso, da aresta de um cubo cujo volume é igual ao dobro do volume de um
cubo dado.

Trisseccdo de um angulo
Construcéo de um angulo cujamedida é igual a 1/3 da medida de um angulo dado.

Construcao de poligono regular
Construgdo, com régua e compasso, de um poligono regular de n lados.

Somente no século XIX, com o desenvolvimento da dgebra, da geometria analitica e dos numeros
complexos, esses problemas geométricos foram transformados em algébricos e pode ser mostrada a
impossibilidade da resolucéo dos dois primeiros problemas e aimpossibilidade da resolucédo dos dois ultimos
de maneirageral.

Os gregos antigos, diante de sua incapacidade para resolver tais problemas, com régua e compasso,
desenvolveram técnicas variadas tais como interseccéo de curvas previamente desenhadas com instrumentos,
utilizacdo de uma régua com dois pontos previamente marcados (método de neusis) ou uso de outros
instrumentos.

V gjamos alguns desses métodos para a duplicacdo do cubo e atrisseccéo de um angulo.

81. Duplicacéo do cubo

O problema de construir a aresta de um cubo com volume igual ao dobro do volume de um cubo de aresta
a dada corresponde a construir um segmento de comprimento igual a a%/2.



81.1 Método de neusis

Dado um segmento de medida a, utilizaremos uma régua, com dois pontos P e Q previamente marcados, e
um compasso para obter um segmento de medida a¥/2 onde a = PQ.

Desenhamos um triangulo equiilédtero ABC de lado a.
Prolongamos o segmento CA a CD de modo que AD = a.
Desenhamos as semi-retas DB e AB.

Colocamos a régua de modo que passe em C e os pontos marcados P e Q passem nas semi-retas DB e AB,
respectivamente.

Tracando PE // BC eindicando CP = x, justifique as afirmagdes:

a) ACBQ ~ APEQ
aZ
X+a

¢) m(£DBA) = 30°, PE L DP
d) BP=+/x* —a®
Vx?-a?  a?
€) =

J3 X+a
f)x=ad2

b) PE =

§1.2 Método deinterseccdo de curvas

A solucéo do grego M enaechmus (375-325 a.C.) corresponde a abscissa da interseccéo ndo nula de duas
pardbolas X* = ay ey? = 2ax, que podem ser desenhadas com instrumentos.

Descartes (1596 — 1650) mostrou que basta considerar uma das pardbolas X* =y e y*= 2x e sua

interseccdo com a circunferéncia (x — 1) 2+ (y — 1/2) 2= 5/4 para obter um segmento de comprimento 32 a
partir de um segmento unitario.

Exercicio 1
Represente graficamente e justifique as solucdes de Menaechmus e de Descartes .

Exercicio 2
A cissoide do grego Diocles ( séc. Il a.C.) eaduplicagdo do cubo

Considere uma circunferéncia de didmetro 2a tangente ao eixo y na origem. Para cada ponto B na reta
tangente a circunferéncia por A, considere os pontos C, intersec¢do de OB com a circunferénciae P OB com
OP =CB.
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a) Déaequacdo polar do L.G. desses pontos P (cissoide).
b) Dé asuaequacdo cartesiana.
¢) Nafiguradadireita, sejam os pontos D no semi-eixo dosy positivos com OD=20A, E interseccéo

da cissdide com AD e B interseccdo do prolongamento de OE com a reta X = 2a (assintota da
cissdide). Mostre que AB*=20A3 . Sugestdo: Se E=(x,y), mostre que y*=2x°.

d) SeOA éaarestado cubo dado concluaque AB, naconstrugdo de c), € aaresta do cubo procurado.

82. Trisseccdo de angulo

O problema de construir um angulo com medida igual a 1/3 da medida de um angulo dado aparecevu,
provavel mente, da necessidade de trisseccionar o angulo de 60° para a construcéo de um eneagono regular.
Alguns casos sdo facilmente construidos com régua e compasso como, por exemplo , a trisseccdo do angulo
de 90°. Vgamos alguns métodos usados pel os antigos gregos para trisseccionar um angulo qualquer.

§2.1 Método de neusis de Arquimedes
Dada uma régua com dois pontos P e Q previamente marcados, sendo PQ = r, e um angulo com vértice O
emedidaa:

a) Construa uma semicircunferéncia de centro O eraio r, como mostra afigura, e considere as intersecces A
e B dos lados do angulo com a semicircunferéncia.

b) Coloque arégua nafigura passando em B de modo que P esteja nareta OA e Q na semicircunferéncia.
c) Mostre que: m(£LAOB) = 3m(ZAPB).



§2.2 Método de neusisde Nichomedes
Como antes, dada uma régua com dois pontos P e Q marcados, com PQ = 2a, e um angulo ZAOB de
vértice O emedida o :

a) Trace por um ponto A, num dos lados do angulo, com OA=a uma paralela e uma perpendicular ao outro
lado

b) Ajuste arégua passando pelo vértice O de modo que Q pertenca a paralela e P pertenca a perpendicular
tracadas em a).

¢) Trace AM onde M é o ponto médio de PQ e mostre que m(£LAMP) = 2m(£AQP) = m(LAOQ).
d) Concluaque m(£QOB) = a/3.
€) E ocaso em que ZAOB € obtuso? e reto?

§2.3 O esquadro de carpinteiro
No esquadro visto abaixo EF = CD = AB/2 . Para dividir o ahgulo ZPRQ em trés partes congruentes, 0
carpinteiro
a) tracaasemi-reta ST, paradelae aumadistancia EF de PR, usando a parte mais longa do esquadro
b) coloca o instrumento de modo que DE passe em R, D esteja ha semi-reta ST e B no lado RQ do angulo



c) marca os pontos A e D no interior do angulo e traca RA e RD obtendo assim a divisdo do angulo ZPRQ
em trés partes congruentes.
JUSTIFIQUE o procedimento.
Facaum MODEL O em cartolina e determine os angul os que vocé pode trisseccionar ( ver anexo).
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8§2.4 A machadinha

Uma placa em forma de machadinha € utilizada para dividir um angulo em trés partes congruentes como
indicado nafigura. JUSTIFIQUE o procedimento mostrando que o = 3.
Faca um MODEL O em cartolina e experimente (ver anexo).

Exercicio 3
A conchoide de Nicomedes (grego do séc. 111 a.C.) eatrisseccdo de um angulo.

Fixados dois nimeros reais a e b positivos, para cada ponto A dareta x = a, considere P 0 ponto da semi-reta
OAtal que PA = b, como mostraafigura.

a) Déaequacdo polar do L.G. desses pontos P e a sua equacéo cartesiana ( conchdide)



b) Dado um angulo £BOP, trace areta x=a paraalgum a > 0 encontrando o lado OP no ponto A e considere
a conchdide com b = 20A. Mostre que m(/BOC) = 1/3m(«BOP), onde C € o ponto da conchdide tal que
0 segmento AC é paralelo ao eixo dos x. Sugestdo: aplique alei dos senos no AAOC lembrando que CD =
b=20A.
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81. Introducéo

O principal objetivo deste trabalho € desenvolver um método para desenhar, usando apenas régua e
compasso, a secdo de um cubo com um plano determinado por trés pontos P, Q e R, ndo colineares.
Inicialmente consideraremos P e Q em arestas paralelas de uma mesma face e R no interior do cubo e depois,
nos exercicios, aplicaremos a técnica desenvolvida, para outras possibilidades.

Aproveitando as mesmas idé as, determinaremos também, no 8§3., se¢des hum tetraedro.

82. SecBesde um cubo

Consideremos um cubo ABCDEFGH de base ABCD.

Segjam P, Q e Rtrés pontos ndo colinear estais que P e Q estédo em arestas paralelas de uma mesmaface e
R esta no interior do cubo dado pelo segmento RR, R na base ABCD, perpendicular a base do cubo.
Daremos um método para desenhar a se¢do do plano PQR com o cubo.
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e Tracamos, por R, a paralela a PQ cortando os planos das faces ADHE e BCGF em R; e R,
respectivamente. Observe-se que para desenhar R; e R, basta tracar r' e r" interseces do plano
perpendicular a base passando por R'.

e Tracamos areta PR; cortando uma aresta do cubo em S e areta QR, que corta outra aresta em T
(podendo ocorrer S=PouQ=T).

e Se Se T estdo namesma face basta tracar o segmento ST e, se P # SeQ # T, entdo, o quadrilatero PSTQ

éasecdo desgada. SeP=SouQ=T, as%géo € um tridngulo.
1

S=P=E/

A B

e Se SeT ndo estdo na mesma face, cada uma das retas PS e QT cortara o plano da face oposta "a de PQ
em S e T, respectivamente (podendo ocorrer S= S ou T = T'). Nesse caso, tragcamos a reta ST
determinando o segmento UV que é a intersecdo da reta ST' com essa face. Obtém-se , assim, um
pentagono.
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Exercicios:;

Usando a mesma técnica, desenhar aintersegdo do plano PQR com o cubo nos casos abaixo.

A,

|||||||

GRS

SR

IIIIIII

e -

|||||

10



0
R R
_________ )
1Ie’ iP
TP
LR
Pl
Y 0
PROBLEMA:
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83. SecOes de um tetraedro:

Vg amos agora, por meio de exemplos, como desenhar a se¢do de um tetraedro com um plano que passa
por trés pontos, néo colineares, dados no tetraedro.
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Mais precisamente, dados o tetraedro VABC de vértice V e base ABC e trés pontos ndo colineares
PeVA QeVCeReVR', R pertencente a base ABC, vejamos como desenhar a intersecéo do tetraedro
pelo plano PQR.

1° caso: Consideraremos, inicialmente, 0 caso em que R estdnaaresta AB da base.
Tracamos areta PR que encontra uma aresta do tetraedro em S.
a) Se S eVB, asegdo procurada é o triangulo PSQ.

b) Se S<AB eareta PR cortaaretasuportede VB em T, tracamos aretaQT quecorta BC em U
e teremos como secdo o quadrilatero PSUQ.
v

c) Nocasoemque S e AB e aretaPR é paralelaao segmento VB surgem duas possibilidades.
« SearetaPQ cortaareta AC em Q', tracamos areta SQ' que corta BC em U e o quadrilatero PSUQ é a
secdo procurada;
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« Se PQ /I AC , tracamos uma paralela ao segmento PQ passando por Scortando BC em U e temos
como secdo o paralelogramo PSUQ.

2° caso: Consideremos agora o caso em que R' esta no interior da base ABC do tetraedro VABC.

Tragcando a semi-reta AR até encontrar  BC em B' ficamos com um tetraedro VAB'C com R na aresta
AB' dabase €, pelo caso anterior, obtemos sua secdo com o plano PQR.

Aplicando as técnicas anteriores, de prolongamento, completamos a secdo do tetraedro VABC com o
plano PQR conforme descrigao abaixo.

No caso daintersecdo do tetraedro VAB'C com o plano PQR ser um triangulo PQS:

« SearetaQS cortar aaresta VB num ponto S, a se¢do € o tridngulo PQS.

« SearetaQS cortar aaresta BC em Se areta suporte da aresta VB em T, a secéo € o quadrilatero PQSU
sendo U aintersecéo do segmento PT com a aresta AB.

« Seareta QS for paralela a aresta VB e cortar a aresta BC em S determine a seco procurada, como
exercicio.
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No caso em que a secdo do tetraedro VAB'C com o plano PQR € um quadrilatero PQUS, descreva o
método para obter a secdo procurada, como exercicio.

B
Exercicio: Num tetraedro regular, dé trés pontos em arestas distintas de modo que a secéo determinada pelo
plano desses pontos corte o tetraedro num quadrado. Prove que, de fato, € um quadrado.
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