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Introducao

O Emaranhamento

A Mecéanica Quantica teve uma gestacao de cerca de 25 anos, desde o primeiro
trabalho de Plank, em 1900, até assumir uma forma axiomatica na década de
20. Nesse periodo de gestagao merecem destaque especial os nome de Einstein,
de Broglie, Schrodinger, Bohr e Sommerfeld. Na axiomatizacao, que pode ser
considerado o nascimento da teoria, os destaques sao Bohr, Heisenberg, Jordan,
Pauli e Dirac.

Seguiram-se dez anos que podem ser considerados a infancia da teoria: havia
muitos problemas a serem resolvidos e um novo arcabougo tedrico a ser utilizado.
O crescimento e o sucesso da teoria foram espantosos. Para se ter uma idéia,
alguns dos Prémios Nobel da época: Plank (18), Einstein (21), Bohr (22), de
Broglie (29), Heisenberg (32) e Dirac e Schrodinger (33). O estudo da fisica
atomica, molecular, nuclear, da matéria condensada, dos gases, da interagao
com a radiagao foram revolucionadas pela Mecanica Quantica, com todas essas
areas tendo trabalhos seminais neste época.

Em 1935 podemos dizer que a Teoria Quantica chega a adolescéncia. Eins-
tein, Podolski e Rosen apresentam seu famoso “paradoxo” em um trabalho
que perguntal8]: “Pode a Mecéanica Quéntica ser considerada uma teoria com-
pleta?”. Na opiniao dos autores, nao. Inspirado neste trabalho, Schrodin-
ger cria sua famosa metafora do gato, ao qual também deveria se aplicar a
Mecanica Quantica. Porém, lembra Schrodinger, nao temos qualquer registro
de observacao de algo que possa ser interpretado como um gato em uma su-
perposicao de estado “vivo” e “morto”. Com a leitura do texto, deve se tornar
claro para o leitor a que se refere o termo “superposi¢ao,” em particular deve
se entender que nao se trata simplesmente de um gato 50% vivo e 50% morto,
para o que podemos fazer uma descricao classica.

Essa revolta “adolescente” gerou muita discussdo (o que é natural), bem
como algumas feridas. A maior parte da comunidade fisica passou a se dedi-
car a aplicar a mecanica quantica aos problemas, sem se dedicar por demais as
questoes levantadas por alguns de seus fundadores; enquanto uma pequena par-
cela passou a se dedicar demais a essas questoes, por vezes sem se aprofundar o
suficiente na prépria mecanica quantica. Curiosamente, o trabalho de Bohm|[1T]
parece ter aumentado tal separagdo. A situa¢do muda quando Bell[I2], j& na
década de 60, consegue colocar esta discussiao (que dependia mais de opinides
que de critérios cientificos) em termos quantitativos, criando as chamadas de-
sigualdades de Bell, que teorias resultantes de alguns de nossos “preconceitos”
cléssicos deveriam obedecer, mas a mecanica quantica viola.
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iv INTRODUCAO

Este nao foi um fim para a discussdo, mas ao menos permitiu trazer de
volta ao debate as diferentes concepcoes de teoria e realidade. A década de
80 trouxe para o laboratorio a questao da ndao-localidade, viva ainda hoje, pois
cada experimento de “violacao de desigualdades de Bell” é seguido por alguns
contra-argumentos sobre situacoes nao completamente controladas e que podem
afetar os resultados.

Mas foi também no ltimo quarto do século XX que a revolta adolescente
deu lugar a uma maturidade da meia-idade. Ao invés de se questionar se a
teoria possui nao-localidade, se isso é desejavel sob diversos pontos de vista... a
questao se tornou: serd que esta nao-localidade pode ser 1til? Sera que alguma
tarefa pode ser melhor realizada usando as caracteristicas da mecanica quantica
do que com os métodos classicos? Assim, o emaranhamento, termo criado por
Schrodinger para descrever o estado das particulas de Einstein, Podolski e Ro-
sen, passava de vilao a mocinho.

Atualmente ja se sabe que a mecanica quantica pode sim ser utilizada de
maneira vantajosa em diversas tarefas de processamento da informagao. As-
sim surgiu a Teoria Quantica da Informacao. O emaranhamento é personagem
central nesta teoria, mas como bom personagem, ainda guarda mistérios. Nao
existe ainda uma teoria completa sobre o emaranhamento!

O intuito deste minicurso é apresentar para a comunidade matemdtica (e
interessada em matemadtica) que a questdo do emaranhamento é um problema
em &lgebra multilinear. Que nao é preciso o conhecimento profundo de mecéanica
quantica para participar da busca pela compreensao deste conceito. E que, por
se tratar de um problema razoavelmente recente, com origem na teoria quantica
da informacao, tem sido proeminentemente abordado por fisicos e cientistas de
computagao, quando mateméaticos possuem um grande potencial de contribuigao
na area.

O Texto

O capitulo que se segue é, de fato, a versdo atual (18 de outubro de 2004) do
primeiro capitulo de minha Tese de Doutorado, a ser defendida nos préximos
meses. Este capitulo tem por intuito apresentar e fixar os conceitos envolvidos
no problema da caracterizacao do emaranhamento. O objetivo central foi apre-
sentar e discutir os conceitos com a profundidade desejada a uma Tese, mas
tendo em mente que o leitor tanto podia ser um fisico, quanto alguém que nao
conhecesse mecanica quantica. O minicurso podera ser visto como uma via de
acesso rapido a este texto, enquanto o texto se propoe a ser a via de acesso
rapido ao problema. Embora pudesse ser desejavel um texto “mais didatico”,
incluindo exercicios, por exemplo, essa nunca foi a intencao, neste caso. Nas trés
primeira secgoes, o pouco que ha de original sao os comentarios e a forma de
apresentacgao. J4 a ultima seccao é, na presente versao, inteiramente destinada
a descrever uma contribuicao original, desenvolvida na UFMG, em colaboragao
com dois estudantes: Daniel Cavalcanti e Leandro Cioletti. Acima de tudo, este
texto é um convite a pesquisa no assunto. Sejam todos bem-vindos!
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Capitulo 1

Emaranhamento e sua
Caracterizacao

Neste capitulo apresentamos a nogao de emaranhamento de estados quanticos.
A seccao fixa os conceitos centrais da teoria quantica, e deve permitir ao
leitor nao familiarizado com esta ter acesso ao resto do texto. Nao substitui, é
claro, o estudo aprofundado do assunto. O problema relativamente mais simples
de caracterizar o emaranhamento de estados puros é tratado na sec¢ao[1.2] Para
sistemas bipartites, a decomposicao de Schmidt é a ferramenta central. Medidas
entrépicas do emaranhamento sao apresentadas. O importante caso de dois qu-
bits é discutido e os problemas relativos a dimensoes mais altas sao apontados.
Sistemas com mais de duas partes exibem correlagoes ainda mais interessantes.
Em particular, mostra-se que para trés qubits existem diferentes emaranha-
mentos. A secgao trata do emaranhamento de estados mistos, um problema
ainda mais rico. A nocdo de separabilidade é apresentada e alguns critérios sdo
discutidos. O emaranhamento de formacao é também apresentado, bem como
o conceito de destilagao do emaranhamento de um estado quantico. Particular
atencdo é dada ao processo de tomografia quantica, pelo qual é possivel “medir”
(i.e.: caracterizar completamente) o estado de um sistema. A férmula de Wo-
otters para o cdlculo do emaranhamento de formacao de sistemas de dois qubits
é apresentada e as dificuldades de generalizagao deste resultado sao discutidas.
Alguns resultados interessantes sobre sistemas multipartites sdo apresentados e
comentados, bem como alguns outros quantificadores sao apresentados: entro-
pia relativa de emaranhamento, robustez e emaranhamento testemunhado. A
seccao |1.4] se destina a contribuigoes originais apresentadas, ou em produgao.
Na presente versao, apresentamos o problema de determinar tomograficamente
o estado puro de trés qubits, com a restricao a medigoes em pares.

1.1 Nocoes Gerais

1.1.1 Testes, Estados e Probabilidades

Vamos adotar, ao longo deste texto, algumas definigdes do livro de Asher Peres[I].
Para este autor, o conceito de teste quantico é essencial: é ele que nos permite
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caracterizar o estado de um sistemaﬂ Um teste quantico é caracterizado por
uma intervengao no sistema, para a qual um conjunto de respostas é permitid(ﬂ
Se 0 mesmo teste for aplicado novamente, a mesma resposta deverd ser obtida.
Um teste B é dito compativel com um teste A se a aplicagdao do teste B entre
duas repeticoes do teste A ndo destréi a propriedade de repetigdao do resultado,
descrita anteriormente, ou seja, a resposta ao segundo teste A é a mesma que
do primeiro.

Para o leitor desacostumado, essa definicao de compatibilidade pode parecer
estranha. O conceito de teste também pode ser aplicado em fisica cldssica: é
assim que ganhamos informacdo sobre os sistemas. Mas o conceito de com-
patibilidade nao é necessario classicamente, pois todos os testes classicos sao
compativeis. A cada novo teste, ganhamos mais informacao sobre o sistema,
sem nunca perdé-la por meio de testesﬂ Quanticamente, existem testes incom-
pativeis! Neste caso, a realizacdo de um teste B entre duas realizagoes de um
mesmo teste A permite que as duas realizagbes apresentem respostas distintas
aea.

Um conjunto de testes mutuamente compativeis { A;} é dito completo quando
nenhum outro teste, essencialmente diferente dos A;, pode ser acrescido a este
conjunto, mantendo a compatibilidade. Esta defini¢ao nao é fechada em si
mesma, mas muito mais uma definicao daquilo que esta sendo considerado como
o sistema qudntico de interesse, ou seja, quais varidveis (graus de liberdade)
estao sendo estudadas. Sem nenhuma vergonha de ser redundante, Peres define
[1, p.24]

“A quantum system is whatever admits a closed dynamical descrip-
tion within quantum theory.”

Estamos agora em condigoes de definir uma preparacdo. Novamente usando
palavras do autor [I], p.31]

“The simplest method for producing quantum systems in a given
state is to subject them to a complete test, and to discard all the
systems that did not yield the desired outcome.”

O estado que emerge de uma preparagao como descrita por Peres é chamado um
estado puro. A caracteristica basica de um estado puro é a existéncia de uma
certa quantidade de testes (e.g.: aqueles do conjunto completo escolhido para a
preparagdo) para os quais ele dd uma resposta com 100% de probabilidade. Para
outros testes (ndo compativeis com o conjunto usado na preparagao), o melhor
que a mecanica quantica pode fazer é prever probabilidades para os possiveis
resultados. Mais uma vez, nas palavras de Peres [I], p.13]:

1Note que esse caminho, bastante consistente, ndo é o usualmente adotado. E comum que
os autores comecem com hipéteses do tipo: “seja o estado quantico descrito por...”, enquanto
Peres discute o conceito de estado.

20 termo teste é usado pelo autor em lugar de medicdo ou medida. Duas vantagens
nesta escolha: deixar o chamado problema da medi¢do para seu devido momento, evitando
ciclicidade nas discussoes e permitindo uma definigdo mais ampla para o conceito de medigao;
e evitar problemas com o significado matemaético - totalmente distinto - da palavra medida.

3Podemos perder informacio se houver interacées sobre as quais ndo tenhamos suficiente
controle, mas fazer novas perguntas a um sistema cldssico nao o fard “mudar a resposta” de
uma pergunta anterior.



1.1. NOCOES GERAIS 3

“In a strict sense, quantum theory is a set of rules allowing the
computation of probabilities for the outcomes of tests which follow
specified preparations.”

1.1.2 Interferéncia, Espacos Vetoriais e Notacao

Outra caracteristica marcante da teoria quantica é o fenémeno de interferéncia.
Em suas famosas Lectures, Feynman[2] inicia sua apresentagdo da mecanica
quantica pelo experimento de fenda dupla, que em sua opiniao contém o unico
mistério da mecanica quénticaﬂ Este fenomeno de interferéncia no célculo das
probabilidades é que sugere o uso de amplitudes de probabilidades, nimeros
complexos, cujos médulos ao quadrado sdo as probabilidades. Se ha duas (ou
mais) possibilidades indz‘stingm’veisﬂ de se obter um resultado em um teste,
as amplitudes de probabilidades de cada alternativa devem ser somadas. Essa
idéia simples, mas revoluciondria, descreve o fenémeno de interferéncia, e aponta
para o chamado Principio de Superposicao, segundo o qual os estados puros de
um sistema quéantico formam um espacgo vetorial sobre C, o corpo dos nimeros
complexosﬁ

Como as amplitudes sdo nimeros complexos, mas apenas seus modulos sao
experimentalmente relevantes, dois vetores ¢ e (;5 tais que 1/1 = e“’¢ descrevem
estados idénticos, no sentido que os testes quanticos sao incapazes de distingiii-
los. Além disso, a soma das probabilidades de possibilidades excludentes deve
ser 1. Munindo o espaco de estados de um produto escalar hermitiano tal que as
possiveis alternativas de cada teste sejam representadas por vetores ortogonais,
somos levados a considerar apenas vetores unitarios. Essas duas consideragoes
mostram que, de fato, o conjunto dos estados puros é a projetiviza¢ao do espaco
(vetorial) de estados anteriormente apresentado.

Vamos adotar a notagao mais usual em textos sobre mecanica quantica: a
notagao de Dirac. Esta notagao é bastante conveniente quando se trabalha em
um espaco vetorial complexo, V, munido de produto escalar hermitiano. Os
vetores sdo denotados por |¢), e usualmente referidos como kets. Todo espago
vetorial possui seu dual, formado pelos funcionais f : V — C, lineares[d]. O
dual, denotado V*, é também um espago vetorial sobre C. Se dimV = n, entao
dim V* = n, e portanto V e V* sao isomorfos. Mas apenas quando V é munido de
um produto escalar (hermitiano, quando o espago é complexo) é que existe um
isomorfismo canonico. Para entender este resultado, basta lembrar que dado um
vetor |v) e uma base arbitraria {|u;)} para V, o problema de obter o coeficiente
v; na decomposicao [v) = 3, v; |u;) depende de todos os elementos da base, ou
seja, se conhecemos apenas o vetor |v) e o elemento |u;) da base, nao é possivel
obter v;; mas a situacdo muda de figura se V for dotado de produto escalar, e
fizermos a exigéncia de a base {|u;)} ser ortogonal: neste caso o coeficiente v;
depende apenas do vetor |v) e do elemento da base |u; ).

O funcional linear que associa a |v) o coeficiente v; de sua decomposicao
é chamado o dual de |u;). Na notacao de Dirac, este funcional é denotado

44“We choose to examine a phenomenon which is impossible, absolutely impossible, to
explain in any classical way, and which has in it the heart of quantum mechanics. In reality,
it contains the only mystery.”[2] p.1-1]

5A questéo da indistingiiibilidade é central na teoria quintica, mas néo serd abordada aqui.

SExistem vérias tentativas ndo convencionais de generalizar a teoria quantica para algo
nao linear. Ver, por exemplo, [3 cap.22].
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(uj]. Funcionais lineares sdo chamados bras. O produto escalar (anti-linear na
primeira componente) (|¢),|¥)) ganha a notagdo simplificada (¢ | ¥), que é a
justificativa dos termos mneomonicos bra e ket: juntos, nesta ordem, eles fazem
um braket.

Se A é um operador linear sobre V, a matriz que representa este operador
com respeito & base ortonormaﬂ {lui)} & ((ui| Afuy)),;- Por este motivo, termos
como (¢| O |¢) s@o geralmente referidos como elementos de matriz. Os testes,
discutidos anteriormentes, sdo associados a operadores hermitianos (i.e.: auto-
adjuntos) sobre o espago de estados.

Um operador bastante importante é dado por |¢) (|, o operador de projecdo
ortogonal sobre (o espaco unidimensional gerado por) |¢). Para qualquer base
{[us)}, vale a resolugdo da identidade 1 = 3, [u;) (ujl.

1.2 Emaranhamento de Estados Puros

“What is entanglement?
There are many possible answers, maybe as many as there are researchers in
this field.” Dagmar Brufl

Nao é simples definir emaranhamento em palavras. Ao longo deste traba-
lho vérios aspectos serao apresentados e enfatizados, tentando passar a maneira
como o autor entende o conceito. E certo que o emaranhamento é uma proprie-
dade de sistemas quanticos compostos, no sentido de possuir varios subsistemas.
Assim, pode haver emaranhamento entre dois 4tomos, entre dois spins, entre
a polarizacao de dois fdétons, etc... Mais que isso, conforme a discussao sobre
sistemas quanticos (L.1.1)), é sempre necessdrio definir aquilo que estd sendo des-
crito quanticamente: pode parecer estranho falar em emaranhamento para um
dnico atomo, mas pode haver emaranhamento entre diferentes graus de liber-
dade de um mesmo dtomo (e.g.: 0 momentum de um dtomo pode se emaranhar
com seu spin pela interagao com um campo magnético; de fato é essa a esséncia
do experimento de Stern-Gerlach). Salvo mengao em contrario, ndo estaremos
preocupados com qual sistema fisico serd descrito, e sim com a estrutura ma-
tematica decorrente de tal descrigao.

1.2.1 Sistemas Bipartites

O caso mais simples de sistema quantico onde pode haver emaranhamento é o
de um sistema bipartite. Por influéncia da Teoria da Informagao, chamaremos
cada parte por um nome: Ana e Bemardﬂ Se Ana consegue descrever a
sua parte do sistema por um estado puro |a), enquanto Bernardo descreve sua
parte por |b), temos uma descrigdo do sistema global por um estado puro, que
denotaremos |a, b). O Principio de Superposicao implica que o espago de estados
E para o sistema global é o produto tensorial dos espagos de estados das partes:
E = E4 ® Ep. Uma maneira operacional de construir E é escolher bases {|a;)}
de E4 e {|b;)} de Ep e definir E como o espago vetorial gerado pelos vetores
ortonormais {|a;,b;)}. Com essa construcao é imediato que a dimensao de E é
o produto das dimensoes dos fatores E4 e Epg.

7Salvo mencéo em contririo, o termo base serd usado com o significado base ortonormal
ao longo deste trabalho.
8Nos textos de lingua inglesa, os personagens usuais sdo Alice e Bob.
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Estamos agora em condigoes de apresentar uma primeira definicao de ema-
ranhamento. Seja E um espago vetorial com estrutura de produto tensorial:
E =Es ®Ep. Um vetor |¥) € E é dito fatordvel se |¥) = |pa) ® |d5). Se
tal decomposigao nao for possivel, |¥) é dito emaranhadd’l Uma maneira mais
fisica de ver tal definigao é dizer que um estado puro do sistema global é fatoravel
quando cada parte pode ser descrita por um estado puro.

Qualquer intervencao realizada em apenas uma das partes é dita uma ope-
racdo local. A justificativa para tal nomenclatura é que podemos pensar em
casos onde Ana e Bernardo estejam afastados espacialmente; mas é importante
frisar que isso ndo é uma exigéncia geral. Através de “canais cldssicos” de comu-
nicagao (telefone, correio eletrénico, publicagdo em jornal...), Ana e Bernardo
podem “combinar” uma seqiiéncia de operacgoes locais. Uma seqiiéncia assim
pode envolver testes em uma das partes, com posterior manipulagao da outra
parte de uma forma que dependa dos resultados de testes anteriores, novas ma-
nipulagoes em ambas as partes... o que quer que seja, sem envolver um “canal
quantico”, ou seja, sem permitir a interagao direta das partes, ou ainda a in-
teracao de ambas com outros sistemas quanticos. Processos assim sao chamados
operagoes locais com comunicagdo cldssica, com a sigla em inglés LOCC. E uma
premissa geralmente aceita que LOCC nao pode gerar emaranhamento. Pode
sim gerar correlacoes, mas de uma maneira que pode ser descrita classicamente.
Voltaremos a este tema na subsecgao [1.3.3]

A Decomposi¢ao de Schmidt

Antes de discutirmos exemplos especificos, vamos apresentar uma ferramenta
essencial para o estudo do emaranhamento em estados puros de sistemas bipar-
tites: a decomposicdo de Schmidt.

Seja W um espago vetorial com estrutura de produto tensorial: W =U ® V.
Sejam dimU = m e dimV = n, e sem perda de generalidade consideremos
m < n. Para cada vetor unitdrio |¥) € W existem bases ortonormais {|u;)} de
Ue {|vj)} de V tais que

O) = Anlug) @ |og) (1.1)
k=1

onde A\ >0e > A2 =1.

Trés demonstragoes distintas podem ser encontradas nas referéncias [, 5] [6].
Os coeficientes i, sdo chamados coeficientes de Schmidt e as bases {|u;) } ¢ {|v;) }
sdo bases de Schmidt para o vetor |¥). O ndmero de coeficientes de Schmidt
necessarios para descrever um estado puro, chamado nidmero de Schmidt, é
uma forma de quantificar o emaranhamentﬂ[?] presente no estado puro |¥).
Claramente, um estado puro é fatordvel se, e somente se, seu nimero de Schmidt
é 1. Por outro lado, o nimero de Schmidt de qualquer vetor de W estd limitado
superiormente por m, a dimensao da menor parte. Genericamente, a menos de
escolhas de fases, a decomposicao de Schmidt é unica. As excegbes, que

9Matematicamente também sio usados os termos decomponivel em lugar de fatorado, e
nao-decomponivel em lugar de emaranhado. Embora matematicamente precisos, ndo usaremos
tais termos aqui.

10Uma forma um pouco grosseira, pois semi-continua inferiormente. Critérios gerais para
quantificadores de emaranhamento serdo apresentados e discutidos na subseccao m
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aparecem quando hé igualdade entre dois ou mais coeficientes de Schmidt, séo,
porém, casos de particular importancia (e.g.: o estado de Einstein-Podolski-
Rosen-Bohm (EPRB)[8| [9], que serd discutido mais adiante).

Como discutido, operagoes locais devem ser desimportantes no que se refere
a emaranhamento. Operacoes locais podem levar qualquer base de Schmidt em
outra base ortonormal. Assim, as propriedades de emaranhamento para um
estado puro de um sistema bipartite estao inteiramente contidas no conjunto
dos seus coeficientes de Schmidt (chamado espectro de Schmidt). Uma ordem
parcial pode ser definida no conjunto dos vetores unitdrios de W, levando em
conta seus espectros de Schmidt. Para isso, vamos ordenar os coeficientes de
Schmidt em ordem decrescente, e definir:

\Iljtbc)i/\f (\I/)zzr:/\f (®),Vr. (1.2)
k=1

k=1

Se ¥ < @, entdo | V) é menos emaranhado que |®), no sentido que LOCC podem
levar |®) a |¥). Em particular, estados fatordveis sdo menos emaranhados (se-
gundo esta relagdo de ordem) que quaisquer outros estados. E importante frisar
que existem estados nao comparaveis, como por exemplo aqueles que possuem

os seguintes espectros de Schmidt: {%, %} e {@, ﬁ, ﬁ}

Dois Qubits: um pouco de histéria

O menor espaco vetorial que admite estrutura nao-trivial de produto tensorial
tem dimensdo 4: C* = C2®C2. Por influéncia da Teoria de Informacdo, tornou-
se usual designar um sistema quantico cujo espago de estados é bidimensional
por qubit, corruptela de quantum bit, ou seja, o andlogo quantico de um regis-
trador binario, a unidade bésica de informacao usualmente considerada. Para
mais detalhes, ver, por exemplo, a ref. [5]. Vamos adotar a notagdo usual para
qubits, onde o espago de estados é gerado por {|0),|1)}. Assim, a base produto
para o espago de dois qubits é dada por {|00),|01),]10),|11)}.

Mesmo com um espago de estados razoavelmente simples, o emaranhamento
ja se mostra importante neste sistema. Uma simplificagdo do estado utilizado
por Einstein, Podolski e Rosen em seu famoso trabalho de 1935[8] foi discutido
por Bohm em seu livro de mecénica quénticald]. Na notagao de qubits, este
estado é dado por

1
[EPRB) = —{]01) - [10)}. (1.3)

Com relagdo & ordem parcial este estado é mazimamente emaranhado.
Como o nimero de Schmidt para este sistema nao pode ser superior a 2, segue
que a ordem parcial é completa neste exemplo, i.e.: dados dois estados | )
e |®), ou U < ®, ou & <X U, e se as duas condigbes sao verdadeiras, ambos tém
o0 mesmo espectro de Schmidt e portanto podem ser levados um ao outro por
operagoes locais (unitérias, nesse caso).

Desde os primeiros tempos da teoria quantica, véarios fisicos importantes
(Einstein, Schrodinger e de Broglie, para citar poucos) acreditavam que o cardter
probabilistico intrinseco da teoria deveria apenas refletir a nossa falta de conhe-
cimento sobre a real situacao. Deveria haver outra descricao mais profunda da
situagao fisica, e esta deveria ser deterministica, como a relacao entre a mecanica
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cléssica, deterministica, e a mecanica estatistica, naturalmente probabilistica,
mas onde as probabilidades surgem como efeito da impossibilidade (pratica e
mesmo tedrica, mesmo nao havendo nada como relagdes de incerteza) de se
descrever com precisao arbitraria todos os graus de liberdade de um sistema
macroscopico.

Logo nos primeiros tempos, von Neumann apresentou uma demonstracao
da impossibilidade de se complementar a descricao de um estado quantico com
as chamadas varidveis escondidas (em inglés, hidden variables)[10]. Mas em
1952, Bohm apresentou uma maneira bastante natural de incluir varidveis es-
condidaﬂ na descrigao de sistemas quanticos que possuem analogo classico[IT].
Mais uma década se passou até Bell apontar uma hipdtese tacita da demons-
tragdo de von Neumann, que invalida sua conclusao[12].

O mesmo John Bell inaugurou outro caminho[I3]. Ao invés de procurar
contradi¢gbes com outros aspectos tedricos, Bell buscou estabelecer condigoes
que deveriam ser satisfeitas pela estatistica de resultados, para que estes pudes-
sem ser explicados por uma teoria de varidveis “escondidas” que obedecessem
condigoes que ficaram conhecidas como realismo local. Surgem entdo as desi-
gualdades de Bell, que ao longo dos anos ganharam vdrias versoes (e.g.: ref.
[14]). H4 toda uma linha de pesquisa relacionada a definir quais tipos de teorias
de varidveis escondidas sao excluidas por cada tipo de resultado experimental,
mas nao pretendemos prosseguir por esse tema.

Dois Qubits: um pouco de geometria

Vamos adotar um ponto de vista um pouco mais geométrico neste trecho, mas
vamos evitar o jargao técnico, em beneficio do leitor. A referéncia béasica é o
artigo de Brody e Hughstone[15], que faz um apanhado da chamada Mecdnica
Quantica Geométric

Conforme discutido em [I.1.2] devemos trabalhar na projetivizagao do espago
de estados, visto que s6 consideramos estados normalizados e fases globais sao
irrelevantes. Para um qubit devemos trabalhar na projetivizacio de C2, usu-
almente denotado P'. Esta variedade tem dimensdo complexa 1 e é homeo-
momorfa & superficie esférica de dimensdo real 2, S2. E fAcil enxergar isto se
usamos a seguinte parametrizacao para os estados puros de um qubit

[4(0,6)) = cos £ 0) + e sent, 1), (1.4)

e em mecanica quantica é comum chamar esta esfera de estados puros de esfera
de Bloch. J4 para o espaco de dois qubits, temos o vetorial C#, com projetivo P3,
uma variedade de dimensao complexa 3, que corresponde a dimensao real 6. Os
estados fatoraveis de dois qubits estao em correspondéncia biunivoca com pares
de estados de um qubit, portanto a variedade de estados fatordaveis corresponde
a um produto cartesiano P! x P! C P3. De fato, a construcdo de produtos
cartesianos de projetivos e a sua imersao em projetivos de dimensao maior é um

11John Bell, um admirador do trabalho de David Bohm, sempre se opds & denominacio
varidveis escondidas, pois sdo justamente elas que se manifestam experimentalmente a cada
teste (segundo esta interpreta¢do ndo-candnica da mecénica quantica).

12Nio se deve confundir Mecdnica Qudntica Geométrica (Geometric Quantum Mecha-
nics) com Quantizagdo Geométrica (Geometric Quantization). Enquanto a primeira parte
do espago de estados usual da mecanica quantica, a segunda inicia pelo espaco de fase da
mecanica cldssica, com sua estrutura simplética.
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resultado cldssico da geometria algébrica, conhecido como Produto de Serre[10,
17). Os estados fatordveis constituem uma subvariedade de dimenséo complexa
2, e portanto co-dimensao 1, no conjunto de todos os estados puros. Uma
conseqiiéncia disso € que, com respeito a qualquer medida regular, o conjunto
de estados fatordaveis tem medida nula e fatorabilidade é uma propriedade rara
em estados puros de sistemas bipartites. Dito de outra forma, se escolhermos
ao acaso um estado puro de dois qubits, este estado serd emaranhado com
probabilidad 1! E hora entdo de tentarmos quantificar o emaranhamento de
sistemas bipartites, em especial de dois qubits.

Medidas entrépicas de emaranhamento

Desde o século XIX é comum buscar-se entropias para quantificar a desordem
de um sistema. Como serd discutido mais adiante, uma das maneiras do emara-
nhamento se manifestar é em termos da desordem das partes. No contexto de
estados puros, vamos apenas definir uma medida (no sentido de quantificacao)
entrépica de emaranhamento a partir do espectro de Schmidt {)\;} do estado
|¥). Como j4 vimos na defini¢ao do ordenamento (L.2)), sao os quadrados desses
coeficientes que sao considerados. De fato, como sao nimeros positivos e de
soma 1, podemos dar uma interpretagao probabilistica a estes niimeros. Vamos
usar entao como medida entrépica

E(T)=—) Mlog, \}. (1.5)

Essa expressao é essencialmente a entropia de Boltzmann para a distribuigao
de probabilidades { /\?}, com a unica diferenga do logaritmo ser calculado na
base 2. Essa escolha pode ser vista de duas formasiﬂ ou como influéncia da
teoria da informacao, onde todos os logaritmos sao calculados nesta base; ou
por efeito de normalizagdo, visto que o estado |[EPRB) tem E (EPRB) = 1.
De fato, a definigao termodinamica de entropia dé a esta a dimensao de energia.
Boltzmann, em sua derivagao estatistica, usou a constante que hoje tem seu
nome para fazer a ligacao entre os dois conceitos. Nas teorias de informagao e
de probabilidades, porém, é mais natural considerar entropias como grandezas
adimensionais. A defini¢ao aqui d4 ao estado de Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm
uma unidade de emaranhamento, e muitas vezes esta unidade é definida como
um ebit, do inglés entanglement bit.

Quantificagoes de emaranhamento sao desejadas por dois principais motivos:
primeiro para responder a questao se um estado tem mais emaranhamento que
outro; segundo porque as aplicagoes praticas do emaranhamento véem essa gran-
deza como um recurso (do inglés, resource) a ser utilizado, onde cada aplicagao
precisaria de uma determinada quantidade deste recursoEl Para essa segunda
motivagao, pode ser mais interessante definir outras maneiras de quantificar,
mais diretamente ligadas a aplicagdo que se queira dar ao emaranhamento. J&

130 leitor deve lembrar que probabilidade zero néo significa que um evento seja impossivel.
Um exemplo é a probabilidade de obter um dado ntimero real em um sorteio honesto no
intervalo [0, 1].

14Com essa escolha, e a interpretacdo da teoria da informacdo, esta é a chamada entropia
de Shannon. Para uma excelente introdugéo a este aspecto da entropia, veja ref. [5, cap. 11].

15Vale pensar na analogia com o combustivel de um automével, onde para cada viagem
precisa-se de uma quantidade definida de combustivel.
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para a questdao do ordenamento, temos uma situagao delicada. Como vimos, o
conceito mais natural de ordem, que leva em conta todo o espectro de Schmidt,
leva a um ordenamento parcial, com estados que nao podem ser comparados.
Essa medida entrépica vai associar a cada estado um nimero, implicando as-
sim um ordenamento total. De certa forma, tornamos comparavel o que era
originalmente incomparavel, o que traz sempre riscos. Voltaremos ao tema de
medidas entrépicas quando discutirmos os chamados estados mistos.

Sistemas com mais Dimensoes

Enquanto trabalhamos com estados puros de sistemas bipartites, a decom-
posicao de Schmidt nos diz que, efetivamente, s6 precisamos considerar dois
espacos de mesma dimensao. Em termos geométricos, temos novamente um
produto de Serre. Se cada parte for um espago vetorial de dimensdao m + 1,
os estados fatoraveis corresponderao a P x P™ C Pm2+2m, que mostra que a
co-dimensao da variedade dos estados fatordveis cresce como m?; ou seja, para
dimensoes maiores, fatorabilidade (de estados puros) é ainda mais rara que para
dois qubits.

Para m > 2, a ordem apresentada na expressao é parcial. Porém, sem-
pre que tivermos dimensao finita, existe o conceito de “(a classe de equivaléncia
do) estado mais emaranhado” para aquele espago. Este é dado por

m

1 . .
|¥) = mil ; li)a®li)p,

(1.6)

j& escrito em sua decomposicao de Schmidt, que apresenta o maior nimero
possivel de termos, e todos com o mesmo coeﬁcent@

Um caso particular interessante é para m = 3, caso em que podemos consi-
derar que Ana e Bernardo compartilham dois pares de qubitﬂ O estado com
maximo de emaranhamento é

T :%{|0AOB>+|1A13>+|2A23>+|3A3B>}7 (1.7)

e pela quantificagao (1.5 possui 2 ebits de emaranhamento. De fato, o estado
(1.7) corresponde a considerar cada um dos dois pares maximamente emara-
nhado, portanto dois pares, cada qual com 1 ebit. Mais explicitamente:

|0) = {\2 (10405) + |1AlB>)} ® {\2 (10405) + |1AlB>)} ; (1.8)

onde o produto tensorial explicitado é feito em cada parte. Este resultado
tem generalizacao imediata para os casos onde os espacos de estados de Ana e
Bernardo possuem dimensao 2™, e seu estado maximamente emaranhado possui
n ebits de emaranhamento.

16Vale comparar com probabilidades: para um espaco amostral finito, a distribuicio de
probabilidade que contém menos informacdo é aquela que dé probabilidades iguais a todos
os possiveis eventos.

17A nocao de compartilhar pares de qubits sempre significa que cada parte possui um
membro de cada par.
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1.2.2 Sistemas Multipartites

Para sistemas com mais que duas partes, o problema torna-se ainda mais deli-
cado. Uma primeira questao é que pode haver emaranhamento entre algumas
partes, deixando outras de lado. Por exemplo, para trés qubits, podemos ter
um par EPRB entre os dois primeiros, fatorado do terceiro. E claro que hé
emaranhamento em um tal estado, mas este nao é considerado um emaranha-
mento genuino de trés partes, visto que uma delas estd fatorada. Portanto, uma
primeira questao para um sistema de n partes é definir quando um estado tem
emaranhamento entre todas as partes. A outra, mais dificil, é caracterizar este
emaranhamento.

Nesta seccao vamos dar especial atencao ao caso de trés qubits, pois ele
representa um bom modelo de como a complexidade do problema cresce, e de
como a quantificagao se torna delicada. Ao final da secgao comentaremos alguns
resultados conhecidos para mais que trés qubits, bem como para sistemas de
dimensao maior.

Trés Qubits: Abordagem Geométrica

Para trés qubits, o espaco de estados é isomorfo a C®, com projetivo P7. Uma
subvariedade importante é a dos estados completamente fatorados, dada por
um produto de Serre de trés fatores: P' x P! x P! ¢ P7, que é uma subvarie-
dade de dimensao complexa 3, e codimensao 4. Temos ainda trés subvariedades
(mutuamente) homeomorfas que representam estados com uma parte fatorada
do outro par. Geometricamente elas sdo descritas por P3 x P! C P7, variedades
de dimensao complexa 4 e codimensao 3. Um interessante resultado é que a
interseccao de quaisquer duas dessas é a variedade dos estados completamente
fatorados. Por fim, qualquer estado que nao faz parte de nenhuma das sub-
variedades ja descritas apresenta emaranhamento genuino entre as trés partes.
Novamente, o conjunto dos estados emaranhandos é um aberto denso do con-
junto de todos os estados puros, mostrando que o emaranhamento genuino é
uma propriedade genérica dos estados puros de trés qubits. Esse resultado se
generaliza para sistemas multipartite quaisquer.

Um resultado recente e interessante[I8] é que, para trés qubits em um estado
puro genérico, basta conhecer os resultados de testes envolvendo pares de qubits
para conhecer unicamente o estado do sistema. Na secgao[L.3|poderemos discutir
este resultado com mais detalhes, usando o conceito de estado misto e na [1.4
apresentar uma “receita” pratica para realizar esta tarefa.

Trés Qubits: Estados W e GHZ

Um resultado importante, talvez nao-intuitivo, e que mostra a riqueza e com-
plexidade do conceito de emaranhamento multipartite foi apresentado por Diir,
Vidal e Cirac[I9]. Neste trabalho, os autores mostram que, para trés qubits,
existem dois estados puros totalmente distintos, no sentido que nenhum deles
pode ser levado ao outro por LOCC. De fato, ambos sao maximamente emara-
nhados, no sentido de emaranhamento genuino de trés partes, mas com aspectos
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muito diferentes de emaranhamento. Exemplos destes estados sao dados por

GHZ) = %{|ooo>+|111>}, (1.9)
Wy = %{|001>+|010>+\100>}7 (1.10)

onde o primeiro é uma generalizacdo do estado | EPRB) para trés particu-
las, e ja era utilizado nas discussoes entre realismo local e mecénica quantica[20].
Uma caracteristica importante do estado |GHZ) é que se um dos qubits for
medido, os outros dois tém seus estados determinados. Por outro lado, se um
qubit for perdido, o estado do par restante nao apresenta emaranhamento. Jé o
estado |W) é um caso particular de um exemplo, apresentado na ref. [2I]. Uma
caracteristica importante desse estado é ele “maximizar o emaranhamento de
pares”, em um sentido que ainda serd feito preciso em [1.3.5

Uma conseqiiéncia imediata desse resultado é que nao se deve buscar uma
maneira Unica de quantificar o emaranhamento genuino tripartite. Hd mais de
uma forma de emaranhamento genuino tripartite! Ha alguma discussao sobre
a existéncia de hierarquia entre os dois tipos de emaranhamento[33], mas nao
abordaremos este topico.

Voltando a descrigao geométrica, as operagoes unitarias locais fazem com
que os estados |GHZ) e |W) sejam representantes de subvariedades de dimensao
complexa 3, com interseccao vazia entre elas.

Mais Qubits

Do ponto de vista geométrico, quanto mais partes forem incluidas, mais raro sera
um estado puro totalmente fatorado, e maior serd a rede de possibilidades de
emaranhamentos de algumas partes. Para quatro qubits, por exemplo, além de
fatoragao total e de emaranhamento genuino, podemos ter um trio emaranhado
e fatorado do qubit restante, bem como um ou dois pares emaranhados, mas
fatorados do restante. Nao vamos escrever tudo isso como produtos de Serre,
mas isso poderia ser feito sem dificuldade.

Um recente resultado[22] mostra que, quando se tratam de quatro qubits,
sao possiveis nove familias distintas de “emaranhamento” para estados puros.
As aspas se devem ao fato que as classes construidas por esses autores incluem
casos de emaranhamento nao-genuino.

Sistemas com mais Dimensoes

Os diversos aspectos discutidos para mais qubits também se generalizam para
sistemas de mais dimensoes. Nao vamos dar muita atencao a estes sistemas
aqui. Novamente, quanto mais dimensoes, mais “espago” esta disponivel para
o emaranhamento. Apenas como um exemplo, para trés quirits (sistemas com
espagos de estado de dimensao complexa 3), teremos um espago de estados de
dimensdo 33 = 27, com projetivo P?6. Os estados completamente fatorados
formam uma subvariedade homeomorfa a P2 x P? x P2, de dimensao complexa
6, enquanto estados com emaranhamento bipartite, fatorados da outra parte,
formam subvariedades homeomorfas a P® x P2, de dimensdo complexa 10, e por-
tanto codimensao 16. Todos os demais estados apresentam (alguma forma de)
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emaranhamento genuino. Nao ha, para conhecimento deste autor, uma classi-
ficacdo dos diferentes emaranhamentos genuinos para este ou outros sistemas
mais “complicados”.

1.3 Emaranhamento de Estados Mistos

Como dito anteriormente, o problema do emaranhamento se torna ainda mais
rico para estados mistos. Uma nova definigdo de emaranhamento se faz ne-
cessaria, visto que correlacoes implicam nao-fatorabilidade, mas correlagoes sao
parte essencial também da fisica classica. O emaranhamento é entao definido
como uma correlagdo nao-classica, ou, em certo sentido, uma correlagao “mais
forte” que a classica. Para prosseguir nesta discussao serd necessario definir os
estados mistos, ou misturas estatisticas. E o que fazemos na subseccdo m
Em seguida, na subseccao poderemos definir estados separdveis (estados
quanticos cujas correlagoes podem ser descritas classicamente) , e em oposigao
a estes, os estados emaranhados, retomando o problema da quantificacao do
emaranhamento, mas agora no contexto mais geral de estados mistos. Exemplos
importantes de quantificagoes sao apresentados na[l.3.3] Naturalmente é no caso
mais simples de sistemas bipartites que mais resultados sdo conhecidos. Vamos
discutir alguns deles na subsecc¢ao [[.3:4 A secgao se encerra com mais alguns
resultados sobre sistemas multipartites.

1.3.1 Estados Mistos
Estados Mistos via Projetores

Estados puros descrevem o melhor conhecimento que se pode ter de um sistema
quantico. Na secgao[L.1] estados puros foram tratados como vetores do espago de
estados, onde a multiplicagao por um escalar nao-nulo nao apresentava qualquer
efeito sensivel pelos testes. Essa foi a justificativa para passarmos ao projetivo
P"~! em vez de permanecermos no vetorial C". A mesma justificativa pode ser
usada para dizermos que o que caracteriza o estado puro néo é o vetor |¢), e sim
o subespaco vetorial que ele gera. Assim, ao invés do vetor [¢)), podemos usar
o projetor |¢) (| para descrever um estado puro. Uma grande vantagem é que
o tratamento por projetores nos permite tratar também dos estados nao-puros,
ou seja, estados sobre os quais nao possuimos o conhecimento mais completo
possivel.

Uma maneira de descrever estados mistos é simplesmente considerar uma
mistura estatistica de estados puros. Ou seja, o sistema quantico que se quer
descrever pode ser representado por algum estado puro |1);) (1;|, com respectivas
probabilidadeﬂ p;. Neste caso, o estado do sistema deve ser considerado como
a combinagdo convexa dos operadores |1;) (1|, dada pelas probabilidades p;:

p= Zpi i) (i - (1.11)

O operador p é chamado operador estatistico, ou operador densidade. A es-
tatistica dos resultados de qualquer teste quantico realizado estd descrita pelo

180u seja, os nimeros p; sdo nio negativos e Spi=1.
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operador p. Por exemplo, o valor esperado de um teste descrito pelo operador
A sera dado por
(A) = TrpA. (1.12)

Como os testes sao nossa fonte tnica de informacg@o sobre o estado de um sis-
tema, o operador estatistico representa a descricao mais completa que se pode
dar para um estado. Isso inclui, como caso particular, os estados puros, carac-
terizados por ter p; = 1, caso Unico em que p é um projetor.

Um fato importante é que, se o estado do sistema nao for puro, a decom-
posicao apresentada no lado direito da equacgao nao € unica. Ou seja,
um mesmo operador estatistico pode ser descrito de diversas formas como um
ensemble de estados puros. A menos que tenhamos alguma informagao adici-
onal sobre a preparacgao do estado, nao ha maneira fisica de discriminar entre
essas possibilidades. Segredos podem ser escondidos em diversas formas de pre-
paragao que levem a um mesmo estado. Os primeiros protocolos de criptografia
quantica se utilizam disso[23].

Como os operadores estatisticos foram definidos aqui como combinagoes con-
vexas de projetores, segue imediatamente que tais operadores sao hermitianos,
positivos semi-definidos (no sentido que (¥| p|¢)) > 0 para todo [¢)) e de trago
1. Estes sao os objetos que queremos estudar agora.

Estados como Funcionais Lineares

Um outro referencial teérico pode ser adotado para descrever os estados da
mecanica quantica. Faremos aqui uma apresentagao superficial por se tratar de
uma maneira complementar de pensar os estados. Para mais detalhes, o leitor
pode consultar a ref. [24].

Neste contexto, os primeiros objetos a serem definidos sao os observdveis.
Tais objetos formam uma dlgebra, no sentido matematico da palavra, .e.: um
espaco vetorial dotado de uma estrutura adicional de uma multiplica¢ao bilinear,
associativa e com unidade. Denotaremos esta algebra por A. O corpo sobre o
qual se trabalha em mecéanica quantica é o corpo complexo, C, e vamos definir
uma conjugagdo em A. A conjugacdo é um mapa * : A — A tal que:

1. (ab)* = b*a*,

2. (a+b)" =a*+b*,
3. (ca)" =«
4. a** = a,

para todo a,b € A e a € C, e o* denota o complexo conjugado (usual) de «.
Uma algebra dotada de uma conjugacgao é chamada uma digebra *.

A estrutura de espaco vetorial, por si s6, ndo permite que conceitos to-
poldgicos como continuidade e convergéncia sejam adotados. Para isso é preciso
ter estruturas adicionais, como, por exemplo, uma norma. Com a norma vem o
conceito de distancia, e podemos adotar a topologia métrica. Um espago vetorial
com norma, com a propriedade que toda seqiiéncia de Cauchy é convergent
é chamado um espaco de Banach. De uma maneira relaxada, podemos dizer

19Espacos topolégicos tais que toda seqiiéncia de Cauchy é convergente sdo chamados com-
pletos.
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que espacos de Banach sao os espagos vetoriais onde faz sentido o conceito de
vizinhanca, e ainda, onde se tomamos elementos que se tornam arbitrariamente
préximos, temos uma seqiiéncia convergente (para um elemento do espago).

Uma dlgebra Cx é ao mesmo tempo uma algebra * e um espago de Banach,
com as seguintes relagoes de compatibilidade entre a parte algébrica e a parte
topoldgica:

L. [lab]| < [[al| [[bl],

2. ||la*]] = [al],
3. |laa®(| = [lal| [la*[],
41 =1,
onde 1 é a unidade de A e ||-|| é a notagao usual para norma. Estas proprie-

dades sao importantes para garantir que a multiplicagao e a conjugacao sejam
continuas.

Como a dlgebra Cx dos observaveis é naturalmente um espago vetorial, po-
demos definir funcionais lineares A — C. Um funcional f é dito positivo se,
e somente se, f(aa*) > 0 para todo a € A. Um estado é definido como um
funcional positivo sobre a dlgebra dos observédveis tal que f (1) = 1. Com essa
definicao, f (a) é dito o valor esperado do observével a no estado f.

Embora reconhecidamente mais abstrata que a definicao de estados traba-
lhada anteriormente, esta agora apresentada tem o mérito de apresentar os
conceitos em uma ordem bastante peculiar e natural: primeiro vém os ob-
servaveis, e estados sao maneiras de relacionar os observaveis com os valores
esperados quando medicoes sao realizadas. Deve-se notar que é também as-
sim que se trabalha, de maneira mais rigorosa, em mecanica estatistica: 0s
observaveis sao fungoes sobre o espaco de fase, e os estados sao funcionais sobre
os observaveis, que podem ser relacionados a medidas de probabilidade sobre o
espaco de fase. Neste sentido, a “Unica” diferenca entre mecanica estatistica e
mecanica quantica estd em suas dlgebras de observaveis: enquanto na primeira
tem-se uma algebra comutativa sobre os reais, na segunda temos uma algebra
Cx nao-comutativa sobre os complexos.

A ligacao entre as duas defini¢bes apresentadas segue da constatagao que,
se os observaveis forem dados por matrizes n X n, entao cada matriz n X n, p,
positiva (semi-definida), define um estado dado por a — Tr(pa), que deve ser
comparada a eq. .

Com essa nova definigao, segue que combinagdes convexas de estados também
sao estados, e portanto o conjunto dos estados é um conjunto convexo. Os pontos
ertremais deste conjunto, aqueles que nao podem ser escritos como combinagao
convexa de outros elementos, sao os estados puros, e esta caracterizagao coincide
com a nocao anteriormente apresentada de estados puros.

Emaranhamento e Estados Reduzidos

Uma questao natural para um sistema de muitas partes é definir o estado de uma,
parte. Ou seja, descrever o resultado de todos os possiveis testes locais realizados
sobre uma das partes. Vamos tratar desta questao usando sistemas bipartites,
mas neste caso sem perder generalidade, pois sempre podemos considerar a
parte que nos interessa como uma parte e todas as demais como a outra. Neste
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contexto, denotaremos a parte de nosso interesse por S (de sistema) e a outra
parte por E (de em‘orno@.

Supondo que o sistema global seja descrito por um estado puro, a decom-
posicao de Schmidt pode ser adotada para escrevermos

) = 3" Al ©lei) - (113

O projetor |¥) (¥| pode também ser usado para descrever este estado. Testes
locais serao dados por operadores da forma A = Ag ® 1. O valor esperado
destes testes sera dado por

(4 = Tr|‘1’>(‘1/|A=(‘I’\AI\I’>=Z>\?<%|A5|M>

Tr { (Z |hi) A7 <¢z|> AS} ; (1.14)

assim, o estado reduzido serd descrito pelo operador

ps = Y |wi) X7 (il (1.15)

7

que estd relacionado com p = |¥) (¥| pela operagdo chamada trago parcial
(no subsistema E), que leva operadores sobre Eg ® Eg em operadores sobre
Es. O operador pg contém toda a informagao local do sistema .S, e nenhuma
informacao sobre suas correlacdes com as demais partes do sistema composto.

E importante notar a importancia do espectro de Schmidt na eq. . (@)
espectro do operador pg é {)\f} Deve-se notar entao que, para um sistema
bipartite com estado global purﬂ os dois estados locais possuem espectros
idénticos, e esses espectros refletem diretamente o emaranhamento entre as par-
tes. Portanto, se temos um estado global puro, a informagao sobre o emara-
nhamento estd disponivel nas partes, e quanto mais emaranhados estiverem os
subsistemas, mais misturados serao seus estados reduzidos, num sentido que
seréd feito preciso mais adiante.

Como a operagao do traco parcial é linear, o argumento acima, que empregou
a decomposicao de Schmidt, pode imediatamente ser generalizado para estados
mistos, com o trago parcial sendo o caminho para passar do estado do sistema
global para o estado (parcial) de cada subsistema. E importante notar que, para
estados mistos, o conhecimento dos estados parciais nao determina o estado glo-
bal. Agora podemos tornar um pouco mais preciso o interessante resultado de
Linden, Popescu e Wootters[Ig], j& apresentado na m para trés qubits em
estado puro |¥), a menos de um conjunto de medida nula, o conhecimento dos
operadores reduzidos pag, pac e ppc é suficiente para determinar |U). E claro
que este resultado depende da hipdtese de estado global puro. Também é im-
portante enfatizar que nao seria suficiente, por exemplo, conhecer apenas os
estados individuais p4, pp e pc; ou seja, é necessario também ter informagao
sobre as correlagoes, e para este caso, as correlacoes de pares sao suficientes.

20Do inglés, environment.
21E fundamental a hipétese de estado global puro, e essa hipétese ndo pode ser testada
localmente.
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Diési mostral25] ainda que, genericamente, dois pares sdo suficientes neste pro-
blema. Linden e Wootters discutem no caso mais geral, quanta informacao sobre
a partes é suficiente para determinar um estado global (puro)[26]. Voltaremos
a esse tema mais adiante.

Ordenamento de Estados Mistos e Medidas Entrépicas

Uma vez que o conceito geral de estado traz consigo a idéia de mistura es-
tatistica de estados puros, torna-se natural querer comparar dois estados: qual
é “mais misturado”? Um fato que dificulta responder esta questdao é que para
qualquer estado néo-extremal (i.e.: estado ndo-puro) existem infinitas maneiras
equivalentes de escrevé-lo como combinagao convexa de extremaiﬁ

O conceito mais natural de ordenamento de estados (ver ref. [27]) deve, ao
lado da discussao anterior sobre estados reduzidos e decomposi¢do de Schmidt,
esclarecer a relagao de ordem apresentada em . Para introduzir este con-
ceito, primeiramente notamos que, se hd uma transformagao unitaria U tal que
P = UpUT, entdo p e p/ sdo “igualmente misturados”. Ou seja, mudam quais
os estados puros que sao utilizados para descrever um ou outro estado, mas
a forma como eles sdo misturados é idéntica. Temos portanto uma relagao de
equivaléncia e agora queremos definir uma relagao de ordem entre as classes de
equivaléncia (i.e.: no quociente).

Vamos definir a relagdo de ordem da seguinte maneira: p’ serd mais mis-
turado que p se existirem operadores unitarios Uy, e coeficientes pi > 0, com
Zk pr = 1, tais que se possa escrever

p = Z,u;cUkpUL. (1.16)
&

Para interpretar esta definigao vamos primeiro notar que, por construcao , todos
os estados s@o mais misturados que estados puros. Portanto, a definigao (|1.16)
diz que, dado um estado definido por seu operador densidade p, primeiro deve-
mos obter todos os estados equivalentes a p. Serao mais misturados que p todos
aqueles que podem ser obtidos como combinacao convexa dos diversos UpUT,
ou seja, todos os estados que podem ser descritos como misturas de estados tao
misturados quanto p.

Pela definicao , a relacao de ordem dos estados depende somente do
espectro de seu operador densidade (computadas as multiplicidades). Dois ope-
radores com mesmo espectro sao igualmente misturados, e uma vez colocados
em ordem decrescente os autovalores r; de p e r;- de o/, a relagdo de ordem
também se escreve como p’ é mais misturado que p se, e somente se,

k k
> <> iV, (1.17)
=0 =0

que deve ser comparada com a relacdo (1.2]), tendo em mente a ligacio entre
o estado parcial e a decomposicao de Schmidt de um estado global (bipartite)
puro.

22 Geometricamente podemos entender este resultado como por cada ponto interior de um
disco passam infinitas cordas.
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H& um resultado muito interessante que relaciona este ordenamento a funcoes
convemﬂ Se uma fungdo é definida usando séries de poténcias, ela pode ser
estendida a operadores. Para o caso de operadores diagonalizaveis, o operador
f (A) tem os mesmos autovetores que A, e os autovalores sao f (a;), com a; 08
autovalores de A. Temos entao o seguinte

Teorema 1 O estado p' é mais misturado que p se, e somente se, para toda
fungdao convexa k, Tr{k (p')} < Tr{k(p)}.

Uma demonstragao para esse resultado é dada em [27], 2.1.15].

Uma maneira natural de buscar quantificar desordem é o uso de entropias.
Uma das exigéncias naturais que sio feitas sobre entropias é a convexidadd®?]
O teorema aqui citado diz que um estado p’ é mais misturado que p se todas as
(boas) entropias que se possam utilizar concordem em dizer isto. Novamente, o
cerne da questao é o fato que o ordenamento aqui proposto nao é total. Existem
estados para os quais nao se pode dizer que um seja mais misturado que outros.
Novamente, um bom exemplo sao os estados dados por

1 3
2 1
(1.18)

N[
@
o=

0 :

Por sua vez, como uma entropia de um estado é um ntumero real, estd-se im-
pondo um ordenamento ao escolher uma entropia. A analogia mais natural é
com projegoes: ao escolher uma entropia estamos projetando um conjunto mul-
tidimensional sobre uma reta, e com isso perdemos vérios de seus detalhes. O
teorema (na sua parte somente se) diz que, no que concerne o ordenamento, se
conhecermos todas as possiveis projecoes, nao perdemos nenhum “detalhe”, ou
seja, conseguimos um espécie de reconstrugao tomografica do conjunto multidi-
mensional.

1.3.2 Sistemas Bipartites
Estados Separaveis

Ja descrevemos como estados mistos podem ser obtidos como misturas es-
tatisticas de estados puros, e como estados puros podem ser obtidos a partir
de testes quanticos. Vamos agora voltar a contexto de sistemas bipartites (Ana
e Bernardo) e nos perguntar: quais estados Ana e Bernardo podem preparar
usando testes locais e misturas estatisticas.

Se Ana e Bernardo procedem testes locais, um estado puro fatorado |«, §) é
preparado. Por operagoes unitdrias locais, qualquer estado puro fatorado pode
ser preparado a partir destes, ou seja, existem procedimentos especificos que
podem ser usados para que Ana e Bernardo obtenham qualquer estado puro
fatorado. Se dispusermos de algum sistema honesto de sorteios, podemos criar

23Uma funcgdo f : D — R é dita convexa se seu dominio D for um conjunto convexo e, para
z,y € DeXe0,1], valer f( Az + (1 —=XN)y) < Af(z)+ (1 —X)f(y). Para o caso de fungdes
diferencidveis, isso coincide com a segunda derivada ser ndo-negativa em todo D. Autores
diferentes usam sinais diferentes na defini¢ao de fungao convexa. Estamos adotando a mesma
definigdo da ref. [27].

24Novamente, cuidado deve ser tomado com a questdo do sinal na definicdo de funcdes
convexas.
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um protocolo onde os estados |, 8;) sejam preparados com probabilidades p;,
ou seja, qualquer estado que pode ser escrito na forma

PAB = sz' i, Bi) (i, Bil (1.19)

com p; > 0 e Y .p; = 1, pode ser criado por Ana e Bernardo apenas com
operagoes locais e comunicagao clzissica@ Os estados assim preparados, em
geral, exibem correlagdes, ou seja, os resultados de testes locais realizados por
Ana estarao correlacionados a resultados de testes locais realizados por Bernado.
Mas essa correlacao é classica. Por isso, Werner classificou estes estados como
classicamente correlacionados[28], mais uma vez no contexto de discutir quando
resultados podem ser descritos por teorias de variaveis escondidas locais. Com
o tempo, o adjetivo que se tornou mais usual para estes estados é separdvel, no
sentido que podem ser obtidos agindo separadamente nas partes.

A pergunta natural entéo é: existem estados que nao possam ser preparados
desta forma por Ana e Bernardo? Ou seja, existem estados que ndo podem ser
escritos na forma ? A resposta, naturalmente, é sim. Como ja vimos, es-
tados puros nao podem ser obtidos como combinacao convexa de outros estados
puros (ou seja, eles sdo pontos extremais do conjunto de estados), e, como sa-
bemos que existem estados puros nao-fatoraveis, estes sao exemplos de estados
nao-separdveis. O outro nome natural para estados nao-separaveis é estados
emaranhados. Dessa forma definimos emaranhamento para estados mistos.

Critérios para Separabilidade

Agora que ja sabemos o que significa um estado misto ser emaranhado, a per-
gunta seguinte é como saber se um estado é separavel ou emaranhado? A de-
finicdo dada pela férmula pode ser comparada & definicdo “por épsilons
e deltas” para convergéncia de séries. E uma definicao precisa, 1til em varias
demonstracoes, mas muito pouco pratica para ser aplicada em exemplos. E
0 que se costumou chamar de um critério nao-operacional. Queremos entao
critérios operacionais de separabilidade, ou seja, uma receita tal que, dado um
estado p, a aplicagao de alguns procedimentos permita uma resposta: separdvel,
ou emaranhado, ou ainda, o que acontece para varios critérios: mao decidido.
Novamente, a comparacao natural é com ferramentas como o teste da razdo ou
o teste da raiz para seqiiéncias numéricas.

Uma estratégia bastante comum para obter tais critérios é demonstrar que,
se p é separavel, entdo possui uma certa propriedade. Assim, estados que vio-
lem esta propriedade serao emaranhados. Demonstragoes assim levam a teste
inconclusivos, no sentido que, se a dita propriedade for verificada, nao sabemos
(em geral) se o estado é ou nao separdvel. Vamos apresentar dois interessantes
exemplos de testes como esses: um que usa a chamada transposicdo parcial e
outro que usa o conceito de majoracao, comparando se os estados locais sao
mais ou menos misturados que o estado global.

Critério de Peres Vamos apresentar um importante critério, criado por
Asher Peres[29]. Este é um critério operacional que testa uma propriedade

25 A comunicacdo cléssica é necessiria pois tanto Ana quanto Bernardo precisam ser comu-
nicados sobre o resultado do sorteio.
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necessaria para um estado ser separavel. No trabalho original, Peres conjectura
a suficiéncia desta condigdo, mas M., P. e R. Horodecki[3(] demonstram que
somente em dimensoes muito baixas este critério é suficiente.

Tal critério parte da seguinte observacao: se p representa um estado fisico,
entao sua complexa comjugadaF_g]7 p*, também representa um estado fisicﬂ Em
particular, como todo operador densidade é positivo (semi-definido), também a
transposta de um operador densidade serd um operador positivo.

Peres usa entao a operacao chamada transposicao parcial: se

pP= Z Pmp,nv |mvﬂ> (n, V| s (1'20)

m,n,p,v

sua transposta parcial (com relagdo ao segundo fator) é, por defini¢do,

Pt2 = Z Pmp,nv ‘m, V> <n7M| , (1-21)

m,n,u,v

ou seja, faz-se a transposi¢ao apenas do segundo fator do produto tensorial (os
indices gregos). A transposicao parcial é uma operagao linear no espago (real)
dos operadores hermitianos. Considere agora um estado separavel para um
sistema bipartite. Entao esse estado pode ser escrito como

PAB = ZpipAi ® pBi, (1.22)

K2

e sua transposta parcial serd dada por
pis =Y Pipai ® phi- (1.23)
i

Como p},; sdo operadores que também podem representar estados, a expressao
de pij é a de um operador positivo. Ou seja, Peres demonstrou que, se um
operador densidade é separavel, entao sua transposta parcia@é positiva. Segue
entao o

Critério 1 (Peres) Se a transposta parcial de p ndao for positiva, p € nao-
separduvel.

Na ref. [30], os autores mostram que a propriedade essencial de que Peres
se utilizou é que a transposicao é um mapa positivo que nao € completamente
positivo. Nesse contexto, a palavra mapa é utilizada para designar um operador
que age no espacgo dos operadores. Ou seja, se A : C* — C", entdo MA
também é um operador. Um mapa M é dito positivo quando leva operadores
positivos em operadores positivos. A primeira parte do argumento que leva ao
critério de Peres é para mostrar que a transposicdo 7 é um mapa positivo.

26 A qui est4 se fazendo apenas a conjugacio complexa, e ndo a conjugacio hermitiana. Como
p é uma matriz hermitiana, p* = pt.

27g importante notar que a transposicdo é uma operacao que depende da escolha de base
que se faz. Depende, principalmente, das fases que sdo escolhidas para os vetores da base,
assim, o mais adequado seria dizer conjuga¢do com respeito a base..., mas isso ficard sempre
subentendido.

28Com respeito ao segundo fator, mas o resultado é andlogo para transposicdo no primeiro
fator.



20 CAPITULO 1. EMARANHAMENTO E SUA CARACTERIZACAO

A definigao de mapa completamente positivo (CP) é mais sutil. Todo opera-
dor A sobre V pode ser estendido ao produto tensorial V @ W, fazendo A ® 1.
Da mesma forma para mapas, onde o mapa 1 tem a interpretagdao usual da
identidade. Um mapa é dito completamente positivo quando é positivo e sua
extensdo a qualquer produto tensorial é também positiva. A transposigdo par-
cial é a extensao da transposigao, e a utilidade do critério de Peres vem do fato
de a transposicao nao ser CP.

O mesmo argumento que mostra que a transposicao parcial de um estado
separavel é um operador positivo mostra que todo mapa positivo, quando apli-
cado a estados separaveis, resulta em operadores positivos. Com argumentos de
analise funcional, os autores demonstram que, se p nao é separdvel, entao existe
um mapa positivo M tal que Mp nao é positivo. Com isso, obtém o

Critério 2 (Horodecki) Um estado p € separdvel se, e somente se, para qual-
quer mapa positivo M, Mp € positivo.

Com este critério, os Horodecki mostraram que o problema de classificar
mapas positivos que nao sao completamente positivos é muito importante para
a fisica e para a teoria de informacao quantica. Tal classificagao é conhecida[30]
apenas para mapas sobre operadores de CZ @ C? e de C? ® C? e diz que todos
os mapas positivos podem ser obtidos por mapas CP e a transposi¢gao parcial
T3 =1® 7. Com isso, o critério de Peres se mostra suficiente para esses casos.
Para dimensoes maiores sao conhecidos exemplos de estados nao-separaveis com
transposta parcial positiva. Diz-se que estes estados possuem emaranhamento
preso (do inglés bound entanglement), um conceito ao qual voltaremos mais
adiante (|1.3.3)).

Critério de Nielsen e Kempe Uma abordagem bastante diferente foi dada
por Nielsen e Kempe[3I]. A motivacio comega pela observagdo que, classica-
mente, se um sistema tem duas partes, a desordem do sistema global é maior que
a desordem de cada parte. Uma das formas usuais de quantificar a desordem de
um sistema é utilizando uma entropia, e a maneira quantitativa de expressar a
observagao anterior é que a entropia do sistema global nao pode ser menor que
a entropia de cada subsistema. Assim, escolhida uma entropia S (p), define-se
a entropia condicional por

S(A|B)=S(A,B) -5 (A), (1.24)

onde S (4, B) denota a entropia conjunta, ou seja, a entropia do sistema glo-
bal. A interpretagdo de S (A | B) é da entropia de A, uma vez que conhece-
mos B@ Quando se trabalha com probabilidades cldssicas, S (A | B) é sem-
pre positiva. Para estados fatoraveis, se uma entropia extensiva for usada,
S(A| B) = S(B), e portanto nao-negativa; pela convexidade de S, para um
estado separavel S (A | B) sera nao-negativa. Com isso, temos mais um critério
para separabilidade:

Critério 3 (entrépico) Se S(A | B) < 0, entdo pap € ndo-separdvel.

A importancia de nao se escolher previamente uma entropia é que cada entropia
escolhida dard resultados diferentes pelo critério entrépico. Este fato deve ser

29F; claro que S (B | A) pode ser definida e interpretada de maneira ansloga.
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comparado ao teorema [l o que deve tornar mais natural o critério de Nielsen e
Kempe que apresentamos a seguir.

O critério apresentado por Nielsen e Kempe faz uso da relacao de ordem da
eq. , e da observagao que, para estados separaveis, o estado global pap é
necessariamente mais misturado que os estados locais p4 e pp. Pode entao ser
escrito como

Critério 4 (Nielsen e Kempe) Se pa (ou pg) for mais misturado que pap,
entao pap € um estado nao-separdvel.

Vale citar que Nielsen e Kempe chamarﬂ a relacao de ser mais misturado que
de magjorar. Por este motivo, este critério é muitas vezes chamado de critério
de magjoragao.

Existem vérios outros critérios de separabilidade, mas que nao serao abor-
dados aqui.

Outro tépico interessante que nao serd abordado aqui sao as diversas entro-
pias que podem ser utilizadas. Para uma excelente introdugao aos aspectos de
teoria de informacao relacionados & entropia de Shannon, ver ref. [, cap. 11].
Para uma introducéo ao assunto, ver ref. [32].

1.3.3 Quantificacao do Emaranhamento

Uma vez que o emaranhamento pode ser visto como um recurso a ser utilizado
para manipular ou transmitir informagao (apresentando alguma vantagem sobre
os meios “cldssicos”), torna-se natural querer quantificar este recurso, ou seja,
dizer quanto desse recurso estd presente em um sistema fisico, ou ainda quanto
desse recurso estd disponivel para ser utilizado.

Embora esse desejo seja natural, e para vérias tarefas existam quantificado-
res deste recurso, o proprio fato destes quantificadores serem distintos mostra
que ainda nao se adquiriu o conhecimento suficiente para descrever o emaranha-
mento em tantos detalhes. O ponto de vista aqui apresentado é que a pergunta
a ser feita nao é “quanto de emaranhamento existe num dado estado?”, pois
esta pergunta traz tacitamente consigo a idéia de ordenamento total. Como vi-
mos, estados mistos nao sdo completamente ordenados (sec. e no tocante
a emaranhamento, nem mesmo estados puros, em casos mais gerais{ﬂ7 podem
ser completamente ordenados segundo seu emaranhamento (sec. .

Ainda assim, vérios resultados parciais interessantes foram obtidos, e varios
quantificadores com interpretagoes distintas foram apresentados. Vamos descre-
ver alguns destes. Nossa abordagem, nesta parte, estard proxima do artigo de
revisao de Bru[33]. Comegamos discutindo algumas caracteristicas gerais de-
sejaveis a quantificadores de emaranhamento (bipartite), para depois apresentar
alguns quantificadores conhecidos, mesmo quando ndo obedecem a todas essas
condicoes.

Condigoes Gerais para Quantificadores

Vamos listar agora sete condicoes que sao desejaveis para uma quantificagao de
emaranhamento, E. Note que, na verdade, as condigoes aqui feitas consideram

30Seguindo a tradigdo de alguns autores preocupados com o problema de ordenamento para
probabilidades. Ver referéncias em [31].
31Excluindo o caso de dois qubits.
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uma familia de quantificadores E (V ® W), mas vamos omitir este detalhe. Em
seguida discutimos o significado de cada uma delas.

1. Se p é separdvel, entdao E (p) = 0.

2. Normalizagao: O estado puro |¥) = %Z?;é |7,7) possui emaranha-
mento
E (|¥) (¥]) = logd. (1.25)

3. Nao-crescente por LOCC: Se M representa um mapa que pode ser imple-
mentado por operagoes locais e comunicagao classica, entao

E(Mp) < E(p). (1.26)

4. Continuidade: E deve ser uma funcdo continua de p.

5. Aditividade: Denotamos por p®” o estado de m cépias idénticas de um
estado p (i.e.: o produto tensorial de n cépias de p). Os quantificadores
FE devem obedecer:

E (p®") =nE (p). (1.27)

6. Subaditividade: Se Ana e Bernardo compartilham estados p e o sobre
sistemas independentes, podemos dizer que eles compartilham p ® o e os
quantificadores £ devem obeder:

E(p®o) < E(p)+ E(0). (1.28)

7. Convezidade: E deve ser uma fungao convexaE] no espago dos operadores,
i.e.:

EMp+(1—N o) <AE(p)+(1— N E(0). (1.29)

A condicéo [I] é a exigéncia natural que apenas estados nao-separaveis pos-
suam alguma quantidade de emaranhamento. A condi¢ao[2|é uma normalizagao
conveniente, que escolhe como “unidade de emaranhamento” o ebit, e define este
como a quantidade de emaranhamento presente em um par EPRB (ver subsec.
.A condic¢ao (3| é fundamental por tudo aquilo que discutimos sobre LOCC
na secgao A condicao [ é desejdvel, pois como usualmente acontece em
fisica, as grandezas nao podem ser conhecidas com precisao arbitraria. Visto de
outra forma, quer-se que operacoes infinitesimais gerem, ou destruam, quanti-
dade infinitesimais de emaranhamento. A condigao [5| pede apenas que n cépias
independentes de um estado p tenham n vezes a quantidade de emaranhamento
de cada cépia. A condigdo seguinte, [6] diz que, para estados diferentes, p e o,
a aditividade pode ser relaxada, podendo haver menos emaranhamento em ter
os dois estados do que em cada um deles, separadamente. A 1dtima condigao,
|Z|, é compativel com a nogao que combinagoes convexas sao mais misturadas, e
portanto menos emaranhadas, que seus estados extremais.

32Ver nota
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Emaranhamento de Formacao

O emaranhamento de formacdo faz uso de dois conceitos essenciais em sua
definigao: (i) todo estado pode ser escrito como combinagao convexa de estados
puros (eq. (L.11))); (ii) uma boa quantificacdo de emaranhamento para estados
puros (bipartites) é a entropia de von Neumanﬂ para os estados reduzidos,
dada pela expressao (L.5). O conceito (i) é um fato, ja o conceito (ii) é uma
escolha, que tem suas limitagGes, como j4 foi discutido.

Dado um estado pap, podemos decompd-lo como combinacao convexa de
estados puros:

PAB = Zui |W,) (T, (1.30)

em seguida calcular, usando a quantificacdo para estados puros escolhida, o
emaranhamento de cada estado puro, S (¥;), e tomar a combinacdo convexa
(dada pelos ;) destes resultados como a quantidade de emaranhamento para a

decomposigao :
E({pi, ¥i}) = ZMS (¥3). (1.31)

O ponto importante, e aqui enfatizado até na notagao, é que, se pap representa
um estado de mistura, a decomposicao ndo é unica. A bem da verdade,
existe uma infinidade delas. Assim, se nao temos qualquer informagao adicional
sobre o processo de preparagao do estado pap, devemos considerar todas as
possiveis decomposigéeﬂ O emaranhamento de formacgao é definido entao
€como o inﬁmoﬁ sobre todas essas possiveis decomposigoes:

Ey¢ (pap) = inf B ({p, ¥i}). (1.32)
Decomposicoes

O emaranhamento de formagao é um quantificador bastante razoavel para o
emaranhamento. Nao ¢ sabido ainda se ele obedece as condigoes[5]e[6] enquanto
todas as demais sao satisfeitas. Porém, por envolver um processo de extre-
mizagao sobre todas as possiveis decomposigoes de um estado (como combinagao
convexa de estados puros), torna-se um quantificador “ndo-operacional”, i.e.: de
dificil aplicacao. Uma interessante excegao é o caso de dois qubits, onde existe

um procedimento algoritmico para calcular o emaranhamento de formacao,
como serd discutido na subsecgao

Custo de Emaranhamento

“... fundamental measures of information arise as the answers to fundamental
questions about the physical resources required to solve some information pro-
cessing problem.” M.A. Nielsen e I.LL.. Chuang

33 A definigdo geral da entropia de von Neumann é S (p) = Tr{plogp}. No contexto de
teoria da informagao o logaritmo é calculado na base 2. Para estados reduzidos a partir de
um estado puro bipartite vale a férmula (1.5). Mais detalhes na ref. [5l cap. 11].

34Cada decomposicdo pode ser vista como um esquema de preparacio para o estado pap,
onde devemos ter estratégias para preparar os estados puros |¥;) e fazer sorteios com proba-
bilidades p; para cada resposta.

358e 0 espaco de estados em que trabalhamos tiver dimensio finita, como usualmente é o
caso em informagao quéntica, este infimo serd um minimo, e essas palavras podem ser trocadas
na definigao.
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Passamos agora a maneiras de quantificar o emaranhamento mais préximas
da teoria da informacao. O primeiro exemplo que vamos tratar é o custo de ema-
ranhamento, que pode ser resumido como quantos pares EPRB Ana e Bernardo
devem compartilhar para, através de LOCC, produzirem o estado pap? Vamos
agora ser mais cuidadosos e traduzir esta questao para o significado preciso do
custo de emaranhamento, E..

Um ponto importante, e que ndo apareceu na frase resumida acima, é que
trabalhamos aqui com o conceito assintdtico. Ou seja, nao queremos saber
quantos pares EPRB serao necessérios para produzir uma cépia do estado pap,
mas sim a razao entre o numero de pares EPRB e o nimero de cépias do
estado pap, quando estes nimeros se tornam arbitrariamente grandes. Assim,
a idéia é tomar uma grande quantidade, m, de pares EPRB, e obter uma grande
quantidade, n, de cépias de pap. Se for possivel, usando LOCC, passar de p%%
a p%’ﬁR p € vice-versa, teremos que estes estados tém a mesma “quantidade de
emaranhamento”, e usando a aditividade, concluimos que E (pap) = ebits.

Um inconveniente da discussao anterior é que precisariamos obter dois pro-
tocolos de LOCC, um que leva m pares EPRB em n cépias de pap, e outro
que leva n cépias de pap em m pares EPRB. A defini¢do do custo de emara-
nhamento s6 se preocupa com a primeira destas tarefas. Se encontramos um
procedimento capaz de levar, por LOCC, m pares EPRB em 7 cépias de pap,
saberemos que E. (pap) < % O custo de emaranhamento é entao definido
como o infimo sobre todas os possiveis protocolos de LOCC da razao %

Novamente, como grande inconveniente, temos um processo de extremizagao
em um dominio ndo muito simples. Neste caso, dos protocolos LOCC. Assim,
o custo de emaranhamento é mais um quantificador nao-operacional. Nao se
sabe se este quantificador é continuo. Existe uma interessante conjectura que
emaranhamento de formagao e custo de emaranhamento sao idénticos. Deve-se
notar que, se tal conjectura for demonstrada, teremos um quantificador de ema-
ranhamento obedecendo as sete condigoes desejadas, e com duas interpretagoes
distintas e interessantes.

Destilagcao de Emaranhamento

Enquanto o custo de emaranhamento se preocupa em preparar um estado, o
conceito de destilacao de emaranhamento considerard a situagao oposta: su-
ponha uma fonte que gere o estado p, o que podemos fazer com este estado?
Ou ainda, quantas cépias deste estado serao necessarias para realizar uma dada
tarefa?

Novamente, como unidade bdsica de emaranhamento (bipartite) podemos
considerar o ebit (i.e.: a quantidade de emaranhamento de um par EPRB).
Assim, no processo de Destilagao de Emaranhamento, que dé origem ao quan-
tificador emaranhamento destildvel, queremos fazer o processo assintético de
passar de m cépias do estado pap para n pares EPRB, usando protocolos de
LOCC. Se existe um protocolo assim, o emaranhamento destildvel, E;, obedece
Eg > % Formalmente, definimos o emaranhamento destildvel como o supremo
sobre todos os protocolos de LOCC da razao %

Como LOCC nao podem aumentar o emaranhamento, compondo protocolos

n custo  @m @m dist  @n’
PEPRB > PAB © PaAB > PEPRB> (1.33)

segue da exigéncia n’ < n a desigualdade Fy < E. para todo estado pap.
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Ja é sabido que esta desigualdade pode se tornar uma igualdade em alguns
casos, como para estados puros[34] e para estados mistos de dois qubits[35].
Mas também se sabe que ha casos em que a desigualdade é estrita, caso em que
se diz haver emaranhamento preso (do inglés, bound entanglemen@, ou seja,
um emaranhamento que nao pode ser destilado[36].

Partindo da conjectura que custo de emaranhamento e emaranhamento de
formacao sao iguais, hd uma interessante argumentacao que busca explicar a
existéncia de emaranhamento preso: em um processo de formacao do estado pap
devemos ser capazes de misturar os estados |¥;) nas proporgoes dadas pelos p;,
conforme a eq. ; uma vez que os estados |¥;) sejam distingiifveis, pode-
se transmitir informagao desde o formador do estado pap até o seu receptor,
desde que o receptor tivesse conhecimento a priori dos estados |¥;) utilizados.
Essa informacéo néao esta disponivel quando apenas se caracteriza o estado pap!
Assim, usa-se mais informagao na preparacao de um estado nao-separdvel do
que é possivel obter deste. Esse excesso de informacgao deve estar ligado ao
conceito de emaranhamento preso.

Assim como para o custo de emaranhamento, por estar definido em ter-
mos de extremizacoes sobre possiveis protocolos de LOCC, nao se sabe se o
emaranhamento destilavel depende continuamente de p. Ha ainda uma critica
interessante de Nielsen[37] sobre estes dois quantificadores, relacionados & es-
colha dos estados EPRB como “unidade de emaranhamento”. Nielsen define
o o-custo de emaranhamento e o emaranhamento o-destilavel, e mostra que a
razao entre as quantificagoes usuais e estes “novos padroes” nao é constante,
como é usual em mudancas de unidades (e.g.: centimetros para polegadas). O
préprio Nielsen argumenta que esta critica nao é motivo para se descartar tais
quantificadores, mas que esta dependéncia do “padrao” é mais uma propriedade
que deve ser levada em conta quando buscamos compreender o emaranhamento
e suas quantificagoes.

1.3.4 Dois Qubits

Na sec¢ao discutimos com detalhes os estados puros de um sistema de dois
qubits. Agora queremos tratar o problema mais geral de seus estados mistos.
Lembramos (sec. que para dois qubits o critério de Peres é decisivo, i.e.:
um operador densidade p representa um estado separdvel de dois qubits se, e

somente se, sua transposicao parcial gera um operador positivo.

Tomografia de Spin

Durante varias décadas houve algum desconforto com a nogao de estado quan-
tico. A critica mais natural era que a teoria quantica usava-se do conceito de
estado “apenas” como uma ferramenta intermedidria, pois o que realmente era
acessivel, do ponto de vista experimental, eram os testes, que poderiam ser
usados para preparar estados puros, como discutimos na [1.1.1] e os valores es-
perados de observdveis, ou seja, médias sobre muitas realizacoes de um mesmo
experimento. Sob esse ponto de vista, o estado quantico nao poderia ser deter-

36Esse nome é dado[35] com inspiragio na analogia termodinamica com o conceito de ener-
gia, onde a energia livre é aquela que pode ser transformada em trabalho. O emaranhamento
livre seria aquele que pode ser destilado para utilizagdo nas aplicagoes.
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minado experimentalmente, e talvez nao devesse assumir o status de elemento
essencial da teoria.

Para esclarecer esta questao, primeiro devemos concordar que nao se deve
buscar determinar o estado de uma tunica realizacao de um sistema fisico. E
claro que, para obtermos informacgao sobre um sistema teremos que interagir
com ele, e, dessa forma, apds a interacao, ele j4 nao mais estara no estado que
eventualmente terfamos determinado. O que é natural é caracterizar o estado
que uma certa “fonte” gera, i.e.: em que estado atomos saem de um certo forno,
em que estado fétons sdo emitidos em um determinado processo, ou qual o estado
de um modo de campo em uma cavidade sujeita a determinados processos.

A pergunta que surge é: dada uma certa fonte de sistemas quanticos igual-
mente preparados, podemos obter informagao suficiente sobre o estado destes
sistemas de modo a preparar um estado idénticﬂ a este por um outro proce-
dimento? Por esse motivo, esse problema ficou conhecido como reconstrucao
de estados quanticos. Do ponto de vista estritamente tedrico, a pergunta é:
podemos determinar todos os elementos da matriz do operador densidade com
respeito a alguma base?

Neste instante vamos manter esta discussao no ambito de espagos de estados
de dimensao finita. Como o protétipo de um sistema quantico com espago
de estados de dimensao finita sdo spins, queremos tratar o problema de re-
construcdo de estados quanticos de spin. Como mostraremos, esse problema é
resolvido pela técnica chamada tomografia de spin. Maiores detalhes podem ser
encontrados na ref. [38].

Em esséncia, consideramos que é possivel determinar, com precisao arbi-
traria, o valor esperado de qualquer observavel do sistema. E que este valor
esperado é dado por

(A) = TrpA, (1.34)

ou seja, o valor esperado de qualquer operador é uma funcao linear dos elementos
de matriz de p. Tudo que se precisa, entao, é escolher uma quantidade suficiente
de observdveis A; (usualmente chamada um quorum), de modo a resolvermos
o sistema

com relacao a “incégnita” p. Do ponto de vista de obter o minimo de observaveis
a serem medidos, para um espaco de estados de dimensao n, o operador densi-
dade p é determinado por n? — 1 ntimeros reais, e portanto basta escolher n? —1
operadores de modo que as equagoes sejam linearmente independenteﬁ

Antes de apresentarmos exemplos de como obter tomograficamente um es-
tado quantico, faremos uma pequena digressao.

Digressao

Dois comentérios sdo oportunos neste momento (mas também podem ser igno-
rados sem perda de continuidade). Um é sobre a nogao de estado, e o outro
sobre a sua determinacao.

37Idéntico no sentido que os mesmos resultados poderdo ser obtidos em medicdes, com as
mesmas probabilidades, qualquer que seja a medicado que se escolha fazer.

38Se lembrarmos que as medigdes podem ser vistas como testes, no sentido de Peres|[I], e
que podemos experimentalmente determinar as probabilidades de cada resultado de um teste,
é possivel reconstruir estados com um nimero menor de realizagoes experimentais do que as
aqui discutidas.
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Estados Quéanticos De uma forma operacional, conhecer o estado quantico
de um sistema é saber determinar, para qualquer observavel do sistema, as pro-
babilidades de todos os possiveis resultados de sua medigao. A técnica de tomo-
grafia permite fazer o caminho contrario, e descrever completamente o estado
quantico a partir das informagoes sobre uma certa quantidade de observaveis.
Assim, podemos considerar estas informacoes como o estado quéntico propria-
mente dito, ou a0 menos como uma representacao deste. Este ponto de vista foi
adotado na década de 1990 por V. Man’ko e colaboradores[39], e permite evitar
discussoes como a “reducao do pacote de onda” e outras questoes correlatas em
fundamentos de mecanica quantica.

Funcao de Wigner e sua Medigao Para o caso do oscilador harmonico, o
operador densidade é um operador sobre um espaco vetorial de dimensao in-
finita. Em 1932, Wigner[40] utilizou-se de uma representagdo para o estado
como uma distribuicdo sobre o “espaco de fase”, com varidveis p e g seme-
lhantes as variaveis classicas. Enquanto na descricao classica, um estado pode
ser caracterizado por uma distribuicao de probabilidades, a func¢do de Wigner
pode, por exemplo, assumir valores negativos em alguns pontos. Apesar disso,
ela retém uma grande quantidade de propriedades das distribuicoes cléssicas de
probabilidades, sendo por isso chamada uma distribuicao de quasi-probabilidade,
usualmente denotada W. Para mais detalhes, ver ref. [41].

No espirito daquelas discussoes sobre a (im)possibilidade de determinagao
do estado quantico, encontramos no excelente livro de Mandel ¢ Wolf[42, p. 542]
a afirmagao

“Of course, W (q,p) does not correspond to any directly measurable
quantity, because the joint probability of a pair of canonically con-
jugate variables cannot be measured, and indeed has no meaning in
quantum mechanics.”

Esta afirmacao estd erradal Végel e Rinsken[43] mostraram como é possivel, a
partir de distribuigdes de probabilidade Py (gg) para as chamadas quadraturas,
obter W (q,p), pelo processo da transformada de Radon inversa. Esse é pre-
cisamente o processo utilizado para se fazer tomografia. Por isso este processo
ficou conhecido como tomografia de estado quantico. Assim, a fungao de Wigner
pode ser medida, mesmo sem se fazer medi¢oes incompativeis sobre um mesmo
sistema.

Uma critica possivel a este procedimento é que nao se tem acesso direto
a funcdo de Wigner de um ponto (¢,p), mas apenas por um procedimento
que involve uma transformada integral. Para evitar esta critica, Lutterbach e
Davidovich[44] fizeram uma proposta para medigao direta de pontos da fungao
de Wigner de um modo de campo eletromagnético em uma cavidade (formal-
mente idéntico a um oscilador harménico). Esta técnica jé foi utilizada[45],
e hoje em dia ja se tem algumas fungbes de Wigner medidas, quer seja por
tomografia, quer seja por “medigdo direta” (mais detalhes na ref. [41]).

Parametrizacao por Coeficientes Tomograficos

O primeiro exemplo, simples, importante e bastante conhecido, de descrigao
tomografica de um estado quantico é o caso de um qubit. Para isso, usamos as
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matrizes de Pauli

0 1 0 —i 1 0
01<1 0), 0'2(2. OZ), O'3<0 _1>, (136)

que juntamente com a identidade, que denotaremos og, formam uma base para
o espaco vetorial real dos operadores auto-adjuntos sobre C2. Portanto, qual-
quer operador densidade p para o estado de um qubit pode ser escrito como
combinagao linear real dg°°| o,,. Como Tro; = 0, a condigao Trp = 1 implica
que o coeficiente de o é 5. Podemos entao escrever

1
p= 5 oo + Z S8;05 ¢ - (137)
E imediato calcular o determinante
1
detp= 7 (1-[51%). (1.38)

com o que conclui-se que, para ter p positivo, ||S]| < 1, e para que p represente
um estado puro, deve-se ter ||5]| = 1. O vetor § é usualmente referido como vetor
de Bloch; os estados puros constituem a chamada esfera de Bloch e a forma da
eq. (1.37) é invariante por combinagbes convexas, assim os estados de mistura
estdo no interior da chamada bola de Bloch™]

Se considerarmos o produto escalar (A, B) = Tr{A'B}, a base {0,} ¢ or-
togonal, e todos os vetores tém norma /2. E imediato obter da eq. ||
que

si = (03) = Tr{pos}, (1.39)
o que justifica chamarmos as componentes do vetor de Bloch de coeficientes to-
mogrdficos: elas podem ser diretamente obtidas por um processo de tomografia
de spin!

Vale notar que a direcao do vetor de Bloch depende da escolha de eixos z, y
e z. Uma transformacdo ortogonal O em R? pode levar o vetor de Bloch para
a direcdo z. Assim, a bola de Bloch pode ser “descascada como uma cebola”,
com vetores de mesma norma sendo unitariamente equivalentes, i.e.: existe
uma transformacao unitaria U, associada a O, que leva um estado ao outro por
conjugaca

p— UpUT. (1.40)

Esse exemplo é simples demais, mas j& ilustra varias facetas do problema.
Agora vamos repetir esse procedimento para um par de qubits, onde ja podere-
mos discutir as manifestagdes do emaranhamento. Vamos definir

SMV - Uu & Oy, (141)

39Vamos adotar a convencao que indices gregos valem 0, 1, 2 ou 3, enquanto indices latinos
1, 2 ou 3.

40A nomenclatura adotada aqui é a mais adequada do ponto de vista geométrico, mas
cabe destacar que muitos textos de fisica irdo se referir também aos estados mistos como
constituintes da “esfera” de Bloch.

410 fato matemético por trds desta afirmagio é que o grupo SU (2) das transformagdes
unitérias, com determinante 1, em C2 é o duplo recobrimento do grupo SO (3) das trans-
formacbes ortogonais de R3 que preservam orientacio. Usando a conjugacio ((1.40) na repre-
sentacdo de Bloch , obtemos outro operador densidade que pode ser representado pelo
novo vetor de Bloch s. Como a conjugcio é linear sobre p, s’ = R (U) 5. Explicitar R (U) é
um exercicio de algebra linear[46].
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que formam uma base ortogonal para o espago vetorial real (com dimensao 16)
de operadores auto-adjuntos sobre C* = C? ® C2. Novamente é simples obter
TS, = 46,000, € podemos escrever

1
p= ZZawsw, (1.42)
uv

com agp = 1. Novamente os coeficientes a,, podem ser obtidos tomografica-
mente usando

au = Tr{pS,.}. (1.43)

Queremos agora interpretar geometricamente estes coeficientes, bem como bus-
car informacoes sobre o emaranhamento neles. Para isso, porém, é melhor
reesecrever a eq. (1.42)) na forma

1
p= 1 SOO —|— XIL: riSiO —|— zj: SjS()j —|— Zz]:t”S” 5 (144)

onde se reconhecem dois vetores, ¥ e § e um tensor de segunda ordem t. A
importancia desses parametros pode ser reconhecida tanto na equagao ,
quanto na sua ligagdo com os operadores densidade reduzida e as correlagoes.
Para isso, deve-se notar que segue da eq. :

1
pPA = 2{0’0+ZT¢O'Z'}, (145)

1
pp = 3 00+Zsjaj , (1.46)
J

onde se reconhece que 7 e § determinam os estados locais, i.e.: aqueles acessiveis
por medigdes apenas de Ana ou apenas de Bernardo. Deve-se notar que a ma-
neira de obter tais coeficientes tomograficamente envolve sempre um operador
o; em uma das partes e a identidade na outra, o que caracteriza uma medigao
local. E claro, entdo, que toda a informacao sobre correlagbes em geral, e ema-
ranhamento em particular, estd no tensor t.

Deve-se notar que operagoes unitarias em um dos qubits correspondem a
transformagoes ortogonais do vetor de Bloch correspondente, no espirito da
nota Temos entao liberdade para utilizar este tipo de transformacao em cada
parte do sistema (ou seja, agir com U 4®U ) sem alterar propriedades do estado
(estas transformagoes podem ser interpretadas como escolhas independentes dos
eixos de referéncia por Ana e Bernardo). Aravind se utilizou desta liberdade
para alinhar e § com seus eixos z, e a liberdade adicional de rotacionar em torno
destes novos eixos z para simplificar o tensor t e interpretar geometricamente
a decomposicdo de Schmidt[47] (claro, usando a condicdo adicional de o estado
ser puro). Englert e Metwally, por outro lado, preferiram usar esta liberdade
para diagonalizar t, e proceder uma classificacao dos estados de acordo com o
posto e a degenerescéncia dessa matriz[48].

Também utilizando-se das transformagoes unitérias locais para diagonalizar
t, os Horodecki mostraram uma série de resultados bastante interessantes, tanto
com respeito & geometria do conjunto de estados separdveis e nao-separaveis[49),
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quanto puderam demonstrar que, para um par de qubits, qualquer estado nao-
separdvel permite a destilagao de pares EPRB[35]. Vale notar que, com o tensor
t diagonalizado, suas trés componentes diagonais podem ser consideradas como
um vetor, e assim (f’, s, f) descrevem, a menos de transformagoes unitarias lo-
cais, os estados de dois qubits. Uma rapida contagem de parametros reforca
esta conclusao: o conjunto dos estados mistos de dois qubits tem dimensao
15, como estabelece a eq. (.42). O grupo de Lie SU (2) (assim como SO (3))
tem dimensao real 3, e portanto o grupo das transformagGes unitarias locais,
SU (2) x SU (2) tem dimenséo 6. Restam 9 pardmetros, que podem ser usados
para descrever os vetores 7, § e {.

Em particular, vale notar o efeito da transposicao parcial nos coeficientes
tomograficos. Como 1, o1 e o3 sao invariantes pela transposicao, enquanto
ol = —o9, segue que o vetor de Bloch de p' é a imagem do vetor de Bloch de
p pela reflexao no plano zz. Da mesma forma, quando fazemos a transposicao
parcial no segundo fator, os coeficientes S,2 (e apenas eles) mudarao de sinal.

Na seccao [1.4.1] vamos descrever um método tomografico de caracterizagao
de estados puros de trés qubits, no espirito do resultado de Linden, Popescu e
Wootters[I§].

Férmula de Wootters

Este ultimo resultado que queremos comentar sobre dois qubits diz respeito
ao emaranhamento de formacdo. Conforme apresentado na sec. [1.3.3] a de-
finicao do emaranhamento de formacao envolve uma minimizacao sobre todas
as possiveis preparagoes do estado p, o que o torna nao-operacional. Hill e
Wootters mostraram|[50] um procedimento algoritmico para calcular o emara-
nhamento de formagao para estados de dois qubits com posto 2. Mais tarde,
Wootters demonstrou que tal procedimento é geral, e que portanto hd uma
férmula para se calcular o emaranhamento de formagao para qualquer estado
de dois qubits[51].

O primeiro passo para a férmula de Wootters é a definigao da concorréncia@
(do inglés, concurrence), que por si s6 pode ser considerada um quantificador
de emaranhamento. A concorréncia estd diretamente ligada a semelhanca entre
um estado e seu “spin flip”. Formalmente, se p descreve um estado quantico, o
seu “spin flip” é definido por

P =09 0p 0o ® 3. (1.47)

E interessante usar a representacao tomografica para entender tal operagao:
7= (-1)"" a8, (1.48)
%

Em particular, o estado de cada parte tem seus vetores de Bloch girados de 180°
em relacao ao eixo y, o que justifica o nome da operacéo.
Para estados puros, |¥), a concorréncia tem uma defini¢do simples:

C(¥) = ’<\If | qf>

: (1.49)

42Concorréncia no sentido de cooperacio, acordo, e ndo de competicio.
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onde ‘\i!> denota o spin flip do estado |¥). Para estados mistos, a defini¢ao é um

pouco menos direta, envolvendo os autovalores da matriz R = /\/pp/p. De
uma maneira mais operacional, cada um desses autovalores é a raiz quadrada
de um autovalor da matriz nao-hermitiana pp, que sao todos nao-negativos.
Esses autovalores de R sao organizados em ordem decrescente, denotados \;, e
a concorréncia de p é dada por

C(p) = max {0, A1 — A2 — A3 — Aa}. (1.50)

Com qualquer das duas defini¢bes, a concorréncia varia de 0, para estados
separaveis, a 1, para estados maximamente emaranhados. Conhecida a con-
corréncia, o emaranhamento de formacgao pode ser diretamente obtido, primeiro
por uma mudanga de escala, e depois pela passagem a uma forma entroépica,
como na definicao do emaranhamento de formagao:

E(C) = h (H ”;_02> , (1.51)
h(z) = —zlogx—(1—=x)log(l—x). (1.52)

Além da aplicacao 6bvia de permitir calcular diretamente o emaranhamento
de formagao para um sistema de dois qubits, sem a necessidade de processos
de extremizacao, esta férmula também permitiu avancos na area de emaranha-
mento multipartite, como serd discutido brevemente na secgao

1.3.5 Sistemas Multipartites

Chegamos agora ao caso mais geral, e naturalmente de mais dificil compreensao,
de emaranhamento: estados mistos de sistemas multipartites. Nao temos a
ambicao de ser completos nesta seccao, mas apenas de listar alguns resultados
interessantes conhecidos, bem como apontar algumas das questoes em aberto.
Em varios pontos algumas especulagoes serao feitas, que podem ser interpre-
tadas como conjecturas que bem exibem o quanto incompleto ainda é nosso
conhecimento nesse tema. Tal incompletude deve ser vista como um convite a
pesquisa.

Trés Qubits: Emaranhamento Distribuido

Um primeiro resultado interessante é apresentado em [2I], onde generaliza-se
para estados parcialmente emaranhados o interessante fato por vezes chamado
monogamia do emaranhamento: se um par de qubits encontra-se maximamente
emaranhado, nenhum de seus constituintes pode ter emaranhamento com qual-
quer outro sistema. Vamos comecar demonstrando e comentando tal afirmagao,
para depois apresentar a generalizacao de Coffman, Kundu e Wootters.

A primeira parte é simples: se A e B estdo em um estado puro, ndo guardam
correlacao com qualquer outro sistema, visto que o trago parcial neste outro sis-
tema resulta no estado puro pap. Como os estados maximamente emaranhados
de qubits sao puros, segue a afirmagao da monogamia. Vale notar que a tnica
exigéncia neste argumento é a pureza do subsistema. Um resultado preliminar
obtido com Daniel Cavalcanti e Fernando Brandao[52] permite falar em poliga-
mia de emaranhamento: se n sistemas quanticos encontram-se maximamente
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emaranhados, seus constituintes nao podem guardar correlagao com qualquer
outro sistema. O passo essencial é garantir que um estado maximamente ema-
ranhado é puro. A dificuldade maior reside na auséncia de uma defini¢ao inica
de quantidade de emaranhamento, que permitisse definir mazimamente ema-
ranhado. No trabalho em questao utilizamos como quantificador o emaranha-
mento testemunhado, criado por Fernando Brandao e Reinaldo Vianna[53].
Restritos ao problema de trés qubits, Coffman, Kundu e Wootters mostraram
uma interessante relagao: primeiramente para estados puros de trés qubits vale:

Cip+ Cic < Cipoy (1.53)

onde Cyy denota a concorréncia dos qubits X e Y e o termos Cy(pc) se jus-
tifica devido a pureza do trio: a decomposicao de Schmidt diz que apenas um
subespaco bidimensional dos dois ultimos qubits realmente importa, assim temos
efetivamente dois qubits e a concorréncia pode ser calculada. A partir desta, os

min
A(BQ)
partir das concorréncias quadraticas médias de todas as possiveis decomposigoes
do estado em ensembles de estados puros, e obtém

autores definem a minima concorréncia quadratica entre A e BC, (02) a

Cip +Cic < (CQ)XEIJ;C) ; (1.54)
que pode ser assim interpretada: o emaranhamento (medido aqui pela con-
corréncia quadrética) de um qubit (A) com um par de qubits (BC) dd um
méximo & soma dos emaranhamentos AB e AC. E importante notar que nao
héa qualquer restricao deste tipo para correlagoes classicas. Por exemplo, a tem-
peratura de vérias cidades préoximas podem estar perfeitamente correlacionadas,
independente do numero de cidades consideradas. No mesmo trabalho os au-
tores mostram ainda que esta desigualdade é étima no sentido que pode ser
saturada (¢ al que os autores usam do estado hoje conhecido como |W)) e de-
finem um “emaranhamento residual” a partir da diferenca dos dois membros,

que é maxima para estados como |GHZ).

Mais Qubits

A concorréncia foi utilizada ainda em outros problemas interessantes. Um que
abordaremos agora é o emaranhamento entre qubits vizinhos em uma cadeia.
O’Connor e Wootters propéem o problema de obter o estado que maximiza o
minimo do emaranhamento entre vizinhos para um anel (cadeia fechada) de
N qubits e ddo uma solugdo parcial a este[bd]. Trabalhando em uma classe
restrita de estados estes autores calculam a concorréncia entre vizinhos para
N < 10, depois exibem uma férmula assintdtica e calculam o limite N —
oo. Interessantemente este limite é um nuimero finito, aproximado por Cia.x =
0,434. O préprio Wootters[55] j& havia obtido este mesmo valor considerando
cadeias abertas, o que é bastante razodvel quando N — oo. Mas vale notar
que no problema correlato, mas diferente, de considerar o emaranhamento entre
quaisquer pares para estados simétricos (por troca de qubits) de N qubits[56], a
concorréncia de qualquer par é %, que se torna evanescente no limite N — oo.

Estes resultados nos permitem especular um pouco: mesmo nao havendo
garantia que estes maximos sejam de fato os méaximos globais, eles parecem
indicar que o total de emaranhamento de pares cresce linearmente com N (as-

sintoticamente). Assim, se o importante é maximizar o emaranhamento entre
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os vizinhos, como a quantidade destes também cresce como N, é possivel ter
uma razao assintética entre 0 e 1. J& no caso de emaranhamento entre qual-
quer par, a quantidade de pares cresce como N2 e portanto a razdo vai a zero.
Cabe ressaltar que hé outros tipos de emaranhamentos a serem considerados.
Também é um problema natural procurar o minimo de emaranhamento entre
trios vizinhos, bem como entre trios em geral, uma vez escolhido um quanti-
ficador para o emaranhamento de trios. Novamente os trios vizinhos crescem
como N em uma cadeia de qubits, enquanto os trios em geral como N3. Serd
que no primeiro caso novamente teremos um limite assintético bem definido, en-
quanto o emaranhamento de trios em geral vai a zero? Mais ainda, o que estes
resultados nos permitem pensar sobre sistemas macroscépicos? E bem verdade
que normalmente estes nao sao consituidos por qubits, e devemos postergar tal
questao.

Sistemas com mais Dimensoes

Classicamente, a informacao pode ser traduzida em bits. Serd que quantica-
mente esta afirmacdo também é valida? Serd que ha alguma diferenga em
sistemas de dimensao d, ou, pelo menos no limite de um grande niimero de
cépias, podemos sempre pensar em termos de colegoes de qubits? Uma parte
da resposta a essa pergunta estd em estudar sistemas de dimensao d em busca
de suas caracteristicas. Um trabalho importante nesta questao é de Dennison
e Wootters[57], que aborda o caso de d sistemas de dimensao d (qudits) e 3
sistemas de dimensao d, em particular no caso d = 7.

Novamente a pergunta é sobre o méximo do minimo emaranhamento de
pares, e a estratégia é trabalhar com estados simétricos, onde basta buscar o
maximo emaranhamento para um par especifico, pois todos os outros sao iguais.
Neste trabalho os autores utilizam-se do emaranhamento de formacao e exibem
explicitamente um exemplo de estado de d qudits que possui exatamente 1 ebit
para cada par. Deve-se notar que dois qudits podem compartilhar até logd
ebits, portanto a razao entre o emaranhamento presente e esta “capacidade de
emaranhamento” cai quando d aumenta.

O outro caso tratado busca responder a pergunta: para um nimero N fixo
de subsistemas de dimensao d, como se comporta esta funcdo com respeito a
d? Como o caso de 3 qutrits jd é conhecido pelo caso anterior, o exemplo
seguinte trata de 3 sistemas com dimensao 7. Uma engenhosa construgao de
estado e cdlculo do emaranhamento de formagao permite aos autores concluir
que neste exemplo tem-se mais de 1,99 ebits por par, o que d4 uma fracao 0, 71
da capacidade de emaranhamento para este exemplo. Isso os permite especular
que deve haver limite para esta razao quando d — oo, podendo valer um de dois
casos: ou este limite é 1 e é possivel emaranhar maximamente pares de sistemas
de alta dimensao sem restrigoes, desde que a dimensao seja suficientemente
grande, ou tal limite é estritamente menor que 1, exibindo uma caracteristica
curiosa e impondo uma cota a ser entendida para o emaranhamento de formagao
de pares, quando um trio é considerado.

Assim, a fun¢do Epnax (IV,d) é conhecida para alguns poucos casos, e tem
cotas inferiores para varios outros. Sabe-se

1. Fhnax (2,d) = logd;
2. Emax (3,2) = £(2/3) = 0,550, valor assumido pelo estado |WW);
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3. Emax (N,2) > E(2/N);
4- Emax (d7 d) Z 17
5. Emax (3,7) > 1,99.

Notamos, aparentemente, uma competicao entre N e d: enquanto maiores va-
lores de N, para d fixo, parecem diminuir Ep.x (V,d) (mais particulas dis-
putando uma mesma “capacidade de emaranhamento”), maiores valores de d,
para N fixo, parecem permitir que Epax (N, d) aumente (a “mais espago” para
as particulas se emaranharem). E nesse caso, d = N parece ser um “divisor de
aguas”.

Diferentes Emaranhamentos, Diferentes Quantificadores

Como ja vimos, para mais que dois subsistemas existem diferentes tipos de
emaranhamento. Existem alguns quantificadores que podem ser capazes de
fazer esta separag@o. Vamos discuti-los superficialmente aqui.

Um primeiro é a entropia relativa de emaranhamento (em inglés, relative
entropy of entanglement), proposta por vdrios pesquisadores, entre eles Vedral
e Plenio[58, 59]. A motivagao original é que o emaranhamento de um estado
seja dado por alguma nogao de “distancia” deste estado ao conjunto dos estados
sem emaranhamentﬂ Para a entropia relativa de emaranhamento, a nocao de
“distancia” utilizada é a entropia relativa qudntica@

S (o|lp) =Tr(clogo) — Tr(clogp), (1.55)

que nao é uma distancia no sentido préprio da palavra, mas tem uma inter-
pretagao em teoria da informacao no sentido de medir quao improvavel é “con-
fundir” um estado com o outro. Assim, a melhor interpretacdo da entropia
relativa de emaranhamento é “quao longe o estado o estd de ser confundido
com um estado p sem emaranhamento?”

Outra proposta interessante é a chamada robustez (robustness), proposta por
Vidal e Tarrach[60]. Para isso eles primeiro definem a robustez de um estado p
relativa a um estado separdvel ps, denotada R (pl|ps), como o menor valor de s
tal que

p(s) (p+ sps) (1.56)

R

é separavel. Se p é separdvel, R (p|ps) é nula, qualquer que seja ps, mas para
escolhas especiais de p e ps; podemos ter robustez relativa infinita. Isso nao
ird atrapalhar os passos seguintes, porém. Com a robustez relativa os autores
definem dois quantificadores de emaranhamento: a robustez aleatéria (random
robustness) e a robustez absoluta (absolute robstness), ou simplesmente robus-
tez. A primeira 4 a robustez relativa ao estado maximamente misturado, él,
enquanto a segunda é o minimo da robustez relativa quando fazemos ps variar
em todo o conjunto dos operadores densidade nao-emaranhados.

As duas propostas sdo interessantes, e mesmo as extremizagoes que envol-
vem podem ser contornadas com alguns resultados de andlise convexa. Mas a

43No caso bipartite, o conjunto dos separdveis. Em caso multipartite, é preciso definir o
tipo de emaranhamento que deve estar ausente neste conjunto.
44 A base do logaritmo costuma ser 2, mas os autores preferiram usar base e.
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robustez padece da falta de um critério geral de separabilidade. Atualmente ela
s6 é pratica para os dois casos em que o Critério de Peres-Horodecki é decisivo:
dois qubits e um qubit e um qutrit.

O terceiro exemplo que queremos discutir nos é bem proximo, proposto por
Fernando Brandao e Reinaldo Vianna[53]. Como o conjunto dos estados sem um
certo tipo de emaranhamento é sempre convexo e fechado, qualquer ponto fora
deste conjunto pode ser separado deste por um hiperplano. A esta construgao
corresponde um funcional linear que assume valor negativo no ponto desejado
e é positivo em todos os estados nao-emaranhados. Este funcional é chamado
uma testemunha de emaranhamento. Os autores desenvolvem um quantificador
a partir de uma busca, computacionalmente eficiente, de uma testemunha dtima,
e de uma funcao simples calculada sobre o valor deste funcional 6timo no estado
de interesse. Os primeiros exemplos nao triviais de aplicacao deste quantificador
ainda estao sendo produzidos, mas até o momento ele se mostra como a tnica
alternativa realmente operacional (no sentido de ser calculada em exemplos
praticos) de quantificador para os diferentes emaranhamentos multipartite.

1.4 Contribuigoes

1.4.1 As partes determinam o todo?

J4 comentamos o interessante trabalho de Linden, Popescu e Wootters[18] que
mostra que estados puros genéricos de trés qubits podem ser completamente
caracterizados pelo conhecimento de seus estados reduzidos de pares. Em co-
laboragao com Daniel Cavalcanti e Leandro Martins Cioletti, apresentamos um
protocolo tomografico para realizar esta tarefa61].

Antes de passar ao protocolo vale discutir que o resultado nao é imediato:
por exemplo, nao vale o seu andlogo para dois qubits: um estado puro genérico
de dois qubits pode ser escrito como

[P (0)) = cosB|uy) ® |v1) + senf Jus) @ |va) , (1.57)
conﬁ 0 € (0, %) Mas fixadas estas bases, todos os demais estados
[T (0,6)) = cos b |uy) @ |v1) + e Psend |ug) @ |va) , (1.58)

dao origem aos mesmos estados reduzidos. Em outras palavras, a fase ¢ é
localmente inacessivel.

Nosso trabalho parte da generalizacao para trés qubits da descricao por
coeficientes tomograficos que foi aqui apresentada na [1.3.4 Em lugar da eq.

(1.42)), teremos

1
pP= 3 Zawusww (1.59)
Yy
onde
S’\/[J,l/ :o"y®0-'u‘®0-y, (160)

450s casos ndo genéricos correspondem a 6 = 0, quando o estado é fatorado e localmente
determinavel, e a 6 = g, que corresponde a estados maximamente emaranhados, e também
maximamente indeterminados, pois nesse caso os estados locais sdo o de maxima mistura, e

a degenerescéncia deste permite a livre escolha de |u1) e |v1), além da fase ¢.



36 CAPITULO 1. EMARANHAMENTO E SUA CARACTERIZACAO

e os coeficientes tomograficos a.,,, podem ser diretamente obtidos por
Ay = TrpSy 0. (1.61)

Assim, os coeficientes a;o0, agjo € aoor sdo diretamente obtidos com deteccoes
em apenas uma parte, a;;jo, ok € ag;r com detecgoes em coincidéncia de duas
partes, enquanto os a;j, dependem de deteccoes nas trés partes. O problema
que se poe é: podemos descrever o estado do sistema sem precisar das detecgoes
nos trios? A resposta é: genericamente sim. Como? Veremos a seguir. Uma
analogia geométrica pode ser interessante. Considere um disco como um exem-
plo de conjunto convexo. Para descrever um ponto no disco precisaremos de
duas coordenadas (e.g.: = e y cartesianos, ou r e 6 polares). Mas se tiver-
mos a informagao adicional que temos um ponto extremal do disco (voltando
& mecanica quantica, um estado puro), basta dar um angulo para determinar
o ponto. Assim, é natural que, para o caso de um estado puro, sejam suficien-
tes menos informacoes do que aquelas que seriam necessarias para decrever um
operador densidade arbitrario.

Nosso ponto de partida foi usar a idempoténcia que caracteriza estados puros

p*=p, (1.62)

para obter as correlagoes de maior ordem em termos das de menor. Neste caso,
as de terceira ordem em termos das de primeira e segunda ordem. O conjunto
de sessenta e quatro equagoes pode ser assim agrupado:

Z(afoo + a(QJjo + agor + a?jo + ajy, + agjk + a?jk) =T, (1.63a)
ijk
3ai00 = @ij0a0;0 + GiokGook + Y AijkGojk; (1.63b)
ik

com equagoes similares por trocas de indices,

3aij0 = @ip000j0 + Z apok@ijk + Z A0k A0k
k k
1 1
~3 Z €ilt€jmulmotud ~ 5 Z €ilt€jmuliukGimk, (1.63¢)
ltmu ltmu

também com equagoes similares obtidas pelas permutacoes ciclicas dos indices,
e com o simbolo se Levi-Civitta €;;, para o tensor totalmente anti-simétrico,
com €123 = 1. Por fim, o quarto grupo

3aijk = @000k + G0joGi0k + QookAijo — g €1t € jmuQtu0 Umk
ltmu
_E €ilt€knvAtovAljn — E €imu€knvA0uv Gimn - (163d)
ltnv munuv

O protocolo é entao dado pela determinagao direta dos coeficientes a0, aojo
e agor, com medicoes individuais, bem como a;;0, aior € ag;r pelas detecgoes de
pares. O sistema de 64 equagoes pode ser visto como um sistema de
equacoes a serem obedecidas pelas 27 “incdégnitas” a;;i sempre que o estado
global for puro. O argumento de Linden, Popescu e Wootters[I8] garante que
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genericamente este sistema tem solugdo. Nossa conjectura é que sempre que o
sistema possui solugao tnica, o subsistema linear é suficiente para
determinar esta solugdo. Testamos isso numericamente: sorteando de forma
aleatoéria estados puros de trés qubits, construimos a matriz do sistema
e calculamos seu determinante: para mais de uma centena de realizagoes este
foi sempre diferente de zero.

Existem excecoes, porém. Para estados como

|GHZ (0, $)) = cosf|000) + e*?senf |111) , (1.64)

a fase ¢ nao pode ser determinada por medigoes restritas a pares, por ser uma
fase relativa entre vetores triortogonais e por isso nao aparecer nos estados re-
duzidos. Esta classe de exemplos generaliza perfeitamente o caso de dois qubits,
eq. . Dessa maneira podemos entender todas as excegoes: sao os vetores
obtidos de por transformagoes unitarias locais, visto que para qualquer
outro caso, as fases relativaﬂ poderao todas ser obtidas nas densidades re-
duzidas. Acreditamos que um estudo mais geométrico do sistema seja
também capaz de levar a estas mesmas conclusoes.

J& sabemos que as excegoes formam um conjunto de medida nula (por
isso numericamente 100% dos casos foram favordveis), mas uma contagem de
parametros mostra mais: elas formam uma subvariedade de dimensad®™| 1 en-
quanto as classes de estados formam uma variedade de dimensao 5. Para esta
conclusao usamos o fato bem conhecido que o grupo de Lie SU (2) possui di-
mensdo 3. Um vetor de C2 ® C? ® C? é dado por 8 niimeros complexos, por-
tanto 16 ntmeros reais. Normalizagdo e fase global eliminam dois destes. As
transformacoes unitérias locais serdo dadas por trés cépias de SU (2), portanto
dimensao 9. Assim, os estados de trés qubits nao-localmente equivalentes for-
mam uma variedade de dimensao 5 (i.e.: 14 —3 x 3). J4 a familia GHZ, quando
considerada a menos de tranformagoes unitarias locais, serd descrita apenas
pelo parametro 6, j4 que a fase ¢ pode ser obtida usando a transformacao
0) — e |0) e |1) — €i% [1) em qualquer dos trés qubits. Assim, as excecdes
formam uma curva em uma variedade de dimenséo 5.

Embora o protocolo seja pensado inicialmente para estados puros, ele possui
um mérito a mais: para estados nao-puros, a eq. é falsa, o que implica
que o sistema terd equagoes incompativeis. O protocolo torna-se mais
confiavel entao se apds medir os valores esperados individuais e de pares, e re-
solver o sistema m, o experimentador usar as demais trinta e sete equagoes
(1.63al [1.63b}] [1.63c]) como testes (dentro de sua precisdo) da pureza do estado.

460s médulos sdo sempre acessiveis.
47Neste pardgrafo, as dimensdes sido sempre sobre os reais.
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