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1. INTRODUCAO

Neste curso pretendemos desenvolver o estudo da esfera e seus elementos
explorando sua associacdo com o globo terrestre. Conceitos geograficos como
paralelos, meridianos, latitudes, longitudes e fusos horarios estdo baseados em
importantes idéias geométricas que, quando trabalhadas neste contexto, conduzem o
aluno a uma melhor compreenséao e aprendizagem do tema.

O estudo dos movimentos da Terra nos permite entender, além das quatro
estacdes do ano com seus equindcios e solsticios, porque o Tropico de Capricornio ou
o Circulo Polar Artico sdo paralelos notaveis. Veremos ainda que as relagbes entre
longitude e fusos horarios bem como entre latitude e o angulo de elevacao do Sol nos
levam a problemas geomeétricos relevantes.

O estudo da posicédo relativa de duas ou mais esferas e as relacfes entre as
coordenadas geograficas e as coordenadas cartesianas constituem a fundamentacéo
matematica necessaria para o entendimento de alguns modernos sistemas de
navegacao por satélites, em especial do GPS.

A utilizacdo do globo terrestre, com suas consequentes questdes envolvendo,
por exemplo, célculo de distancias e angulos sobre a esfera, ou ainda, a confecc¢éo de
mapas por meio de diversas projecdes, abre caminho para um interessante trabalho
interdisciplinar entre a Matemética e a Geografia.

2. A SUPERFICIE ESFERICA E SEUS ELEMENTOS

Seja O um ponto e r um numero real positivo. A superficie esférica de centro
O eraio r € o conjunto de todos os pontos P do espaco cuja distancia a O é igual ar.

Os pontos do espacgo cuja distancia a O € menor que r sdo interiores a
superficie esférica e aqueles cuja distancia a O € maior que r sdo exteriores a ela.

A reunido da superficie esférica de centro O e raio r com seus pontos interiores
€ chamada a esfera de centro O eraio r.

O segmento que une o centro a um ponto qualquer da superficie esférica é
denominado um raio da superficie esférica enquanto que o segmento que une dois
pontos distintos da superficie esférica € chamado uma corda da superficie esférica.



Uma corda que contém o centro é chamada um diametro da superficie
esférica.

Evidentemente o comprimento de qualquer didametro € o numero 2r que €
chamado o didmetro.

Observamos que a palavra raio € usada com dois sentidos: pode ser o nimero

r ou um segmento OP. Isto, porém, ndo causa confusdo uma vez que é sempre claro
gual o significado utilizado. Um comentario analogo vale para a palavra diametro.
Neste texto a notacdo PQ representa o segmento de extremos P e Q enquanto
gue PQ indica o seu comprimento.
Na figura acima r € o raio da superficie esférica, OP, @ e OT sfo raios, @ e

PT s&o cordas, a € um diametro e 2r = QT é o didmetro da superficie esférica.

3. AINTERSECCAO ENTRE UM PLANO E UMA SUPERFICIE ESFERICA

A relacéo entre superficies esféricas e planos no espaco € similar com a relagéo
entre circunferéncias e retas no plano.

Um plano E é tangente a uma superficie esférica S se E n S contém
exatamente um ponto. Esse ponto é chamado ponto de tangéncia. Dizemos que o
plano e a superficie esférica se tangenciam nesse ponto.

Se E n S contém mais do que um ponto, entdo o plano € secante a superficie
esférica.

Podemos caracterizar o plano tangente conforme o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Um plano perpendicular a um raio na sua extremidade comum com a
superficie esférica é tangente a mesma. Reciprocamente, todo plano tangente a uma
superficie esférica é perpendicular ao raio que contém o ponto de tangéncia.

Prova.

Sendo E um plano perpendicular ao raio OT em T, vamos mostrar que nenhum
outro ponto de E esté na superficie esférica.

Seja P um ponto qualquer de E, P distinto de T. Como E é perpendicular a oT

temos que AOPT é um triangulo retangulo com hipotenusa OP e catetos OT e PT.
Logo OP > OT =r e, portanto, P ndo esta na superficie esférica.



Reciprocamente seja E um plano tangente a superficie esférica no ponto T.

Suponha, por absurdo, que E ndo seja perpendicular ao raio OT . Vamos mostrar que
essa hipotese nos leva a uma contradicao.

Sendo F o pé da perpendicular ao plano E tracada a partir de O, temos F # T

pois E ndo é perpendicular a OT . Seja R o ponto dareta FT talque T-F-Re FR =
FT. Entdo AOFR OAOFT ( pelo critério LAL de congruéncia de triangulos ) de modo
que OR = OT =r e, portanto, R estd na superficie esférica. Logo E intersecta a
superficie esférica em um ponto R distinto de T. Isso é impossivel pois E € um plano
tangente.

O

Vamos agora investigar a figura obtida quando um plano secante corta uma
superficie esférica. Se o plano passa pelo centro a resposta € imediata.

Teorema 3.2. A interseccdo de uma superficie esférica com um plano passando pelo
seu centro € uma circunferéncia de mesmo centro e mesmo raio.

Prova.

Dada uma superficie esférica S com centro O e raio r e um plano E que passa
por O, a intersec¢do E n S é o0 conjunto de todos os pontos de E cuja distancia a O é
igual a r. Essa € exatamente a definicdo de uma circunferéncia de centro O e raio r.



O préximo resultado nos dé a situacédo mais geral.

Teorema 3.3. Se um plano contém um ponto do interior de uma superficie esférica,
entdo a interseccao do plano com a superficie esférica € uma circunferéncia. O centro
dessa circunferéncia € o pé da perpendicular ao plano tracada a partir do centro da
superficie esférica.

Prova.

Seja E um plano que nao passa pelo centro O da superficie esférica S e que
contém um ponto Y do seu interior. Sendo F o pé da perpendicular a E tracada a partir
de O, vamos mostrar que a interseccdo E n S € uma circunferéncia de centro F.

Sabemos que OY < r pois Y esta no interior de S. No triangulo retangulo AOFY
temos que OY é hipotenusa, enquanto que OF é cateto. Logo OF < QY <r, ou seja, F
também esta no interior de S.

Seja X um ponto qualquer na interseccdo E n S. Entdo AOFX tem um angulo
reto em F e, pelo teorema de Pitdgoras, OF? + FX? = OX? = 1% e, portanto FX =

Jr? = OF? ( note que r* — OF? > 0).
Logo X esta na circunferéncia de centro F e raio vr’> — OF? . Provamos assim

que a interseccdo E n S esta contida na circunferéncia de centro F e raio vr> — OF? .
Isso ainda néo significa que a intersecgdo é a circunferéncia. Para completar a
demonstracdo, precisamos mostrar que todo ponto da circunferéncia pertence a
interseccgao.
Seja X um ponto qualquer da circunferéncia, em E, com centro F e raio

Vr?* = OF? . Novamente pelo teorema de Pitagoras,

OX?® =OF?+FX?
= OF? + I* — OF?
=12

Portanto OX =r e X pertence a superficie esférica S.
O

A interseccao da superficie esférica com um plano passando pelo seu centro é
chamada uma circunferéncia maxima da superficie esférica.

Ha uma forte razdo para esse nome: as circunferéncias maximas sédo as
circunferéncias de maior raio contidas na superficie esférica. Veremos adiante que o
Equador é uma circunferéncia maxima, mas os outros paralelos no globo terrestre ndo



o sdo. Eles sdo menores que o Equador, tornando-se muito pequenos perto dos Pdlos
Norte e Sul.

POLO NORTE

POLO SUL

ATIVIDADES

1. A superficie esférica S € tangente ao plano E em A. O ponto O é o centro de S e B,
C, D estdo em E. Que relacéo existe entre OA e AB, AC e AD? Explique.

2. A perpendicular do centro de uma superficie esférica a uma corda divide-a ao meio.
Utilize este resultado na resolucdo do seguinte problema. Numa superficie esférica
de raio 15, a distancia de uma corda ao centro é igual a 9. Qual o comprimento da
corda? Apresente ainda uma prova do resultado acima.

3. Dados um plano E e uma superficie esférica S de centro O e raio r, podemos
caracterizar a posicéo relativa entre E e S por meio da distancia d(O,E) de O ao
plano E. Faca isso completando a tabela abaixo.

d (O,E) Posicdao relativa
E é secantea S
E é tangente a S
E é disjunto de S

4. Sejam A e B dois pontos de uma superficie esférica S que nédo sao extremos de um
didametro de S. Mostre que existe uma e somente uma circunferéncia méaxima de S
passando por A e B. (Sugestdo: Sendo O o centro de S, considere o plano E
determinado pelos pontos néao colineares A, B e O.)



5. Expligue porque duas circunferéncias maximas quaisquer de uma superficie
esférica se cortam nas extremidades de um didmetro da superficie esférica.

6. Na figura abaixo um plano E intersecta a superficie esférica S de centro O. Os
pontos A, B, C e M estdo em E sendo que A e B também estdo em S. Sabe-se que

OM O E, AM O MB, C é ponto médio de AB, AM=OM e AB =5,

Calcule o raio da superficie esférica S, a medida angular m(JAOB) e a medida OC.

7. Duas circunferéncias méaximas sao ditas perpendiculares se estiverem em planos
perpendiculares. Mostre que para cada duas circunferéncias maximas existe uma
terceira circunferéncia maxima perpendicular a ambas. Se duas circunferéncias
maximas no globo terrestre passam pelos poélos, que circunferéncia maxima €
perpendicular a ambas?

8. Na geometria esférica as “linhas retas” sdo representadas por circunferéncias
maximas. Encontre, se puder, cada uma das seguintes figuras em tal geometria.
a) Um triangulo equilatero.
b) Um triangulo com dois angulos retos.
c) Um triangulo com trés angulos retos.
d) Um triangulo cujas medidas de seus angulos somem 500°.
e) Um retangulo, isto €, um quadrilatero com quatro angulos retos.

9. Sejam S e S' duas superficies esféricas de centros distintos O e O,
respectivamente. Sendorer', r>r', seus respectivos raios, verifiqgue que
SnSévazia = OO0 >r+rouO0' <r-r
SnS éumponto = OO =r+rouOO' =r-r
S n S’ é uma circunferéncia < r—r <OO' <r+r'.
Faca desenhos ilustrando todas estas possibilidades.



(Sugestdo: Observe inicialmente que POS N S' = POS e PO?-PO?=r*-r?% A

seguir, mostre que o conjunto dos pontos P do espaco que satisfazem PO? - PO'? =

r — r'2 é um plano E perpendicular a reta 00 num ponto H definido por

r.2 _ r.l2
200’
a prova utilizando a atividade 3 para obter as relac6es desejadas.)

MH = com O — M — H, onde M é o ponto médio do segmento 00'. Conclua

10. Quais as possibilidades para a quantidade de pontos da interseccao de trés
superficies esféricas? Faca desenhos ilustrando suas respostas.

RESPOSTAS

2.24

53

6.5, 60° e —
2

10. 0, 1, 2 ou infinitos pontos
4. QUAL E A FORMA DA TERRA?

A Terra € redonda, mas ndo é uma esfera perfeita, uma vez que € achatada nos
pélos. Na verdade, a Terra € aproximadamente um elipséide.

A figura abaixo mostra uma seccao da superficie terrestre através de um plano
que contém a reta que liga os Pélos Norte e Sul . Esta sec¢do aproxima-se de uma
elipse cujo semi-eixo maior a € a metade do didametro do Equador e 0 semi-eixo menor
b € a metade da distancia entre os poélos.

N
.

A superficie terrestre € a superficie de revolug¢éo gerada por essa elipse quando
esta gira em torno da reta que passa pelos pélos.

A razéo ¢ = (a — b)/b chama-se achatamento da Terra.

A tabela seguinte mostra valores dos semi-eixos a e b e do correspondente
achatamento da Terra, obtidos por alguns pesquisadores.

a (metros) b (metros) €
Bessel (1841) 6.377.397 6.356.078 0,0033541
Clarke (1880) 6.378.249 6.356.515 0,0034191
Helmert (1906) 6.378.200 6.356.940 0,0033443
Hayford (1924) 6.378.388 6.356.911 0,0033785
Krassovski (1940) 6.378.245 6.356.863 0,0033636




O valor extremamente pequeno de & nos permite, para efeitos didaticos,
desprezar esse achatamento e considerar a Terra como se fosse uma esfera.

A superficie da Terra passa a ser considerada daqui por diante como um globo:
o globo terrestre. O globo terrestre € ainda 0 nome do instrumento didatico que
representa a Terra como uma esfera.

Iniciamos estabelecendo a nomenclatura apropriada. A figura abaixo ilustra um
globo terrestre.

O ponto N representa o PGlo Norte e o ponto S o Pélo Sul. A reta determinada
por N e S € chamada o eixo polar. Ela é a reta em torno da qual a Terra efetua seu
movimento de rotagao.

O plano que passa pelo centro da superficie esférica e é perpendicular ao eixo
polar chama-se o plano do Equador.

O Equador é a interseccao do plano do Equador com a superficie esférica. O
Equador €, portanto, uma circunferéncia maxima.

G‘ Meridiano

Paralelo

Equador
S

Um plano que passa pelo centro da superficie esférica divide-a em duas partes
chamadas hemisférios.

O plano do Equador divide a superficie terrestre em dois hemisférios: o
Hemisfério Norte ( que contém o Pélo Norte ) e o Hemisfério Sul ( que contém o
Pélo Sul).

Os paralelos sao as secc¢les da superficie terrestre através de planos paralelos
( ou coincidentes ) ao plano do Equador. Sdo entdo circunferéncias. Os paralelos
notaveis sao:

- 0 Equador

- 0 Tropico de Cancer

- 0 Trépico de Capricérnio
- 0 Circulo Polar Artico

- 0 Circulo Polar Antartico

Os meridianos sdo semicircunferéncias que ligam os Polos Norte e Sul por
meio de arcos maximos, isto é, arcos contidos em circunferéncias maximas que
passam pelos polos. Convém ressaltar que os meridianos, ao contrario dos paralelos,
nao sao circunferéncias. Além disso, eles estdo contidos em planos perpendiculares
ao plano do Equador. O meridiano mais notavel é o de Greenwich, nome de uma
localidade proxima a Londres, onde esta instalado um observatorio astronémico.



Observacao. Os livros de Geografia utilizam com muita freqiéncia a palavra “circulo”
para designar a circunferéncia. Em particular, descrevem o Equador como um circulo
maximo e utilizam nomes como circulo polar. Isto €, na verdade, um abuso de
linguagem consagrado pelo uso sistematico ao longo do tempo. A nomenclatura
utilizada por profissionais ndo matematicos, no caso o0s geodgrafos, ndo precisa
coincidir necessariamente com a usada pelos mateméticos.

ATIVIDADES

1. Qual é o comprimento do Equador, supondo que o raio da Terra me¢a 6400 km?
Considere 1= 3,14159.

2. Como se mede o raio da Terra? Uma das maneiras € escalar o topo de uma
montanha cuja altitude acima do mar seja conhecida e medir o angulo entre a
vertical e a linha do horizonte. A altura do monte Shasta na California € 4,3 km. Do
seu topo, o horizonte sobre o Oceano Pacifico faz um angulo de 87°53 com a
vertical. Utilize esses dados para estimar o raio da Terra em quilémetros. Considere
sen87° 53’ = 0,99932.

Linha do Horizonte

3. O célculo do raio da Terra mais célebre da Antiguidade foi realizado pelo grego
Eratéstenes ( 276-196 a.C.). Consultando as observacdes astronémicas
acumuladas durante séculos na biblioteca de Alexandria, Eratéstenes soube que
em Siena, 5000 estadios ( medida grega de comprimento ) ao sul de Alexandria e
situada aproximadamente no mesmo meridiano, o Sol se refletia no fundo de um
poco ao meio-dia de um determinado dia de cada ano. Ao meio-dia deste tal dia,
Eratostenes mediu 0 angulo que o raio do Sol fazia com a vertical de Alexandria,
achando aproximadamente 7° 12’

Raios
Solares

Alexandria

Siena



Admitindo que os raios solares chegam ao nosso planeta praticamente paralelos,
mostre como obter para o raio da Terra o valor aproximado de 250000/21t estadios.
Supondo que a medida de um estadio utilizada por Eratéstenes era de
aproximadamente 185 metros, calcule o valor acima em quildmetros.

4. Na ponte de um navio em alto mar, o capitdo pediu a um jovem oficial que estava
ao seu lado que determinasse a distancia ao horizonte. O oficial pegou papel e
lapis e, em poucos instantes, deu uma resposta. No papel ele havia escrito a
formula d = g J5h . Admitindo-se gue o raio da Terra mec¢a 6400 km, mostre que
essa formula é uma boa aproximacéo da distancia d, em quildbmetros, ao horizonte
onde h é a altura, em metros, do observador acima da agua. Se a ponte do navio
esta a 30 metros acima da agua, qual € a distancia ao horizonte?

:
|

5. Em um dia claro, até de que distancia se poderia enxergar um edificio de 150
metros de altura, supondo-se que nao haja obstrucbes no meio? Utilize a formula
do exercicio anterior.

RESPOSTAS

1. cercade 40212 km

2. cerca de 6319 km

3. cerca de 7360 km

4. cercade 19 km

5. cerca de 43 km

5. AS COORDENADAS GEOGRAFICAS

O globo terrestre serve para localizar um determinado ponto ou regido da Terra.

O aluno deve ter acesso a um para efetuar esta localizacao.

Héa razdes praticas para se ultrapassar o estagio da localizacédo ingénua (isto €,

apontar o dedo para o lugar e dizer: é aqui! ) sendo necessério criar um sistema de
coordenadas para dar a localizacéo precisa de um ponto no globo.

Para isso utilizamos as chamadas coordenadas geograficas: latitude e

longitude.

A latitude de um ponto P é a medida do arco de meridiano que passa por P

situado entre o paralelo que contém P e o Equador. A latitude € expressa em graus,
minutos e segundos e se mede de 0° a 90° N (norte ) ou de 0° a 90° S (sul).

A longitude de um ponto P é a medida do arco de paralelo que passa por P

situado entre o meridiano que contém P e o meridiano de Greenwich. A longitude é
expressa em graus, minutos e segundos e se mede de 0° a 180° E (leste ) ou de 0° a
180° W (oeste).

10



Na figura a seguir temos que 6 = m(OEOP) é a latitude de P enquanto que
¢ = m(OGMP) é a longitude de P. Pontos sobre um mesmo paralelo possuem latitudes
iguais e pontos sobre um mesmo meridiano possuem longitudes iguais.

0: latitude de P
¢: longitude de P

Equador

Greenwich

ATIVIDADES

1. Observando um globo terrestre ou um mapa apropriado estabeleca as coordenadas
geograficas de cada uma das cidades abaixo.

Cidade Latitude Long itude
Séao Paulo
Macei6
Belo Horizonte
Nova Orleans
Chicago
Roma
Nova York
Buenos Aires
Londres
Moscou
Cairo
Toquio
Quito
Los Angeles

2. Qual a relacéo entre o raio da superficie terrestre, o raio de um paralelo e a sua
respectiva latitude?

3. Verifique que a longitude de um ponto P € a medida do arco do Equador situado
entre o meridiano que passa P e o meridiano de Greenwich.

4. Um dos primeiros fatos que um estudante de astronomia aprende é que a latitude
de um ponto da Terra localizado no Hemisfério Norte é igual a medida do
angulo que Polaris ( a Estrela do Norte ) forma com a linha do horizonte, quando
observada daquele ponto. Geometricamente, esta afirmacdo pode ser interpretada

11




da seguinte maneira. A reta NS ¢ o eixo polar da Terra, a circunferéncia C contém
um meridiano, E esta no Equador, P é o observador, a reta PH é a linha do
horizonte e m(COXPH) é a elevagdo de Polaris onde PX é paralela a NS.

A\

O fato acima equivale a dizer que m(OEOP)= m(OXPH). Mostre porque isso €
verdadeiro.

. A aceleracdo da gravidade, frequentemente denotada por g, € considerada
constante para movimentos préximos da superficie terrestre. Na verdade, porém, ¢
nao € constante, variando ligeiramente com a latitude 8. Uma boa aproximacao
para g, ao nivel do mar, é dada pela expresséo

g = 9,78049 (1 + 0,005288 sen?8 — 0,000006 sen®26) r%z

a) Utilizando uma calculadora, determine g para a latitude do lugar onde vocé
mora.

b) Expresse g apenas em fungao de sen®, isto €, elimine o angulo duplo.

c) Em que lugar da Terra o valor de g € maximo? E minimo?

. Supondo que o raio da Terra meca 6400 km, qual o comprimento de um grau de
longitude em uma latitude arbitraria 82 Em particular, qual o comprimento numa
latitude de 30°N (aproximadamente a latitude de Nova Orleans), 10°S
(aproximadamente a latitude de Maceid) e 20°S (aproximadamente a latitude de
Belo Horizonte)?

. A que latitude um grau de longitude tem comprimento igual a 48 km? A que latitude
um paralelo mede 16000 km?

. Qual a altura minima para que um satélite consiga fotografar o Brasil inteiro?
Admita que Oiapoque e Chui estdo sobre o mesmo meridiano, mas em paralelos
diferentes: a latitude de Oiapoque € 6° N e a deChui € 34° S. Suponha que o raio da
Terra meca 6400 km.

. Um astronauta encontra-se numa nave espacial que gira numa Orbita em torno da
Terra. No momento em que a nave esta 160 km acima da superficie da Terra, que

12



fracdo da superficie da Terra € visivel para o astronauta? (Esta fracdo € chamada
calota esférica e sua area € dada por 21rh, onde r = 6400 km € o raio da Terra e h
€ a altura da calota). Qual seria a fracdo visivel se a nave estivesse a 20.200 km
acima da superficie da Terra? Neste caso, quanto mede o angulo de visualizacao

sobre a Terra?

10.Zona é a regido da superficie terrestre compreendida entre dois paralelos. Utilize a

expressdo da area da calota esférica para deduzir que a area da zona delimitada
por um paralelo de latitude 6 e o Equador é dada por 2rir d = 21tr® sen, onde r é 0
raio da Terra e d é a distancia entre o plano que contém o paralelo e o plano do
Equador. Conclua dai o surpreendente fato: cortando-se uma superficie esférica em
fatias de igual espessura, as areas das zonas séo iguais, sendo indiferente que o
corte tenha sido feito perto do Equador ou perto do polo.

11.Um ponto P do globo terrestre tem latitude 6 e longitude ¢. Quais sdo as

coordenadas geograficas do ponto Q diametralmente oposto a P? Discuta cada
uma das possibilidades N/S para 6 e E/W para ¢.

RESPOSTAS

2. Iparalelo = lterra coso

5. ¢) maximo nos polos e minimo no Equador

6. aproximadamente 111,7 cos® km; 96,7 km; 110 km; 104,9 km
7.65° (NouS)e67° (Nou S), ambas aproximadamente

8. aproximadamente 410 km

9. Na figura abaixo temos x = rsena e, portanto, a area A da calota esférica é dada
por A = 21rh = 21r(r — X) = 21r%(1 — sena).

2r*(1-sena) _1-sena
41r? 2

Sendo F a fragdo visivel temos F = . Por outro lado,

como sena = L segue que F = li Para r = 6400 e d = 160 obtemos F =
r+d 2r+d

0,012 de modo que a fracao visivel é cerca de 1,2%. Para d = 20.200 obtemos F =
0,379 e a fracdo visivel é cerca de 37,9%. Neste caso a medida 2a do angulo de
visualizacdo é aproximadamente 28° .
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6. OS MOVIMENTOS DA TERRA

A Terra ndo esta parada. Ela tem dois movimentos principais: o de rotacéo, em
torno de seu eixo polar, e o de translagdo, em torno do Sol. As consequéncias desses
dois movimentos sdo muito importantes em nosso dia-a-dia.

Para dar uma volta completa em torno de seu eixo polar, a Terra leva 24 horas
ou um dia. Durante essa rotacdo, uma metade da Terra esta voltada para o Sol, do
qgual recebe luz e calor: nela entédo é dia. A outra metade néo recebe o0s raios solares:
nela é entdo noite. Assim, a sucessao dos dias e das noites é uma consequiéncia da
rotacdo da Terra.

Sob a hip6tese de que os raios solares sdo paralelos temos que, em cada
instante, a curva sobre o globo terrestre que separa o dia da noite € uma
circunferéncia maxima.

Raios

Todos os dias vemos 0 Sol aparecer no nasce nte, também chamado oriente ou
leste, subir no céu e se deitar no poente, também chamado ocidente ou oeste.
Temos a impressao de que é o Sol que caminha no céu. Na realidade, ndo € isso que
acontece. A Terra é que gira em torno de seu eixo polar da esquerda para direita, isto
€, do oeste para leste, causando a impressao do movimento do Sol. Chamamos a isso
movimento aparente do Sol.

O momento em que o0 Sol, em sua trajetoria aparente, estd mais alto no céu € o
meio-dia solar. Neste momento a sombra projetada de uma haste vertical tem o
menor comprimento possivel. O meio-dia solar para uma particular localidade ocorre
quando o meridiano que a contém corta a reta imaginaria determinada pelos centros
da Terra e do Sol.

Além de girar em torno de seu eixo, a Terra gira também em torno do Sol.
Nessa translagdo em torno do Sol, a Terra descreve uma curva eliptica denominada
Orbita. A trajetéria da orbita da Terra € chamada ecliptica e o plano que a contém é
referido como o plano da ecliptica. Para dar uma volta completa em torno do Sol, a
Terra leva 365 dias e 6 horas, isto €, pouco mais que um ano. Para corrigir essa
diferenca, foi necessario aumentar um dia no ano, a cada periodo de quatro anos.
Nesses anos, chamados bissextos, o0 més de fevereiro tem 29 dias.
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Um fato extremamente importante deve ser observado: em sua translagdo em
torno do Sol, o eixo da Terra ndo é perpendicular ao plano da ecliptica mas inclinado,
sempre na mesma direcdo, formando um angulo de 23° 27 com esta perpendicular
( veja figura abaixo ). Se o eixo da Terra fosse perpendicular ao plano da orbita,
durante qualquer dia do ano o Hemisfério Norte receberia a mesma quantidade de luz
e calor que o Hemisfério Sul. Mas, como o eixo € inclinado, os dias e as noites ndo tém
a mesma duragao em todos os lugares da Terra. Vejamos porque.

23°27'

Plano da drbita
terrestre

Observe a figura abaixo atentamente. Ela mostra as posicoes da Terra em
relacdo ao Sol ao longo do ano. Como vocé pode ver, a posicao da Terra ndo € a
mesma em todos 0s meses do ano.

Inicic do Inverno
no
Hemisfério Sul
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Apenas em duas ocasifes a circunferéncia méaxima que separa a zona
iluminada daquela que esta no escuro passa rigorosamente pelos poélos.
Aproximadamente em 21 de margo e em 23 de setembro a noite e o dia duram, em
todos os lugares da Terra, cerca de 12 horas cada um: sdo os equindcios ( noites
iguais ).

Nestas datas a reta imaginaria determinada pelos centros da Terra e do Sol
corta o globo terrestre num ponto do paralelo de latitude 0°, isto é,0s raios solares
incidem perpendicularmente sobre a linha do Equador, que recebe entdo mais
calor. Para o norte ou para o sul do Equador, o calor vai diminuindo em direcdo aos
poélos e os dois hemisférios sdo igualmente iluminados e aquecidos.

No dia 21 de marco comeca para nés ( no Hemisfério Sul ) o outono, enquanto
que para os habitantes do Hemisfério Norte é a primavera que tem inicio.

O dia 23 de setembro marca o comeco da primavera no Hemisfério Sul e o do
outono no Hemisfério Norte.

Raios __ -
Solares A<

Equador

21 de marco e 23 de setembro

Vejamos agora o que acontece de setembro a dezembro no Hemisfério Sul, de
acordo com o movimento que a Terra faz em torno do Sol.

Durante esta época, os dias vao ficando mais longos e as noites mais curtas,
até que, por volta de 21 de dezembro, temos o dia mais longo e a noite mais curta: é o
que chamamos de solsticio de verdo. A Terra inclina o Pélo Sul na direcdo mais
préxima do Sol. Nesse dia, comeca no Hemisfério Sul o verao.

O que se passa no Hemisfério Norte nessa época? Ai a situacdo se inverte: os
dias vao ficando mais curtos e as noites mais longas. A 21 de dezembro, os habitantes
daquele hemisfério tém a noite mais longa do ano e o dia mais curto: é o solsticio de
inverno. Para eles, comeca o inverno.

Vocé j4 entendeu por que isso acontece? Observe a figura abaixo. Qual
hemisfério estd mais exposto aos raios solares em 21 de dezembro? Nessa data a reta
imaginéaria determinada pelos centros da Terra e do Sol corta o globo terrestre num
ponto do paralelo de latitude 23°27’S, chamado Trépico de Capricérnio. Assim, no
solsticio de dezembro, os raios solares incidem perpendicularmente sobre o
Tropico de Capricornio que recebe entdo mais luz e calor fazendo com que o
Hemisfério Sul seja mais iluminado e mais quente que o Hemisfério Norte.
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Trop. de Cancer

Raios

Equador

Circ. Polar Antartico
21 de dezembro

Vocé ja percebeu o que acontece nas regifes polares em 21 de dezembro?
Nesse dia, os raios solares néo ultrapassam o limite do paralelo de latitude 66° 33'N
chamado Circulo Polar Artico. Os pontos situados entre o Circulo Polar Artico e o Pélo
Norte ficam inteiramente no escuro, independentemente da sua longitude. Nao ha
assim dia, e a noite tem duragéo de 24 horas.

Enquanto isso, no Hemisfério Sul, a zona situada entre o Circulo Polar
Antértico, paralelo de latitude 66° 33’S, e o Pdlo Sul fica iluminada durante 24 horas.
N&o h& assim noite, e o dia tem duracéo de 24 horas.

Vamos agora acompanhar o movimento da Terra de marco até junho. Nessa
época, o Hemisfério Sul vai ficando cada vez menos exposto aos raios solares, ao
contrario do Hemisfério Norte. Assim, no Hemisfério Sul onde moramos, os dias vao
ficando mais curtos e as noites mais longas até que, por volta de 21 de junho, temos a
noite mais longa do ano: é o0 nosso solsticio de inverno. Nessa data tem inicio para
nés o inverno.

No Hemisfério Norte, a data 21 de junho marca o dia mais longo do ano: é o
solsticio de veréo, ou inicio do verdo. A Terra inclina seu P6lo Norte na direcdo mais
préxima do Sol. A reta imaginaria determinada pelos centros da Terra e do Sol corta o
globo terrestre num ponto do paralelo de latitude 23°27'N, chamado Trépico de
Cancer. Logo, no solsticio de junho, os raios solares incidem perpendicularmente
sobre o Tropico de Cancer e o Hemisfério Norte é, portanto, mais iluminado e mais
guente que o Hemisfério Sul.

Circ. Polar Artico

> Trép. de Cancer

Equador

Raios ~~77" —>-
Solares -—--- —>

Trdp. de Capricornio

Circ. Polar Antartico

21 de junho

Vejamos 0 que ocorre nas regides polares nesta época. A zona situada entre o
Circulo Polar Antartico e o Pdlo Sul ndo ¢é atingida pelos raios solares e a noite dura 24
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horas, enquanto que a situada entre o Circulo Polar Artico e o P6lo Norte permanece
iluminada durante 24 horas. Nao ha noite e o dia tem duracédo de 24 horas.

ATIVIDADES

1.

A Terra gira 360° em torno de seu eixo em 24 horas. Quantos graus de longitude a
reta determinada pelos centros da Terra e do Sol cruza a cada hora? E a cada
minuto?

2. Vocé esta numa localidade cujo meio-dia solar ocorreu 6 horas e 8 minutos depois
do meio-dia solar em Greenwich. Qual é a sua longitude?

3. Quanto tempo depois do meio-dia solar em Greenwich ocorre 0 meio-dia solar em
Séao Paulo? Qual a diferenca de tempo entre o meio-dia solar em S&o Paulo e em
Roma?

4. A variagdo sazonal no tempo de duracdo do dia pode ser modelada por uma
sendide. O dia em Nova Orleans tem cerca de 14 horas no solsticio de verédo ( 21
de junho ) e cerca de 9 horas e 20 minutos no solsticio de inverno ( 21 de
dezembro ). Nos itens abaixo desconsidere a possibilidade de um ano bissexto.

a) Esboce o grafico do numero h de horas dos dias de Nova Orleans como funcéo
do nimero x de dias a partir de 21 de marco.

b) Encontre uma expressao para h como fungéo de x, determinando A, B e w de
modo que h(x) = A + B sen(wx). (Sugestdo: Calcule w sabendo que h é uma
funcdo periédica de periodo 365. A seguir, obtenha B usando os valores
maximo e minimo da funcéo h.)

c) Sejay o numero de dias apés 1° de janeiro. Encontre uma expressao para h
como fungéo dey.

d) Que dias do ano tem duracédo aproximada de 13 horas em Nova Orleans?

RESPOSTAS

1. 15°;0,25°

2. 92°W

3. 3 horas e 8 minutos; 3 horas e 56 minutos

4. b)h(x) = 12+~ senP™E

3  [B65C

7. OS FUSOS HORARIOS

No momento em que for meio-dia em S&o Paulo, sera também meio-dia em

todos os lugares situados ao longo do meridiano que passa por Sao Paulo: é o que
chamamos hora verdadeira. Todas as localidades situadas sobre um mesmo
meridiano tém a mesma hora verdadeira.

Assim, se é meio-dia em Belo Horizonte, isto &, se o Sol sobre Belo Horizonte

estd em seu ponto mais alto no céu, o mesmo ndo acontecera em Brasilia. Isso ocorre
porque Belo Horizonte esta no meridiano de longitude 44°W, enquanto Brasilia
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encontra-se no meridiano de longitude 48° W. Portanto, meio-dia em Brasilia ocorrera
um pouco depois do meio-dia em Belo Horizonte ( lembre-se que a Terra gira em torno
de seu eixo polar da esquerda para direita ). Afinal, se em Belo Horizonte é
exatamente meio-dia, qual sera a hora verdadeira em Brasilia? Para responder essa
pergunta basta repetir o argumento utilizado na atividade 3 do paragrafo anterior.
Assim, a hora verdadeira ndo € a mesma em Belo Horizonte, Brasilia ou Sao
Paulo. Vocé j& imaginou a confusdo que seria se cada lugar tivesse uma hora
diferente, mesmo se tratando de lugares proximos uns dos outros? Cada vez que

viajassemos para leste ou para oeste teriamos que mudar varias vezes 0s ponteiros do
relogio.

Para tornar as coisas mais simples, foi necessario dividir o globo em 24 partes
aproximadamente iguais, uma vez que a Terra leva 24 horas para efetuar seu
movimento de rotacdo. Resultou assim o que chamamos de fusos horarios. Cada
fuso horario corresponde a uma faixa limitada por dois meridianos, distantes 15° um do
outro ( observe que 360° : 24 =15° ).

Dessa forma, embora haja diferenca na hora verdadeira das localidades
situadas dentro de um mesmo fuso horario, a hora marcada nos relégios sera a
mesma para todas essas localidades. E o que chamamos de hora oficial. Assim, Rio
de Janeiro, Brasilia, Belo Horizonte, Sdo Paulo, embora sejam cidades situadas em

meridianos diferentes, por encontrarem-se no mesmo fuso horario ttm a mesma hora
oficial.

Conforme mostra a figura abaixo, paises pouco extensos no sentido da
longitude, como a Italia e o Paraguai, ttm um unico fuso horario. Mas paises muito
extensos possuem varios fusos horarios: os Estados Unidos, por exemplo, possuem
quatro fusos. Pesquise num atlas geogréafico a situacdo da hora oficial no Brasil.

% »5"41;/,,.

B e

[

THTERRATICRIAL DATA LIME
PSTERMATIONAL DATA LINE

il e slals|slalalalalo a2l vl |+7] s8]0 [0l
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ATIVIDADES

Fuso € a regido da superficie terrestre compreendida entre dois meridianos.
Calcule a area do fuso limitado pelos meridianos de longitude 20°E e 40°W.
(Sugestao: A area de um fuso é proporcional a sua abertura.)

Indo-se de Oeste para Leste, deve-se adiantar o relégio de uma hora cada vez que
se ultrapassa um limite de fuso horario. Utilizando-se um avido bastante rapido,
pode-se partir de Greenwich a zero hora do sabado, e chegar ao seu meridiano
oposto as 24 horas (tempo local). Nessa altura, serdo 12 horas do sabado em
Greenwich. Continuando com a mesma velocidade, o viajante completara a volta,
podendo chegar em Greenwich as 24 horas do sédbado; mas seu relégio,
modificado somente em funcéo dos fusos horarios marcara 24 horas de domingo!
Como resolver este problema?

Um piloto sai de uma cidade A de latitude 40°N as 12 horas e 15 minutos (hora
local verdadeira). Ele voa no rumo leste a uma velocidade média de 1000 km/h
permanecendo o tempo todo na mesma latitude. Seu destino B é alcancado apdés
percorrer 3000 km. Supondo que o raio da Terra meca 6400 km, qual a hora local
verdadeira em B?

RESPOSTAS

1.

27> ) .
onder é o raio da Terra

2. pesquise sobre a “linha internacional de data”

4.

17 horas e 35 minutos
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8. O ANGULO DE ELEVACAO DO SOL E A ENERGIA SOLAR

Vimos anteriormente que as estacdes do ano sdo conseqiéncia da inclinacéao
do eixo da Terra em relacdo a perpendicular ao plano da ecliptica. A relacéo entre esta
inclinacdo e a quantidade relativa de energia solar recebida por localidades com
diferentes latitudes € uma questao do mundo real que sera agora analisada.

A grande maioria da energia solar nunca alcanca a superficie da Terra. Porém,
a intensidade de radiacéo que a alcanca varia de acordo com o chamado angulo de
elevacao do Sol.

Na figura abaixo, a circunferéncia C contém o meridiano que passa por uma
localidade P do globo terrestre e t € a reta tangente a C em P. O menor angulo
formado pelos raios solares e pela reta t € chamado o angulo de elevagdo do Sol ao
meio-dia solar em P.

a: angulo de elevagao do
Sol em P

Raios
Solares

Nesta parte do curso, iremos calcular a intensidade relativa solar que alcanca a
superficie da Terra em diferentes localidades do mundo e em diferentes épocas do
ano. Para nossos propositos, intensidade relativa € definida como a razdo da
intensidade de radiacdo solar incidente na superficie pela intensidade de radiacéo se
os raios incidissem perpendicularmente a superficie ( angulo de elevacdo com medida
igual a 90° ).

Vocé ja reparou que a luz solar parece mais quente quando o Sol esta a pino?
Vocé é capaz de explicar por que ao meio-dia de um dia claro de verdo é muito mais
guente que a noite ou a manha do mesmo dia? O que faz o inverno frio e 0 veréo
guente? As respostas a todas estas perguntas estdo relacionadas com o angulo de
elevacao do Sol. Veremos a seguir que quanto mais préximo de 90° a medida deste
angulo estiver, maior a intensidade da radiacdo solar. Apesar disso, muitas vezes é
mais quente as 15:00 horas que ao meio-dia pois, embora a superficie da Terra receba
mais energia solar ao meio-dia, a energia acumulada na atmosfera, desde manha até
este horario, frequentemente torna estas horas as mais quentes do dia.

A atividade seguinte oferece um bom modelo para quantificar a relacéo entre a
medida do angulo de elevacdo do Sol e a intensidade relativa da radiacdo solar
recebida por uma particular cidade. Escureca a sala e acenda uma lanterna sobre um
pedaco de papel branco A. Toda a area do papel sera iluminada pela posicédo
perpendicular da lanterna. Cologue um outro pedaco de papel idéntico na frente de A,
mas incline-o de maneira como mostrada por B. Discuta qual posi¢ao de papel, A ou B,
recebe mais energia luminosa. Observe a sombra que B projeta em A, quando B é
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mais e mais inclinado. Note que a diminuicdo da sombra indica que a quantidade de
luz sobre B esta diminuindo. A quantidade de energia luminosa recebida pelo papel
inclinado € a mesma recebida por C, onde C é paralelo a A.

Na figura abaixo, a ilustracdo da esquerda mostra a visdo lateral quando os
raios solares atingem A verticalmente, ou perpendicularmente a superficie. As
ilustracbes do meio e da direita mostram a quantidade relativamente menor de energia
que a folha de papel recebe quando o angulo a de elevacao do Sol é reduzido. Quanto
mais o papel € inclinado, menos energia luminosa ele recebe. Nas ilustracdes
anteriores, A e B sdo na realidade areas retangulares, mas como as larguras destas
areas sdo as mesmas, podemos desconsidera-las e levar em conta apenas 0s
comprimentos mostrados na figura abaixo.

e _— e
—_— —_— —_—
A
B B
— —>|C —
c
—_— —_— a —> | a /

O comprimento de B € a medida da hipotenusa do triangulo retangulo, a é a
medida do angulo de elevacdo do Sol e o comprimento de C € a medida do lado
oposto a a. A razao entre o comprimento de C e o comprimento de B, que depende do
angulo de elevacéo e é igual a sena, nos da uma medida para a intensidade relativa
da luz solar. Se o comprimento de B é tomado como 1, entdo sena = C/1 = C. Por
exemplo, se o angulo do papel B mede 90°, isto €, B é perpendicular a dire¢do da luz
solar, entdo sen90° = 1 e a intensidade relativa da luz solar é 1 ou, em porcentagem,
100%. Como sen80° = 0.9848, temos que quando o angulo de elevacdo mede 80°, o
papel recebe aproximadamente 98% da radiacao solar disponivel.

Neste modelo, o pedaco de papel representa uma area da Terra e 0 angulo do
papel representa o angulo de elevacdo do Sol. Quando o Sol se torna visivel pela
primeira vez de manhd, uma certa &area recebe a luz solar sob um &ngulo
extremamente pequeno e a intensidade relativa da radiacdo solar é pequena nesta
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area. Quando é meio-dia a luz solar € inclinada ao minimo, ou esta perto de se tornar
vertical. Ao fim do dia, os raios solares incidem na Terra novamente com 0 menor
angulo possivel. Isto explica porqué a luz solar pela manh& ou pela tarde ndo € téo
guente quanto ao meio-dia.

ATIVIDADE

Seja a a medida do angulo de elevacdo do Sol ao meio-dia solar em P e 3 a medida
do angulo de elevacdo do Sol ao meio-dia solar no Equador, ambas consideradas num
mesmo dia. Quais as expressoes relacionando a, B e a latitude 6 de P? Existem duas
possiveis respostas conforme P seja um ponto do Hemisfério Norte ou Sul.

8.1 O ANGULO DE ELEVACAO DO SOL NOS EQUINOCIOS

Vamos calcular a medida desse angulo ao meio dia solar nos dias de
equindcios de primavera e outono. Como vimos anteriormente, nesses dias 0s raios
solares incidem perpendicularmente sobre o Equador. Tomemos, por exemplo, a
cidade de Porto Alegre localizada a 30° de latitude sul.

Na figura abaixo, a reta PB é tangente a Terra no ponto P, que representa Porto

Alegre, O € o centro da Terra e C é um ponto da reta OP com P entre C e O. Como
m(OBOP) = 30 temos m(CJAPC) = 30 (sdo angulos correspondentes no contexto de

retas paralelas — note que AP e BO séo paralelas aos raios solares). Logo m(CJAPB) =
60 uma vez que OBPC é reto.

O angulo de elevacdo do Sol ao meio-dia solar mede entdo 60° durante os
equindcios de primavera e outono em Porto Alegre e também em todas as localidades
gue estao situadas a 30° de latitude sul. Note que o angulo de elevacédo do Sol nesses
dias e a latitude sdo angulos complementares. Para calcular a intensidade relativa da
radiagcdo solar encontre sen 60°. Uma calculadora mostrara aproximadamente 0,8660,
indicando que a intensidade de Sol em Porto Alegre nos dias de equindécios € cerca de
86% da que seria se os raios solares incidissem perpendicularmente a superficie, ou
ainda, 86% da intensidade do Sol que atinge o ponto E localizado sobre o Equador e
gue tem a mesma longitude de Porto Alegre.

N

/ \( Trdp. de Cancer
--------- >

/ AZ Equador \B Equador
_________>\ ] 300

K)( . /

Trop. de Capricornio C

S
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Pelo mesmo método, podemos calcular a intensidade relativa da radiagéo solar
recebida por qualquer cidade cuja latitude seja conhecida. Por exemplo, Santa Cruz,
Argentina, esta localizada a 50° de latitude sul. Portanto, o angulo de elevagéo do Sol
ao meio-dia solar nos dias de equinécios mede 90° — 50° =40°.

Para calcular a intensidade relativa da radiacdo solar que a cidade recebe
nesses dias, encontre sen40°. A calculadora mostrara aproximadamente 0,6427. A
intensidade relativa da radiacdo solar € cerca de 64% ao meio-dia solar em Santa
Cruz, nos equinécios de primavera e outono.

ATIVIDADE

Complete a tabela abaixo, obtendo a intensidade relativa da radiacédo solar ao meio-dia
solar nos dias de equinécios.

Cidade Latitude | Angulo de elevagdo do Sol |Intensidade Relativa
Recife, Brasil 8°S
Cuiaba, Brasil 16°S
S&o Paulo, Brasil 23°S
Melbourne, Austrdlia 38°S
Quito, Equador 0°
Miami, EUA 26°N
Madri, Espanha 41° N
Oslo, Noruega 60° N
Barrow, Alaska 71°N

8.2 0 ANGULO DE ELEVACAO DO SOL NOS SOLSTICIOS

Vamos agora calcular a medida do angulo de elevacéo do Sol ao meio-dia solar
no dia de solsticio de junho. Sabemos que nesse dia 0s raios solares incidem
perpendicularmente sobre o Tropico de Cancer, que esta aproximadamente a 23° 30’
de latitude norte.

Trép. de Cancer

Equador
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Trép. de Cancer

Trdp. de Cancer

Equador Equador

A ilustracdo da esquerda na figura acima mostra o angulo de elevacédo do Sol

em Cleveland ( EUA ) localizada a 41° de latitude norte. A reta PB & tangente a Terra
no ponto P que representa Cleveland , O é o centro da Terra e C € um ponto da reta

ﬁ’, com P entre C e O. Como AP e BO s&o paralelas aos raios solares temos
m(JAPC) = m(OBOP) = m(OEOP) — m(EOB) = 41° —23°30’ = 17° 30

Uma vez que o angulo OBPC é reto segue que [JAPB, que é o angulo de
elevacdo do Sol ao meio-dia solar, tem medida

90° -17°30’=72°30'.

Cleveland e outras cidades localizadas a 41° de latitude norte recebem o maior
brilho solar direto do ano durante o dia de solsticio de junho, quando o angulo de
elevacdo do Sol mede 72° 30’ ao meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da
radiacdo solar que atinge Cleveland a esta hora encontre sen72°30’. A calculadora
mostrara aproximadamente 0,9537 indicando que Cleveland recebe cerca de 95% da
radiacdo solar que incidiria se o angulo fosse de 90° ao meio-dia nosolsticio de junho,
ou ainda, 95% da intensidade do Sol que atinge o ponto D localizado sobre o Trépico
de Cancer e que tem a mesma longitude de Cleveland.

A ilustracdo da direita na figura acima mostra o angulo de elevacédo do Sol em
Porto Alegre. A reta PB é tangente a Terra no ponto P que representa Porto Alegre, P

esta C e O com AP e BO sendo paralelas aos raios solares. Como P esta no
Hemisfério Sul, a medida do angulo (OBOP € igual a

m(OEOP) + m(JEOB) = 30° + 23° 30’ = 53° 30’

e, pela congruéncia de angulos correspondentes no paralelismo, m(OAPC) = 53° 30'.
Portanto, JAPB, que é o angulo de elevacdo do Sol ao meio-dia solar, tem medida

90° - 53° 30’ = 36° 30’

Porto Alegre e outras cidades localizadas a 30° de latitude sul recebem o menor
brilho solar direto do ano durante o dia de solsticio de junho, quando o angulo de
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elevacdo do Sol mede 36° 30’ ao meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da
radiacdo solar que atinge Porto Alegre a esta hora encontre sen36° 30’. A calculadora
mostrara aproximadamente 0,5948 indicando que Porto Alegre recebe cerca de 59%
da radiacdo solar que incidiria se o angulo fosse de 90° ao meio-dia no solsticio de
junho, isto é, 59% da intensidade do Sol que atinge o ponto D localizado sobre o
Trépico de Cancer e que tem a mesma longitude de Porto Alegre.

Equador

Trdp. de Capricornio

Analogamente podemos calcular a medida do angulo de elevagdo do Sol ao
meio-dia solar no dia de solsticio de dezembro. Nesse dia os raios solares incidem
perpendicularmente sobre o Trépico de Capricornio, que estd aproximadamente a
23° 30’ de latitude sul.

Equador

Trép. de Capricdrnio Trép. de

Capricdrnio

A ilustracdo da esquerda na figura acima mostra o angulo de elevacédo do Sol
novamente em Cleveland. A reta PB € tangente a Terra no ponto P que representa

Cleveland, P esta entre C e O com AP e BO sendo paralelas aos raios solares. Como
P estd no Hemisfério Norte, a medida do &ngulo [JBOP ¢ igual a

m(OEOP) + m(OEOB) = 41° + 23° 30’ = 64° 30’

e, pela congruéncia de angulos correspondentes no paralelismo, m(OAPC) = 64° 30'.
Portanto, JAPB, que é o angulo de elevacao do Sol ao meio-dia solar, tem medida

90° — 64° 30’ = 25° 30'.
Cleveland e outras cidades localizadas a 41° de latitude norte recebem o menor

brilho solar direto do ano durante o dia de solsticio de dezembro, quando o angulo de
elevacdo do Sol mede 25° 30’ ao meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da
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radiacdo solar que atinge Cleveland a esta hora encontre sen25°30’. A calculadora
mostrara aproximadamente 0,4305 indicando que Cleveland recebe cerca de 43% da
radiagdo solar que incidiria se o angulo fosse de 90° ao meio-dia no solsticio de
dezembro, ou ainda, 43% da intensidade do Sol que atinge o ponto D localizado sobre
o Tropico de Capricérnio e que tem a mesma longitude de Cleveland.

A ilustracdo da direita na figura acima mostra o angulo de elevagcéo do Sol em
Porto Alegre. A reta PB é tangente a Terra no ponto P que representa Porto Alegre, P

esta entre C e O com AP e BO sendo paralelas aos raios solares. Como P esta no
Hemisfério Sul, a medida do angulo OBOP € igual a

m(OEOP) — m(OEOB) = 30° — 23° 30’ = 6° 30’

e, pela congruéncia de angulos correspondentes no paralelismo, m(OAPC) = 6° 30'.
Portanto, JAPB, que é o angulo de elevacao do Sol ao meio-dia solar, tem medida

90° - 6° 30’ =83°30'.

Porto Alegre e outras cidades localizadas a 30° de latitude sul recebem o maior
brilho solar direto do ano durante o dia de solsticio de dezembro, quando o angulo de
elevacdo do Sol mede 83° 30’ ao meio-dia solar. Para obter a intensidade relativa da
radiacdo solar que atinge Porto Alegre a esta hora encontre sen83° 30'. A calculadora
mostrara aproximadamente 0.9935 indicando que Porto Alegre recebe cerca de 99%
da radiac@o solar que incidiria se o angulo fosse de 90° ao meio-dia no solsticio de
dezembro, isto €, 99% da intensidade do Sol que atinge o ponto localizado sobre
Trépico de Capricornio e que tem a mesma longitude de Porto Alegre.

Vimos nessa secéo de que maneira a latitude de um ponto pode ser usada para
calcular o angulo de elevacdo do Sol ao meio-dia solar naquele ponto em
determinadas épocas do ano. Sob certas condi¢des, esse processo pode ser invertido
obtendo-se a latitude a partir do angulo de elevagao do Sol (veja atividade 2 a seguir).

ATIVIDADES

1. Complete a tabela abaixo, obtendo a intensidade relativa da radiacdo solar ao meio-
dia solar nos dias de solsticios.

Solsticio de Junho Solsticio de Dezembro
Cidade Latitude | Angulode Intensidade Angulode | Intensidade
elevacado do Relativa elevacado do Relativa
Sol Sol
Rio Branco, Brasil 10°S
Séo Paulo, Brasil 23°S

Melbourne, Australia 38°S

Santa Cruz, Argentina | 50°S

Quito, Equador 0°
Sao José, Costa Rica 10° N
Miami, EUA 26° N
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Paris, Franca 49° N

Forel, Groelandia 66° N

2. No dia 26 de janeiro de 2004 as seguintes medidas foram tomadas numa
localidade desconhecida P da regido sul do Brasil.

» altura de uma haste vertical = 35 cm
e comprimento da menor sombra projetada = 5,4 cm
* horario local da menor sombra = 12 horas 25 minutos 56 segundos

Consultando um almanaque sabe-se que nesse dia 0s raios solares incidem

perpendicularmente sobre o paralelo de latitude 18°45’S e que o meio-dia solar em

Greenwich ocorre as 12 horas 12 minutos 36 segundos. Sabe-se ainda que o

horario na localidade P € o de Greenwich diminuido de 3 horas.

a) Determine o tempo decorrido entre o meio-dia solar em Greenwich e o meio-dia
solar em P.

b) Calcule a longitude de P.

c) Determine a medida do angulo de elevacdo do Sol ao meio-dia solar naquele
dia.

d) Calcule a latitude de P.

e) Consulte um globo terrestre ou um atlas geografico para identificar a localidade
desconhecida P.

9. A SUPERFICIE ESFERICA EM COORDENADAS CARTESIANAS

A partir desta secdo trabalharemos num sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas com origem O.

Dado um ponto P = (x,y,z) do espaco, uma dupla aplicagdo do teorema de
Pitagoras mostra que a distancia de P a O é expressa por

d (P,0) = x? +y? + 72

VXEHYE 2R < P=(xy,2)
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Mais geralmente, a distancia entre os pontos P = (x,y,z) e C = (u,v,w) é dada
pela férmula

d (P,C) = (X —u)? +(y = V)> +(z-w)?.

Sendo r um numero real positivo, a superficie esférica S de centro C = (u,v,w) e
raio r € o conjunto dos pontos P = (x,y,z) tais que

(1) (X=u?+(y-v)’+(z-w?=r"

A equacdo (1) acima é denominada equacdo reduzida de S. Assim, por
exemplo, (x + 1)> + (y — 2)> + z? = 4 é a equacdo reduzida da superficie esférica de
centro C =(-1,2,0) e raio r= .4 =2,

Desenvolvendo os quadrados em (1), obtemos

2) X+ Y+ 22— 2xu—2yv—2zZWw+ U* + V2 + Wi —r*= 0
gue € uma equacéo da forma
(3) X*+y*+z2+ax+by+cz+d=0

onde a,b,c,d s&o numeros reais.
A equacéo (2) € chamada equacédo geral de S. Assim, a superficie esférica de
centro C = (=1,2,0) e raio r = 2 tem como equacao geral x> + y* + z° + 2x — 4y +1 = 0.

Dada uma equacao da forma (3) como decidir se ela € a equacdo geral de
alguma superficie esférica S? Em caso afirmativo, quais as coordenadas do centro e
qgual o raio de S?

Considerando, por exemplo, a equacdo x>+ y?+z>+4x—-2y-6z+8=0, a
idéia € completar os quadrados e colocar (3) na forma (1). Assim:

o X HAX=XPH22X =X+ 22X+ 2222 = (x+2)° -4
. y2—2y=y2—2y+12—12=(y—12)2—1
e 7°—-6z=72°-232=7°-232+3°-3?=(z-3)*-0.

Substituindo na equacado dada obtemos (x +2)°—4 + (y—1)>-1+(z-3)*>- 9
+8=0, ou seja, (x +2)*+ (y—1)*+ (z-3)*°=6.

Trata-se, portanto, de uma superficie esférica de centro C = (-2,1,3) eraio r =
V6.

Repetindo-se 0 mesmo argumento para a equacao x° + y? + z2 — 2x — 4y + 10 =
0 obtemos (x — 1)*+ (y — 2)*+ z° = — 5 (faca vocé ).

Como uma soma de quadrados nunca € um namero negativo concluimos que
nenhum ponto do espaco tem coordenadas (Xx,y,z) satisfazendo a equacdo acima.
Trata-se, portanto, do conjunto vazio.

Ja a equacdo x°+ y? + z°— 2x — 4y — 6z + 14 = 0 pode ser escrita como (x — 1)* +
(y — 2)*>+ (z—3)*=0 cuja Unica solucéo é o ponto de coordenadas (x,y,z) = (1,2,3).

O resultado a seguir desempenhara um papel importante no préximo paragrafo
onde discutiremos a fundamentacdo matematica do funcionamento do GPS.
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Teorema 9.1. Se quatro superficies esféricas se intersectam e seus centros sdo ndo
coplanares entdo essa interseccao consiste de um Unico ponto.

Prova.

Sejam S;, S,;, S;3 e S, superficies esféricas de centros C;, Cp;, C3 e Cy,
respectivamente. Mostraremos que se Sy n S, n Sz n Sy # 0 e Cq, Cy, C3, C4 sd0 néo
coplanares entdo S; n S, n Sz n S4 = {P}.

Sendo x* + y* + z® + ax + bjy + ¢z + d, = 0 as equagdes gerais de S;, onde j = 1,
2, 3, 4, ao subtrairmos essas equacdes duas a duas obtemos equacdes lineares em X,
y € Z uma vez que os termos X%, y° e z% séo eliminados.

Uma tal equacado linear determina o plano que contém a correspondente
interseccéo. Por exemplo, subtraindo as equacdes de S; e S, obtem-se uma equacéo
do plano que contém S; n S,.

Considerando-se os planos que contém S; n Sy, S; n Sz e S; n S, temos que
seP=(x,y,2z)estaem S; n S, n Sz n Sy entdo (x, Yy, z) é a solu¢cdo do sistema linear

(ap—ag)x+ (b1 —by)y + (c1—c2)z+ (d1—dz) =0
(*) (ap —ag)x + (b1 —bg)y + (c1—c3)z + (dy—d3) =0
(ar—ag)x+ (by—bg)y+(c1—cCq)z+(d1—dyg) =0
A prova do teorema estara terminada se mostrarmos que o sistema (*) tem uma
Unica solucdo pois a existéncia de dois pontos distintos em S; n S, n Sz n Sy
acarretariam duas solucdes distintas do sistema linear (*).

Sendo C; = (u;, vj, wj) o centro de S;, j = 1, 2, 3, 4, comparando as equagoes (2) e
(3) acima temos a; = — 2uj, b; = — 2v;, ¢; = — 2w; de modo que

ap—a; bi—b, ci1—c U—Ug Vo—Vi Wo—W;
a; — as bl—b3 Ci1—C3z | = 8 Us—UuU; Vz—Vp W3— W1 .
a; —ag bl— b4 C1—Cy Usg— Uy Vg—Vp W4 — W1

Como C4, C,, C3, C4 sdo néo coplanares segue que o determinante a direita é
nao é nulo e, portanto, (*) é um sistema linear com determinante ndo nulo tendo assim
uma Unica solucéo.

O

Evidentemente o simples fato do sistema linear (*) ter uma Unica solucéo,
significando que os centros s&o ndo coplanares, ndo acarreta necessariamente que a
interseccdo das quatro superficies esféricas consiste de um Unico ponto P. Em outras
palavras, a hipétese S; n S, n S3 n S; # 0 é essencial para a validade do teorema.

A eventual solucdo de (*) nos dara o procurado ponto P desde que pertenca
simultaneamente as quatro superficies esféricas S;, S, S; e Sa.

Considere, por exemplo, as superficies esféricas abaixo.
Sq1: centro (0, 0, 1) e raio +/2
S,: centro (0, 3, 0) e raio J10
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Ss: centro (2,0,0) eraio 1
S, centro (0, 0,0) eraio 1

Seus centros sdo ndo coplanares e o sistema linear (*), neste caso dado por

6y —2z=0
4x —-22-4=0
-2z =0,

tem como Unica solucdox=1,y=0e z=0.
Uma verificagdo simples mostra que o ponto P = (1, O, 0) pertence
simultaneamente a S;, Sy, S; e S, de modo que S; n S, n Sz n S4={(1, 0, 0)}.

Vejamos agora a relacdo entre as coordenadas geograficas e as coordenadas
cartesianas.

Para tanto consideramos um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas
com origem O no centro da Terra, 0 eixo Oz positivo apontando na direcdo do Pdlo
Norte N, o plano Oxy sendo o plano do Equador com o eixo Ox positivo cortando o
meridiano de Greenwich e o eixo Oy positivo cortando o meridiano de longitude 90° E.

Dado um ponto P = (x,y,z) do espaco, sejam 6 e ¢ os angulos assinalados na
figura abaixo.

(0,0,z2) =B
6 = m(CAOP) P=(x,Y,2)
¢ = m(OCOA)
0 Na
3 /
(x,0,0) =C

y A=(x,y,0)

Quando P esta sobre a superficie terrestre os angulos 6 e ¢ acima indicados
correspondem exatamente a latitude e longitude do ponto P como anteriormente
definidos na secao 5.

A diferenca entre OP =,/x* +y? +z*> e o raio da Terra é chamada a elevacéo
(ou altitude) de P = (x,y,2).

No triangulo retangulo AOPB da figura acima temos cos(90 — 0) = 08 =

OP
z z

e, como cos(90 — B) = sen, segue que senb = .
\/Xz +y2 + 72 /X2 +y2 + 72
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Esta expressao atribui a 8 um unico valor entre 0 e 90 quando z > 0 e um Unico
valor entre =90 e 0 quando z < 0. No primeiro caso dizemos que a latitude de P é 68° N
enquanto que no segundo a latitude de P é (-6)° S.

Por outro lado, no triangulo retangulo AOAC temos
AC y 0C _ X

senp =— =——— e CoSPp = — =———.
0A X2 +y2 0A X2 +y2

Estas expressfes definem um anico ¢ entre 0 e 180 quando y > 0 e dizemos
gue a longitude de P € ¢° E. Quando y < 0,¢ assume um unico valor entre —180e O e,
neste caso, a longitude de P é (—¢)° W.

Como exemplo, vamos determinar as coordenadas geograficas do ponto P

cujas coordenadas cartesianas sdo dadas por P = (3\/5 10% —-3.10% 643 .10°).
Considere como unidade de medida o metro.
Temos x* + y? + z° = 27.10" + 9.10'% + 108.10"2 = 144.10" e x* + y* = 27.10"* +

6
9.10% = 36.10"%. Logo senb = 61\5—1102 = ? e, portanto, 0 = 60.
6 6
Como sen¢ = - 2186 = —% e cos¢ = 3\6/§T1?: ? obtemos ¢ =-30.

Assim as coordenadas geogréficas de P sdo 6 = 60° N e$ = 30°W. Supondo o
raio da Terra igual a 6,4.10° metros temos que a elevacéo de P mede 12.10° — 6,4.10°
=5,6.10° metros.

O processo acima pode ser invertido: conhecendo-se a latitude 0, a longitude ¢
e a elevacdo de um ponto P, podemos determinar suas coordenadas cartesianas x, y e
z.

Como antes interpretamos as designacdes N/S para 6 e E/W para ¢ como
positivas/negativas, respectivamente. Por exemplo, um ponto com latitude 40°N e
longitude 70°W terd® = 40° ed = —70° enquanto que um ponto com latitude 40° S e
longitude 70° E tera® = —40° e¢ = 70°.

A partir da elevacdo de P obtemos o valor de /x*> +y® +z° que denotaremos
z
por r. Logo senB = — e, portanto, z = r senb.
r

X2 + y2
Por outro lado, como cos6 = sen(90 — ) = ——— segue que
r

X = 4/X> +Yy? cosp =rcosBcosp e y=,Xx>+y> send =r cosO seng.

Para referéncia futura repetimos no quadro abaixo as relacdes entre as
coordenadas geograficas e as coordenadas cartesianas.

X =r cos6 cos¢
y =r cosB sen¢
z=rsenb
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ATIVIDADES

1. Determine a equacao geral de cada uma das superficies esféricas abaixo.
S;: centro (5,5,15) e raio 13.
S,: centro (4,2,5) e raio 3.
Sas: centro (5,1,7) e raio 5.
S, centro (0, -2, -3) e raio 7.

2. Verifiqgue se as equacfOes dadas abaixo sdo equacdes gerais de superficies
esféricas. Em caso afirmativo, determine o centro e o raio.
a) X2+ Y+ 22— 4x+ 6y +2z-2=0.
b) x*+ y*+ z2— 2x + 2y = 0.
c) X°+y?+ 22— 10x + 2y — 6z + 35 = 0.
d) xX*+y?+ 22— 2x + 4y + 15 = 0,

3. Obtenha uma equacéo da superficie esférica de centro C = (3, -2,5) que é:
a) tangente ao plano Oxy;
b) tangente ao plano Oyz;
c) tangente ao plano Oxz.

4. Considere as quatro superficies esféricas dadas na atividade 1 acima. Determine
as equacdes dos planos que contém S; n Sy, S; n Sz e S; n S, Resolva o sistema
linear obtido e ache o ponto de interseccdo desses trés planos. Verifique que esse
ponto pertence simultaneamente as quatro superficies esféricas S;, S,, Sz e Sq.

5. Determine as coordenadas geogréficas e a elevacdo dos seguintes pontos do
espaco ( considere as coordenadas cartesianas dadas em metros e o raio da Terra
medindo 6,4.10° metros ):

a) P =(3+3.10° 3.10°% —6+3.10%;

b) P =(=3+/3.10°% —-3.10°% —6+/3 .10°%);
¢) P =(-3.10°% 3+/3.10°, 6.10°);

d) P =(3.10% —3+/3.10° 6.10°).

RESPOSTAS

1. Sy x?+y?+27z°—10x — 10y — 30z + 106 = 0
Sy x2+y?+22—8x—4y—102+36=0
S x> +y? + 22— 10x -2y -14z + 50 = 0
Sy X2 +y?+722+4y+62-36=0

4. P=(2,1,3)

10. A MATEMATICA DO GPS

A sigla GPS nada mais € do que a abreviatura para Global Positioning
System. Trata-se de uma constelacdo de vinte e quatro satélites, orbitando em torno
da Terra a uma altura aproximada de 20.200 km acima do nivel do mar, permitindo a
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receptores determinar a sua posi¢cao em qualquer lugar sobre a Terra com uma notavel
precisao.

O projeto foi iniciado em 1973 pelo Departamento de Defesa dos Estados
Unidos com o propésito de que aeronaves e navios militares pudessem determinar, em
qgualquer circunstancia de tempo, sua posicao exata. Ajuda no lancamento de misseis
e a localizagcdo de tropas terrestres em movimento foram outras necessidades que
motivaram tal projeto.

Os projetistas do GPS também o planejaram para uso civil, porém, com
precisdo menor do que para as operacdes militares.

O sistema NAVSTAR (abreviatura para Navigation Satellite Timing and
Ranging), nome oficial dado pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos ao
GPS, consiste de um segmento espacial (os satélites), um segmento de controle (as
estacdes terrestres de gerenciamento) e um segmento do usuario.

Os vinte e quatro satélites que formam o segmento espacial do GPS trafegam
em torno da Terra em seis Orbitas estaveis e pré-determinadas com quatro satélites
em cada Orbita. Os satélites percorrem uma Orbita completa a cada 12 horas e cada
satélite tem 28° de visualizacdo sobre a Terra ( veja atividade 9 da secdo 5 ). Isso
assegura com que todo ponto da superficie terrestre, em qualquer instante, esteja
visualizado por pelo menos quatro satélites. Varias areas da Terra sdo, por alguns
momentos, visualizados por até dez satélites.
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Todos os vinte e quatro satélites sdo controlados pelas estacdes terrestres de
gerenciamento. Existe uma “estacdo master”, localizada no Colorado (Estados
Unidos), que com o auxilio de cinco estacBes de gerenciamento espalhadas pelo
planeta, monitoram a performance total do sistema, corrigindo as posi¢cdes dos
satélites e reprogramando o sistema com o padrdo necessario. Apés o0 processamento
de todos esses dados as correcdes e sinais de controle séo transferidas de volta para
os satélites.

Dados para o Satélite
Dados para o

Usuario

Dados para
a Base de
Clontrole

Estagfio Gerenciamento Receptor - GPS

Controle e Uso do GPS

Afinal, de que maneira o GPS determina a localizagdo de um ponto sobre a
superficie terrestre?

Cada um dos satélites do GPS transmite por radio um padrédo fixado que é
recebido por um receptor na Terra (segmento do usuario) funcionando como um
crondmetro extremamente acurado. O receptor mede a diferenca entre o tempo que o
padrdo é recebido e o tempo que foi emitido. Esta diferenca, ndo mais do que um
décimo de segundo, permite que o receptor calcule a distancia ao satélite emissor
multiplicando-se a velocidade do sinal ( aproximadamente 2,99792458.10° m/s — a
velocidade da luz ) pelo tempo que o sinal de radio levou do satélite ao receptor.

Essa informacéo localiza uma pessoa sobre uma imaginéaria superficie esférica
com centro no satélite e raio igual a distancia acima calculada.

Cada satélite € programado para emitir o que se chama efeméride, que informa
a sua posicdo exata, naguele instante, em relacdo a um sistema ortogonal de
coordenadas como o descrito na secdo anterior. Tal posicdo € permanentemente
rastreada e conferida pelas estacdes terrestres de gerenciamento. A unidade receptora
processa esses sinais. Com a posi¢cao do satélite e a distancia acima calculada obtém-
se a equacdao geral da superficie esférica imaginaria.

Coletando-se sinais emitidos por quatro satélites, o receptor determina a
posicdo do usuario calculando-a como interseccdo das quatro superficies esféricas
obtidas. A localizacdo é dada, ndo em coordenadas cartesianas, mas por meio das
coordenadas geograficas ( latitude, longitude ) e a elevacéo.

A precisdo do tempo é essencial na operacdo do GPS. Um erro de um micro

segundo ( 10® segundos ) no registro do lapso de tempo desde a transmissdo até a
sua recepcédo resulta num erro de 300 metros. Unidades receptoras do GPS
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extremamente precisas ( e caras! ) podem determinar sua posicdo a menos de um
metro.

Com o fim da guerra fria, o sistema GPS passou a oferecer uma precisdo muito
maior para o usuario civil, disponibilizando a ele a mesma precisdo que s6 os militares
tinham a algum tempo atras. Hoje em dia, com auxilio do piloto automatico e do GPS,
uma aeronave civil € capaz de percorrer distancias transatlanticas e pousar sem a
interferéncia do piloto com erro de alguns centimetros com o eixo da pista.

A navegacao € a fungéo primaria do GPS sendo usado em aeronaves, navios,
veiculos e por individuos que usam o receptor portatil ( “de bolso” ). Atualmente o GPS
tem se mostrado Gtil em diversas situacfes das quais destacamos algumas.

1. Roteirista de viagens: determinam além da sua posi¢cdo dentro de uma cidade,
guais as atracdes e pontos turisticos mais proximos, hotéis, postos de
emergéncias, etc.

2. Monitoramento de abalos sismicos: tais abalos sdo precedidos por alteracfes no
campo gravitacional que distorcem as ondas de radio permitindo, através do GPS,
tentar prever a ocorréncia de um terremoto com algumas horas de antecedéncia.

3. Meteorologia: 0 GPS gera informagdes para a previsdo da meteorologia, estudo do
clima e outros campos de pesquisa relacionados.

4. Localizacdo para resgate: o servico usa o0 GPS para guiar helicopteros de socorro
até o lugar do acidente.

5. Aplica¢Bes industriais: areas infectadas por pestes séo identificadas por fotografias
aéreas e, com uso do GPS, um trator pode ser guiado para aplicacdes de
pesticidas.

6. Uso militar: coordenadas de ataque, orientacdo e controle para misseis balisticos,
marcacdo para artilharia, bombardeio de aeronaves, defesa aérea, rastreamento
de submarinos, localizagédo de minas e radares inimigos, atos terroristas, etc.

Na atividade a seguir pretendemos discutir, do ponto de vista matematico, o
meétodo utilizado pelo GPS na determinacdo da posicdo de um ponto sobre a
superficie terrestre. As informacfes transmitidas no sistema GPS envolvem, por uma
guestdo de precisdo, dez ou mais digitos. Para um aproveitamento mais realista da
atividade, sugerimos a utilizacdo de calculadoras ou softwares com capacidade de
resolver sistemas lineares com coeficientes dessa ordem. Outra alternativa, abrindo

méao eventualmente da precisdo, é trabalhar com um numero menor de digitos
utilizando a notacao cientifica. Suponha que o raio da Terra meca 6,378164.10° metros

e considere a velocidade da luz sendo de 2,99792458.10°8 n%

ATIVIDADE

A tabela abaixo indica as efemérides ( em metros ) de cada satélite.
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X

y

V4

Satélite 1 1,877191188.10° | -1,064608026.10" | 2,428036099.10’
Satélite 2 1,098145713.10" | -1,308719098.10° | 2,036005484.10’
Satélite 3 2,459587359.10" | -4,336916128.10° | 9,090267461.10°
Satélite 4 3,855818937.10° | 7,251740720.10° | 2,527733606.10’

Um receptor GPS registra 0os seguintes lapsos de tempo ( em segundos ) entre
a transmissao e a recepcao do sinal de cada satélite.

Satélite 1

Satélite 2

Satélite 3

Satélite 4

0,08251731391

0,07718558331

0,06890629029

0,07815826940

a) Calcule a distancia entre o receptor e cada satélite.
b) Escreva as equacdes gerais das imaginarias superficies esféricas centradas em
cada satélite e raios iguais as distancias calculadas em a).
c) Determine as coordenadas cartesianas do ponto P que pertence simultaneamente
as quatro superficies esféricas obtidas em b). (Sugestdo: Veja atividade 4 da

secao 9.)

d) Determine a latitude, a longitude e a elevacgéo do ponto P.
e) Consulte um atlas geografico ou um globo terrestre para identificar a posicao desse

usuario do GPS.

11. A DISTANCIA NUMA SUPERFICIE ESFERICA

A distancia d(A,B) entre dois pontos A e B é, essencialmente, o menor dos
comprimentos das trajetorias ligando A a B. No plano, a trajetéria de menor

comprimento € o segmento de linha reta AB e seu comprimento AB € a distancia entre
A e B. Sobre uma superficie esférica, no entanto, ndo existe um segmento de linha
reta uma vez que ela é curvada em todas as direcdes e tuneis através da Terra néo
sao permitidos. Como medir a distancia entre dois pontos A e B neste caso?

[/

Quanto maior o raio de uma circunferéncia, mais ela se aproxima de ser uma
reta. Como as circunferéncias de maior raio contidas numa superficie esférica S sdo as
circunferéncias maximas, é razoavel esperar que a distancia (em S ) entre dois pontos
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A e B seja o comprimento do arco menor AB da circunferéncia maxima que passa por
A e B. Uma prova formal desta afirmacéo sera dada adiante.

O calculo desse comprimento pode ser feito a partir do conhecimento da medida
a do angulo JAOB onde O é o centro da superficie esférica S. Como o comprimento
do arco é proporcional a medida do angulo central correspondente, uma regra de trés
simples nos dé& o valor procurado.

Sendo r o raio da superficie esférica temos

de modo que d(A,B) = (a / 360).(2m).r .

Todos os meridianos estdo contidos em circunferéncias maximas enquanto que,
entre os paralelos, apenas o Equador é uma circunferéncia maxima. Logo quando A e B
possuem a mesma longitude, a diferenca entre as latitudes pode ser usada para achar
a medida a. Analogamente quando A e B estdo sobre o Equador é a diferenca entre as
longitudes que nos permite calcular a. Vejamos como.

As cidades de Curitiba e Goiania estdo sobre o0 mesmo meridiano ( 49°W ) e
suas latitudes sédo 26°S e 17°S, respectivamente. Estdo assim separadas por 9° de
latitude e, tomando o raio da Terra como 6400 km, segue que a distancia entre elas é
dada por (9 / 360). (21m).6400 = 1005 km.

As cidades de Quito, no Equador, e Entebe, em Uganda, estdo ambas sobre o
Equador. A longitude de Quito é 79°W enquanto que a de Entebe é 32°E. Logo a
diferenca entre suas longitudes é de 111° de modo que a distancia entre elas € igual a
(111 / 360). (21).6400 = 12399 km.

Quando duas cidades A e B estdo sobre um mesmo paralelo, que nédo seja o
Equador, o caminho mais curto possivel entre elas, ao contrario do que diz nossa
intuicdo, ndo € o comprimento do arco menor AB daquele paralelo e sim o
comprimento do arco menor AB da circunferéncia maxima que passa por A e B.

Por exemplo, as cidades de Nova York e Napoles estdo praticamente sobre o
mesmo paralelo (41°N) e suas longitudes sdo 74°W e 14°E, respectivamente. O
comprimento do arco menor do paralelo entre as duas cidades € cerca de 7419 km
(verifique).

Se A e B representam as cidades de Nova York e Népolg& respectivamente,
vejamos como calcular neste caso o comprimento do arco menor AB da circunferéncia
maxima que passa por A e B, ou seja, como calcular a = m(OAOB).
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Considerando-se um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas como
descrito na secao 9 e supondo, como de costume, o raio da Terra medindo 6400 km,
podemos escrever

A = 6400 (cos41° cosE74°), cos4l® sent74°), sendl®)
B = 6400 (cos41° c0s14°, cos 41° senld®, sen4l’®),
ou seja,
A = 6400 (0,20802, -0,72547, 0,65606)
B = 6400 (0,73229, 0,18257, 0,65606).
A medida procurada o sera obtida por meio da relagédo

< OT&,HB > = HO_AH HHBH cos a onde <, > indica o produto interno usual entre os vetores

l4

OA e OB enquanto que HO_A
iguais as 6400.

Como < OA, OB >=6400°[0,15233 - 0,13244 + 0,43041] = 6400°.0,4503 segue
gue cosa = 0,4503 e, portanto, a = 63°/.ﬁ

O comprimento do arco menor AB da circunferéncia maxima que passa por A e

B, que é a distancia entre A e B, é entdo dada por (63 / 360). 21t. 6400 = 7037 km.
Note como esta distancia € menor do que aquela calculada ao longo do paralelo.

OBH sao os modulos desses vetores, neste caso ambos

O argumento acima pode ser utilizado para calcular a distancia entre dois
pontos quaisquer A e B do globo terrestre. Dadas suas coordenadas geograficas,

obtemos suas coordenadas cartesianas e, usando o produto interno < OA,OB >,

determinamos a = m(OAOB). A distancia procurada d(A, B) é entdo dada por d(A, B) =
(a /360) . (2m) . 6400.

Encerramos a secdo apresentando uma prova formal do fato que d(A, B) é o
comprimento do arco menor AB da circunferéncia maxima que passa por A e B. Isso
pode ser feito com umas poucas simplificacbes e a ajuda do calculo diferencial e
integral.

Primeiro, podemos supor sem perda de generalidade que a superficie esférica
gue estamos trabalhando tem raio igual a 1 unidade (a que vocé quiser) e que seu
centro € a origem do sistema ortogonal de coordenadas cartesianas.

Segundo, pela simetria da superficie esférica podemos assumir que o ponto A é
o Pdélo Norte. O outro ponto, B, serd dado pelas suas coordenadas geogréficas que
vamos supor medidas em radianos. Digamos que a latitude de B é 8; enquanto que
sua longitude é ¢;.

A circunferéncia maxima que passa por A e B contém o meridiano por B de

~ . L1 .
modo que o arco menor AB tem por comprimento 5 -0, (lembre-se que o raio da

superficie esférica é 1).
Devemos agora considerar uma trajetéria arbitraria ligando A e B e mostrar que

. . . . Tt
seu comprimento € maior ou |gual a E - 91.
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Se nos imaginarmos viajando de A até B, em cada instante t, estaremos num
ponto do globo terrestre com uma latitude 8(t) e uma longitude ¢(t). Iniciando nossa

viagem no instante t = O e a finalizando no instante t; teremos 6(0) = ; O(t)) =6, e

b(ts) = 1.

Uma trajetéria arbitraria ligando A a B € entdo descrita por um vetor posicao
r(t) dado por r(t) = (cos6(t) cosd(t), cos(t) send(t), senb(t)), 0 <t <t;.

Derivando-se essa funcdo vetorial em relacdo ao tempo t obtemos o vetor

velocidade F(t) da trajetdria e conseqientemente sua velocidade HP(t)H no instante t.

(1)) = V(D) + ¢'(0)* cos® (1) 2 {E(D)? =

Célculos rotineiros nos dao que

6’(t)| > -0'(t).
Lembrando que o comprimento da trajetoria € calculado pela expresséo
L= gy dt

concluimos que L = ;;1 - 0'(t)dt = -[6(t,) - 6(0)] = ;— 6, e temos assim provado o

resultado desejado.
ATIVIDADES

Em todos os exercicios desta série suponha que o raio da Terra meca 6400 km.

1. As cidades de Macapa (Brasil) e Pontianak (Indonésia) estdo ambas situadas sobre
o Equador. Consulte um atlas geografico para achar a longitude de cada uma
dessas localidades e determine a distancia entre elas.

2. Qual a distancia de Salvador ao Pdlo Sul? E ao Pélo Norte? E a Fortaleza?
(Sugestao: Salvador e Fortaleza estdo sobre um mesmo meridiano.)

3. Chicago e Roma situam-se na mesma latitude (42°N) mas em longitudes
diferentes: a de Chicago é aproximadamente 88°W e a de Roma aproximadamente
12°E.

a) Suponha que um piloto tenha ido de Chicago a Roma em v60 no rumo leste,
permanecendo o tempo todo na mesma latitude. (Muita gente acha que esse &
0 caminho mais curto possivel). Que distancia o piloto teve de voar?

b) Qual a distancia de Chicago a Roma por circunferéncia maxima?

c) Quanto tempo se economizaria voando em uma circunferéncia maxima num
avido a jato capaz de fazer uma velocidade média de 900 km/h?

4. Qual é a distancia entre Nova York (40°40’N, 74°W) e Buenos Aires (34°30’S,
58° 30'W) ?

RESPOSTAS

3. a) cerca de 8300 km
b) cerca de 7752 km
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c) aproximadamente 36 minutos
4. cerca de 8545 km
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