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PREFACIO

Algumas frases parecem sintetizar todo um conhecimento. Por exemplo, sabe-se
que ressonancia ocorre quando a freqiiéncia natural de vibracdo de um sistema (massa-
mola, por exemplo) for igual a freqiiéncia da forca externa que lhe é aplicada.

Contudo, tal frase revela-se insuficiente — didaticamente adequada a uma situacdo
em que a forga externa tem a forma A cos wt, mas certamente incompleta ou desajustada
a situagOes mais gerais. Mostramos, através de um exemplo simples, que a igualdade
das freqiiéncias fundamentais da forca externa de um sistema massa-mola e da solucdo
do problema homogéneo associado pode ndo produzir ressonancia. Em certo sentido, o
objetivo dessas notas é discutir e reinterpretar o sentido daquela frase, mostrando que
ela é adequada apenas dentro do escopo da andlise harmonica.

Essas notas surgiram da insatisfacdo (e, algumas vezes, indigna¢do) de um dos seus
autores com a apresentagdo usual do fendmeno de ressonancia nos livros didéticos de
matematica ou fisica, partindo da duvida inicial sobre o sentido da frase que inicia
esse prefdcio. Como interpretd-la adequadamente, de modo que ela faga sentido para
forcas externas mais gerais? Surgiu também do descontentamento com o tratamento
de ressonancia entre duas cordas vibrantes. Assim, escrevemos este texto com o
proposito de contentar a nés mesmos...Nele fazemos uma exposi¢do elementar do
fendmeno de ressonancia. Procuramos tornar sua leitura tdo simples quanto possivel:
resultados bésicos sobre as solugdes de equacgdes lineares de 2a. ordem, sobre a
transformada de Laplace e sobre a teoria bésica de séries de Fourier sdo recordados
aqui mesmo. Algumas vezes esses resultados sdo apenas enunciados, outras vezes suas
demonstra¢des também sdo incluidas, em especial, no capitulo sobre séries de Fourier.

Isso, é claro, leva ao receio de que esse pequeno livro torne-se "mais um texto sobre
séries de Fourier". Considerada a profusdo de tratados sobre o assunto — alguns dos
quais bastante diddticos e interessantes —, essa ndo é uma preocupag¢do menor. E, se
olharmos apenas o Capitulo 3, também ndo é infundada.

Por outro lado, a abordagem de ressondncia, feita tanto no caso de um sistema
massa-mola (Capitulo 2) quanto através da equagdo da corda vibrante (Capitulo 4),
parece-nos original. Apesar de os resultados expostos ndo serem desconhecidos (eles
provavelmente sdo utilizados por fisicos e engenheiros), ndo conhecemos qualquer
apresentacdo matemadtica dos mesmos. Mais do que isso, conseguimos trata-los de uma
maneira elementar. Nesse sentido, achamos que essas notas podem servir como leitura
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complementar para um curso introdutério, seja em equagdes diferenciais ordindrias,
seja em séries de Fourier e equagdes diferenciais parciais.

Procuramos dar um tom corriqueiro ao manuscrito, tentando evitar o estilo
"teorema-demonstracdo”. Nao damos destaque, na impressdo, aos teoremas ou
exemplos. Eles sdo, simplesmente, incorporados a redagdo. Algumas vezes, contudo,
os resultados sdo apresentados como afirmagdes, que sdo provadas com o correr do
escrito. Assim, no final do Capitulo 2, essas notas possuem um tnico "teorema" em
destaque, por acharmos que essa apresentagdo seria a mais conveniente para sintetizar
os diferentes resultados obtidos naquele Capitulo.

Algumas palavras sobre o ordenamento do material exposto.

Considerando um sistema massa-mola, o primeiro capitulo traz a apresentagdo
tradicional do fendbmeno de ressonéncia, como nos textos didaticos de matematica ou
fisica.

O segundo capitulo introduz a transformada de Laplace para analisar mais
profundamente esse fendmeno. Consideramos uma forga externa peridédica F aplicada
a um sistema massa-mola (sem atrito) e comparamos a freqiiéncia da forca com a
freqiiéncia do sistema homogéneo associado. As rela¢des entre essas freqiiéncias (ndo a
igualdade delas!) determinam a existéncia de solugdes ressonantes e periddicas.

O terceiro capitulo introduz a equacdo da onda e apresenta sua solugdo via série de
Fourier. A nossa exposigdo ressalta aspectos geométricos e pode ser apresentada em
poucas aulas.

Finalmente, o dltimo capitulo trata da interacdo entre duas cordas vibrantes, uma
delas produzindo uma onda sonora que atua como forga externa sobre a outra. A nossa
abordagem desse problema é bastante diferente da usual. Supomos que a vibragao
u(x,t) da primeira corda produza uma onda sonora que atua como se tivesse varidveis
separdveis. Claro, isso implica, em particular, que as fun¢des X(x) e T(t) tém que
ser desenvolvidas com periodos diferentes; supomos que essa propriedade seja devida
ao carater esférico da propagacdo da onda. Dessa forma, conseguimos explicar, por
exemplo, que a vibragdo de uma corda de violdo produza ressonancia capaz de fazer
vibrar a corda de um outro violdo. A abordagem usual do assunto (veja, por exemplo,
[2] e [5]) ndo é capaz de fazé-lo.
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CAPITULO 1

TEORIA CLASSICA DO SISTEMA
MASSA-MOLA

Para a maioria dos estudantes de matematica, a palavra ressondncia evoca
recordagdes do curso de fisica e, talvez, de um filme sobre a queda da ponte de
Tacoma!. Aqueles com uma memdria mais apurada lembrar-se-do que ressonancia é
um fendmeno produzido quando a freqiiéncia de vibragdo natural do sistema coincide
com a freqiiéncia da forca externa.

Mas, para muitos, esses termos ficaram guardados num lugar recondito do cérebro,
esquecidos em conjunto com aquelas li¢des do curso de fisica. O fato do mesmo assunto
ter sido abordado no curso de equagdes diferenciais nado é suficiente para refrescar essas
memogarias...

Assim, precisamos comecar recordando o significado desses termos e, se for
possivel, superar a aversdo de alguns a esse assunto.

1.1 EQUACIONANDO O SISTEMA

Comegamos examinando um sistema massa-mola fazendo uma breve recapitulagdo
da teoria apresentada nos textos de fisica ou mesmo de equagdes diferenciais. Para
isso, mesmo correndo o risco de ferirmos a suscetibilidade de alguns, apresentamos
uma dedugdo da equagdo diferencial que rege esse sistema. Se vocé tem horror a
essas consideragdes fisicas, apresentamos duas alternativas: tentar seguir as nossas
explicacOes e fazer um esforco sincero para superar esse pavor ou entdo ir direto para a
equacdo (1.1).

Considere um objeto de massa m, situado no chéo (plano) de uma sala e preso a uma
parede lateral através de uma mola. Esse objeto é submetido a uma forca horizontal
externa F. Consideraremos que a forca é exercida sobre o objeto de modo que o
movimento seja unidimensional e que medimos a posi¢do x(f) desde uma posigdo de
equilibrio.

IExistem dtvidas se a queda daquela ponte foi devida a ressonancia.
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De acordo com a segunda lei de Newton,

a(mx’ ) = Fg,

em que Fr denota a forca resultante de todas aquelas aplicadas ao objeto. As forcas
atuantes sdo todas unidimensionais: pela lei de Hooke, a mola exerce uma forga F;,, =
—kx (o sinal negativo é explicado pelo fato dessa forca ser restauradora, isto €, atuar
de modo a tentar restabelecer a posi¢do de equilibrio do sistema), em que a constante
k > 0 depende apenas da mola; consideraremos a existéncia de atrito proporcional a
velocidade, dado por F, = —yx’, em que ¢y > 0 é uma constante. O sinal negativo deve-
se ao fato dessa forca atuar em direcdo contraria ao movimento. Finalmente, ha a forca
externa F, de modo que a forga resultante é Fg = —yx’ — kx + F. Vamos supor que, no
instante t+ = 0, o objeto esteja na posigdo de equilibrio (isto é, x(0) = 0) e em repouso
(ou seja, x'(0) = 0). Chegamos assim ao problema

mx" +yx'+kx=F, x(0)=0, x'(0)=0. (1.1)

1.2 AUSENCIA DE ATRITO

Consideramos inicialmente um caso particular da equacdo homogeénea associada a
(1.1), correspondente a auséncia de atrito:

X" 4+ wix =0, (1.2)
em que wy = Vk/m.

Supondo que x(t) = e seja solugdo dessa equagio, chegamos a equacio algébrica
(A2 4 wj)eM = 0, cujas solugdes A sdo dadas por A = Fiwy. (Note que definimos wy =
V'k/m para evitarmos que as solugdes A fosse dadas por raizes.) Em virtude da férmula
de Euler ¢ = cos § + isend, chegamos & base do espaco de solucdes: {cos wot, senwyt}.
Assim, a solugdo geral de (1.2) é dada por x(f) = A coswyt + Bsenwyt, que pode ser
reescrita na forma

x(t) = Rcos(wot — 9),

em que R = VA2 + B2 e tgd = B/ A, como pode ser facilmente verificado aplicando-se
a formula cos(a + b) = cosa cos b + senasenb e comparando com A cos wyt + Bsenwyt.

O periodo fundamental de x(t) é o menor real positivo? T tal que, para todo t,
x(t+T) = x(t). Uma vez que x(t) = Rcos(wpt + &), verificamos que, no caso da
equagdo (1.2), o periodo fundamental é dado por

_on

T .
wo

2Note que, assim, uma fungédo constante ndo tem periodo fundamental.
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Figura 1.1: A solugéo geral de (1.2) pode ser escrita na forma x(t) = Rcos(wot + J) e
tem periodo fundamental 51_7;

De fato, notamos que uma fungdo f e sua translagdo (ou shift) f, dada por f,(t) =
f(t — a) possuem o mesmo periodo fundamental. Assim, o periodo fundamental® de
x(t) é o periodo fundamental de R cos(wyt).

A constante wg = v/k/m é chamada freqiiéncia natural do sistema (ou mesmo
freqiiéncia circular). Ela difere da freqiiéncia fundamental, que é definida como o
inverso do periodo fundamental.

1.3 FORCA EXTERNA: BATIMENTO E RESSONANCIA

Consideremos agora que a forga externa F seja dada por Fycoswt. Isso quer dizer
que o médulo maximo dessa forga é Fy > 0 e que essa forga varia com ¢ > 0 como cos wt.
Uma solugéo particular da equagao*

F
X'+ wix = %0 cos wt, (1.3)

no caso em que w # wy, pode ser obtida supondo-se x, = acoswt + bsenwt. (Nos
livros de equagdes diferenciais, esse é o0 método dos coeficientes a determinar. Veja
[1].) Levando essa expressdo em (1.3), chegamos a equagéo

F
a(wi — w?) cos wt + b(wi — w?)senwt = EO cos wt.

Como as fungdes cos wt e senwt sdo linearmente independentes (veja a Segdo 3.4.1
para elucidar davidas sobre o significado dessa frase), obtemos b = 0 e

Fo

—————=— COs wt.
m(w3 — w?)

xp:

3Nem sempre é verdade que a soma de duas fungdes com periodo fundamental T tenha esse periodo
fundamental. Considere, por exemplo, as funcdes f(t) = sent e a extensdo periddica de periodo 277 da
fungdo g definida por g(t) =0,se 0 <t < e g(t) = —2sent, se Tt < t < 27. A soma f + g tem periodo
fundamental 7, como pode ser facilmente verificado ao considerarmos o grafico dessa fungao.

A equagdo (1.1) no caso de F = Fycoswt e y = 0 é mx"" + kx = Fycos wt.
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Assim, obtemos a solugdo geral de (1.3):

x(t) = A cos wyt + Bsenwyt +

Se as condigdes iniciais sdo x(0) = 0 e x’(0) = 0, obtemos B = 0 e A =
—Fy/[m(w3 — w?)], de modo que a solugdo de

F
X'+ wix = Eocoswt x(0) =0, ¥'(0)=0

é dada por
Fo
x(t) = —————(coswt — cos wyt), 1.4
solucdo essa que pode ser escrita na forma
o 2F (wp — w)t (wo + w)t
x(t) = (m(w% — w2)sen 5 sen-————.

Essa solugdo x(f) nem sempre é periddica. Ela serd periédica dependendo da relagdo

entre w e wp, cOMoO veremos oportunamente. Quando w estd bem prc’)ximo de wy, essa
solucdo produz o fendmeno conhecido como batimento, representada pelo grafico

(I

TRV

Figura 1.2: No batimento, as solu¢des nem sempre sao periddicas.

Consideremos agora o caso em que w = wy, quando ocorre o fendmeno de
ressondncia, isto é, a solugdo x(t) nao é limitada. Como {cos wyt, senwyt} é a base de
solugdes da equagdo homogeénea associada a (1.2), % cos wpt é uma combinagdo linear
dos elementos dessa base. Assim, qualquer x(t) = A cos wyt + Bsenwyt produz um lado
esquerdo nulo em (1.3). Uma solugédo particular dessa equacgdo é obtida ao se considerar

xp(t) = t(A coswyt + Bsenwyt). (1.5)
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Substituindo x, em (1.3) e resolvendo o sistema resultante, chegamos (de maneira

. \ : Fo :
andloga aquela apresentada anteriormente) a x, = T tsenwpt. Assim, como a
0
solucdo geral de (1.3) é dada por
Fo
x(t) = Acos wyt + Bsenwyt + tsenwyt, (1.6)
meo

vemos que, independentemente dos dados iniciais x(0) e x'(0), |x(¢)| assume valores
arbitrariamente grandes quando t — co. Esse fendmeno é conhecido como ressonéncia.

A/\/\/\
\/\/\/\/

Figura 1.3: Ressonancia ocorre quando as solugdes tornam-se ilimitadas quanto t — co.

14 AMORTECIMENTO
Como antes, uma base de solu¢des da equacdo homogénea
mx" +yx’ +kx =0 (1.7)

pode ser encontrada ao se supor que x(t) = e seja solugdo dessa equagio. Nesse caso,
chegamos a equagdo mA? + yA + k = 0, cujas raizes sdo

y —y — /7% — dmk e A T V r? — Amk
1= 2 = .
2m 2m

Se ’yz —4mk > 0, entdo Ay < 0e Ay <0, pois / v2 — 4mk < vy. Isso quer dizer que a
solugdo geral de (1.7) é
x;(t) = AeMt 4+ BeM,

solucdo essa que, sem oscilar, tende exponencialmente a zero quando t tende a infinito.
O sistema é entdo chamado de superamortecido e sua solu¢do pode cruzar o eixo x no
méximo uma vez, dependendo dos dados iniciais. O grafico desse tipo de solugao difere
pouco do caso em que o sistema possui uma tnica raiz real dupla.
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Figura 1.4: A figura mostra o grafico de x(t) = 4e 2" —5¢73. No sistema
superamortecido, o grafico pode cruzar o eixo x uma tinica vez. A constante y?> ¢ maior
do que 4mik.

Se v2 —4mk = 0, entdo 0 > Ay = Ay = A = —7/2m e a solugdo geral de (1.7), dada
por
x;(t) = AeM + Bte,

também tende a zero quando f tende a infinito sem oscilar. O sistema tem
amortecimento critico e a solucdo geral também pode cruzar o eixo x uma tinica vez.

Figura 1.5: A figura mostra o grafico de x(t) = e /2 — te7?/2. No sistema com
amortecimento critico, o grafico também pode cruzar o eixo x uma tnica vez. A
constante 2 ¢ igual a 4mk.

As solugdes nos casos de um sistema com amortecimento critico e superamortecido
sdo bastante semelhantes. Note, que no caso de amortecimento critico, o fator ¢
multiplicando a exponencial negativa retarda o decrescimento exponencial. Essa é a
principal diferenga entre esses dois casos.



1.4. AMORTECIMENTO 7

Finalmente, se 7> — 4mk < 0, a solugéo geral é dada por

\/ _ A2 / —_ A2
xp(t) = e /2 | A cos (%t) + Bsen (%t)] ,

que pode ser escrita na forma

/ — A2
xh(t) = Re_’yt/(zm) cos (mt — 5) ,

2m

em que R = VA?+ B2 e tgd = B/A. Assim, o grafico da solugdo geral é, a menos
de uma mudanca de fase 4, dado por uma fungdo cosseno multiplicada por uma
exponencial negativa. Em outras palavras, também nesse caso a solucgdo geral x;(t)
tende a zero quanto f tende a infinito exponencialmente com a oscilagdo. O sistema,
neste caso, chama-se amortecido.

\

Figura 1.6: No sistema amortecido, a solugdo oscila em torno do eixo x, tendendo para
zero exponencialmente. A constante 42 é menor do que 4mk.

1.4.1 Forca Externa
No caso de uma forca externa F dada por Fy cos wt, a solugao geral de
mx" + yx' + kx = Fycos wt (1.8)
é dada por
x(t) = xp + xp,

em que x, é uma solugao particular de (1.8). Ap6s célculos enfadonhos, chegamos a
solucdo particular
Fo

V (k= mw?)? + 72w

Xp = cos(wt — B), (1.9)
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yw
k—mw?"

em quetgf =

Uma vez que xj(t) — 0 quanto t — oo, xj, é a parte transiente da solugdo (também
chamada solugdo transiente); a solugdo x, é periédica (com a mesma periodicidade
da forca externa) e chamada parte estaciondria da solugdo ou solugdo estaciondria (ou
mesmo resposta forcada).

Quando o coeficiente de atrito ¢ for muito pequeno e w estiver préximo de wy,
verificamos que o denominador em (1.9) torna-se muito pequeno, de forma a produzir
solucoes de grande amplitude, com efeito semelhante a ressonéancia.

1.5 EXERCICIOS

1. Mostre que, se uma funcdo continua f satisfizer f(x +k) = f(x) para algumk > 0
e ndo possuir periodo fundamental, entdo f é constante.

2. Mostre que, se T for o periodo fundamental de uma fung¢do continua f e f(x + k) =
f(x) para todo x, entdo k é um mdltiplo de T.



CAPITULO 2

AINDA SOBRE O SISTEMA
MASSA-MOLA

Apresentamos no Capitulo 1 o estudo cladssico do sistema massa-mola, tal qual
exposto nos livros de fisica ou de equagdes diferenciais.

Detendo nossa atengdo sobre o sistema sem atrito, surgem algumas questdes.
Quando cursando a(s) disciplina(s) em que o fendmeno de ressonancia foi apresentado,
provavelmente ndo ousamos formuld-las por causa da afobagdo gerada pela tentativa
de dominar o contetido dessa(s). Mas agora, com mais calma, elas sdo absolutamente
naturais.

Sendo mais preciso, consideremos o sistema massa-mola

X" +wix=F, x(0)=0, x'(0)=0. (2.1)

Por exemplo, que tipo de forga externa continua! F produz solugdes periédicas para
esse problema? Quando F produz ressondncia?

2.1 RESSONANCIA?

Como recapitulamos no Capitulo 1, ressondncia ocorre quando a freqiiéncia natural
do sistema é igual a freqiiéncia da forca externa. Mas sera que é mesmo assim?

Consideremos o seguinte exemplo:

x" +x = cos2t +cos3t, x(0) =0, x'(0)=0.

Nesse caso, a freqiiéncia natural do sistema é wy = 1, o que nos fornece a solucao
geral x(t) = Acost + Bsent do problema homogéneo associado. Assim, o periodo

IEstamos supondo a continuidade de F para assegurarmos que o problema (2.1) possua solugao tinica!

9
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fundamental da solugdo geral do sistema homogéneo associado é 27t (se vocé ndo se
lembra, a defini¢do do periodo fundamental, bem como a verificagdo de qual é o periodo
fundamental da solucdo geral estdo nas paginas 2 e 3, respectivamente). Isso quer
dizer que a freqiiéncia fundamental do sistema homogéneo é 1/(27). Como o periodo
fundamental da forca externa cos 2t + cos 3t é justamente 27t (veja o Exercicio 1), sua
freqiiéncia fundamental também é 1/(277), de modo que a solugdo é ressonante, ndo é?

Nada mais longe da verdade! Nao é dificil verificar que

11 1 1
x(t) = ﬂcost — 5(:0521,L — gCOSSi’

é a solucdo do problema. Uma solugdo periédica, muito bem comportada!

2.2 SOLUCOES PERIODICAS

Vamos considerar inicialmente as seguintes questdes: quais forcas externas
produzem solug¢des periddicas? E quais produzem solugdes ressonantes?

Para respondé-las, suponhamos que a solugdo x(t) de (2.1) seja peridédica com
periodo fundamental T. Afirmamos que, nesse caso, a forca externa deve ter periodo T.

De fato, como x(t) tem periodo fundamental T, temos que x”(t) é periddica. Assim,
x" + wox é uma funcdo periédica com periodo T. Como x” 4+ wjx = F, temos que F(t)
tem periodo T.

Mas ndo podemos concluir que T seja o periodo fundamental de F! Por exemplo,
consideremos o problema

1
x" + 1% = cost, x(0) =0, x'(0) =0.

Sua solucgéo é

4 t
x(t) = 3 cosi—cost ,

como se verifica facilmente. O periodo fundamental dessa solucdo é T = 477, enquanto
o periodo fundamental da forca externa é 27r. Assim, a forga externa pode ter periodo
fundamental menor do que o periodo (fundamental) de oscilacdo da solugdo do sistema
massa-mola.

Conclusao: Solugoes periédicas advém de forgas externas periddicas. Se o periodo fundamental
da forca externa F é P, entdo o periodo fundamental da solugdo x(t) é um miiltiplo de P, isto é,
da forma kP, para algum k € N* = {1,2,...}.
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Por outro lado, hé forgas periddicas que ndo produzem solugdes periddicas. Por
exemplo, consideremos o problema

X"+ wix = coswt, x(0) =0, x'(0) =0. (2.2)

A equagdo (1.4) nos da sua solugdo:

x(t) = 0

= (cos wt — cos wot). (2.3)
o

Afirmagdo: a solucdo x(t) é periodica se, e somente se, wy/w for racional.

De fato, se T for um periodo da solugdo x(t), entdo também é um periodo de cos wt.
Isso quer dizer que T = 2n7m/w paraalgumn € N* = {1,2,...}. Uma vez que x(0) =0,
devemos ter x(T) = 0 e, portanto, cos wyT = coswT = 1. Dessa forma concluimos que
woT = 2k para algum k € N*. Assim, 2n7t/w = 2kt /wy, o que implica wy/w = k/n,
como afirmado.

Reciprocamente, se wy/w for racional, isto é, se wo/w = k/n, entdo 2nm/w =
2k7t/wyp. Substituindo em cos wyt — cos wt, vemos que P := 2nm/w = 2km/wy é um
periodo. (Veja o Exercicio 2.)

Provamos assim o afirmado: a solugdo (2.3) é periddica se, e somente se, wy/w for
racional.

2.3 BUSCANDO AJUDA NA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Para analisarmos as solug¢des periddicas de
X" +wix=F, x(0)=0, x'(0)=0, (2.4)
buscaremos auxilio na transformada de Laplace.

Denotamos as transformadas de x(t) e F(t) por £(x(t)) = X(s) e £(F(t)) = §(s),
respectivamente. As condicOes iniciais nos garantem que vale a igualdade (veja [1])

(s + wg) X(s) = §(s)
e, portanto

S(s)

x(s) = =2
= 2

=: F(s)&(s). (2.5)

Obtemos x(t) ao tomarmos a transformada inversa de Laplace. Uma vez que

e H(s(s)) =gt <#) = isemcuoif =:g(t)

$2+ w3 wo
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t

£71(36) (s) = (Fxg)(t) = (g* F)(t) =/ F(T)g(t — 1)dr,

0

a transformada inversa do lado direito de (2.5) é dada pela convolugédo dessas fungdes
(veja [1], secdo 6.6 VERIFICAR SECAO), ou seja,

x(t) = wi /Ot sen(wot — woT)F(T)dT = a)i /Ot sen(wot)F(t — T)dT. (2.6)
0 0

Vamos utilizar nossa experiéncia com a equagdo (2.2) para fazermos hip6teses que
permitam decidir se a solugdo (2.6) é periddica.

Suponhamos que a forca externa F(t) seja periodica, com periodo fundamental P.
Consideremos x(t + kP). Observe que, se x(t) for periédica, entdo existe k € N* de
modo que kP seja o periodo fundamental de x(#). Mas, mesmo se x(t) ndo for periddica,
temos

1 t+kP 1 t+kpP
x(t+kP) = — / sen(woT)F(t + kP — T)dT = — / sen(wot)E(t — T)dT.
wo Jo wop JO
Assim, podemos escrever x(t 4+ kP) como
1 t 1 t+kP
¥(t+kP) = — / sen(wot)F(t — T)dT + — / sen(wot)E(t — T)dt
wop J0O wo Jt
1 t+kpP
= x(t)+— / sen(woT)F(t — T)dT. (2.7)
wo Jt
Se definirmos
1 t+kP
z(t) = —/ sen(woT)F(t — 1)dT, (2.8)
wo Jt

concluimos que a igualdade (2.7) garante que, se x(t) for periédica com periodo kP,
entdo z(t) = 0.

Vamos examinar mais atentamente a fungéo z(f). Fazendo a mudanga de varidvel

u =t — T, obtemos

z(t) = wio /OkPF(u)sen(wot — wott)du. (2.9)

Derivando sob o sinal de integracdo, vemos que z(t) satisfaz a equagéo

2"+ wlz = 0.
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Assim,
z(t) = A cos wyt + Bsenwyt, (2.10)

para certas constantes A e B e, se z(t) # 0, essa fungdo tem periodo fundamental
2rt/wp (veja a pagina 3). Em particular, concluimos que z = 0 quando tivermos
z(0) = Z/(0) = 0. Observamos também que z(t) corresponde a solugdo geral do
problema homogéneo associado a (2.4).

2.4 PERIODOS COMENSURAVEIS

A equacédo (2.10) sugere interrelacionarmos os periodos de z(t) e F(t). E o que
faremos agora. (Esse procedimento corresponde a relacionarmos as freqiiéncias da forca
externa e da solugdo do sistema homogéneo.)

Vamos analisar com mais detalhe o caso em que as freqiiéncias natural do sistema
e da forca externa sdo comensurdveis. Em outras palavras (mais modernas), vamos
considerar o caso em que
wOP
—— € Q.

27T

Para entendermos melhor o significado dessa hipétese, consideremos que ‘%f =%

com 1,k € N*. Isso quer dizer que 2n7/wy = kP, isto é, que um periodo de z(t) é igual
a um periodo de F(t). (Lembre-se: o periodo fundamental de z(t) é 27t/ wy, enquanto o
da forca externa é P.)

Afirmacdo: Nesse caso, se z(t) # 0, podemos garantir que a solucio x(t) é ressonante.

De fato, suponhamos que a func¢do z nado seja identicamente nula. Isso quer dizer
que existe t € R tal que z(t) # 0. Afirmamos que, paras € N,

x(t 4 skP) = x(t) + sz(t). (2.11)

Dessa igualdade decorre imediatamente que x(t 4+ skP) — oo quando s — oo,
mostrando que, se z(f) # 0, a solugdo x(t) é ressonante.

Para mostrarmos a igualdade (2.11) procedemos por indugdo: basta notar que, de
acordo com (2.9),

kP
x(t+skP) = x(t)+ wi /S F(u)sen(wot — wou)du
00
1 (s—1)kP
= x(f)+ —/ F(u)sen(wot — wou)du
wo Jo

1 skP
+—/ F(u)sen(wot — wou)du
wo J(s—1)kP

= x(t)+ (s —1)z(t) + z(¢),
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pois skP — (s — 1)kP = kP = 2nm/wy é o periodo da fungdo sen(wpt — wou) (com
relacdo a variavel u).

Nosso préoximo resultado tem maiores implicagdes.

Afirmagao: A solugdo x(t) de (2.1) satisfaz:

, woP i o .
(i) se ZL € N, entio hd ressondncia ou x(t) é periddica;
T

P
(ii) se % € Q\ N, entio x(t) é periddica.

A primeira possibilidade é, de certa forma, frustrante. O resultado em (ii) é preciso,
enquanto (7) ainda é vago. Vejamos os seguintes exemplos.

Consideremos o problema

t
x" + wix = cos wot + cos w70’ x(0) =0, x'(0) =0.

A forga externa F(t) = coswyt + cos “’Tot tem periodo fundamental P = ZC’Z—;T, como

podemos verificar facilmente. Se n # 1, a solu¢do do problema é dada por

1 wot
x(t):gtsenwot—i— w2 |08 13 — cos wot | .

0 w — (2

Assim, a solugdo é ressonante, qualquer que seja o valorde n € {2,3,...,}. O caso
em que n = 1 ja foi investigado anteriormente e também produz solugdo ressonante:
veja as equagdes (1.5) e (1.6).

Por outro lado, o problema

t
X" + wix = cos wTO, x(0) =0, x'(0) =0

tem forga externa F(t) = cos “’Tot de periodo fundamental 2:;_?' comn € {1,2,...}. Se
n > 1, podemos verificar que a solu¢do néo é ressonante.

Passamos a demonstrar nossa afirmacgao.

woP
Uma vez que % € Q, temos que

a)OP . E .
Bl com mdc(n, k) =1.
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Observe que essa escolha determina 7 e k. Assim, a fungdo z(t) passa a estar definida
com essa especificacdo de k; ndo se trata mais de um k arbitrario, como na se¢do anterior.

2nrm

Vamos analisar mais detalhadamente a fung¢do z(t). Uma vez que kP = o0
t

corresponde a um periodo da fungédo sen(wot — wou ), z(t) pode ser escrito como

z(t) = wio /OkPP(u)sen(wot — wou)du. (2.12)

Obviamente, se z(t) = 0, entdo a solugdo x(t) é periédica com periodo kP.
Reciprocamente, suponha que x(t) seja periddica com periodo fundamental T. Vimos
que T = sP para algum s € N*. Entdo skP é também um periodo da solugdo x(t) e, pela
indugdo que fizemos antes, concluimos que z(t) = 0, visto que x(t + skP) = sz(t) + x(t),
para todo t. (Veja, nesse ponto, que podemos deduzir dai que s é divisor de k: basta
notar que z(f) = 0 implica que kP é um periodo de x(t).)

Assim,
x(t) éperiédica < z(t) =0.

Vimos ainda que, se existir f tal que z(t) # 0, entdo a solugdo x(t) néo é limitada, isto
é, ocorre ressondncia. Portanto, toda solucdo limitada é peridédica, o que demonstra, em
particular, a afirmagéo (7).

Para mostramos (ii), analisamos z(P). Temos, de acordo com (2.12),

kP
z(P) = wio/o F(u)sen(woP — wou)du
1 P 1 (k+1)P
= — / F(u)sen(woP — wou)du + — / F(u)sen(woP — wou)du
wo Jo wo Jp
1 (k+1)PF b P
_w_o/kp (u)sen(woP — wou)du.

Se fizermos as mudangas de varidvel u = s + P na segunda integral e u = s + kP na
terceira integral, notamos que

z(P) = wio /OPF(M)SGH(WOP — wou)du + wio /OkPP(s)sen(—wos)ds
1 P
_w_o/o F(u)sen(woP — wyps)ds
1 kP
= w_o/o F(u)sen(—wou)du

= z(0).
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Uma vez que
kp
Z'(t) = / F(u) cos(wot — wou)du,
0
procedendo analogamente concluimos que

Z'(P) = Z'(0).

Em outras palavras, verificamos que z(t) satisfaz o problema de Sturm-Liouville
com condicdes de fronteira periddicas:

2"+ wlz=0, z(0)=z(P), Z(0) =7 (P). (2.13)

(Vocé pode passar direto para a equagdo (2.14), se vocé conhece um pouco da teoria dos
problemas de Sturm-Liouville peri6édicos.)

Uma vez que a solugdo geral da equagdo z” + w3z = 0 é dada por z(t) = A cos wpt +
Bsenwyt, podemos encontrar facilmente a soluc¢do de (2.13). De fato, as condigdes
z(0) = z(P) e Z/(P) = 2/(0) produzem o sistema linear

A B coswoP \ [ A
B —A senwoP /| \ B )’

Assim, se existem solugdes ndo-triviais para o problema de Sturm-Liouville, temos
—(A? 4 B?) # 0. Nesse caso, solugdes nao-triviais acontecem quando

coswoP \ -1 —-A —-B AN (1
senwogP /| A2+ B2\ —-B A B /) \O0
e, portanto, concluimos que
woP = 20, (2.14)

para algum ¢ € N.

Mas isso mostra que z(t) # 0 s6 pode ocorrer quando

wOP
— =/€N.
27 <

Quer dizer, quando ‘%f € Q\ N, temos que z(t) = 0 e a solugdo x(t) é periddica,

completando a demonstragéo.

Como decidir, no caso em que ‘%f = n € N (isto é, o caso k = 1 na afirmacéo
que acabamos de provar), se a solugdo serd periddica ou ressonante? Nao é dificil:
basta analisar z(0) e z’(0). Se ambos valores forem nulos, entdo z(t) = 0 e a solugdo
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serd periddica. Caso contrdrio, a solugdo serd ressonante. Sendo mais explicito,
consideremos

P
/0 F(u)sen(wou)du

P
/0 F(u) cos(wou)du.

Se ambas integrais forem nulas, concluimos que z(0) = 0 e z/(0) = 0, o que implica
z(t) =0eque x(t+ P) = x(t).

2.5 PERIODOS INCOMENSURAVEIS

Mas o que acontece quando

woP ”
= e R\Q?

Nossa resposta para a questdo ndo pode ser demonstrada nesse momento, mas
podemos adiantd-la: as solu¢des siao limitadas, isto é, ndo ocorre ressonancia.
Provaremos esse resultado no Capitulo 4.

Assim, as solugdes podem ser periddicas ou ndo. Vejamos dois exemplos.

Consideremos novamente o problema
X" +wix = coswt, x(0) =0, x'(0) =0,
cuja solugdo é
(cos wt — cos wot).

() = ——
®) w3 — w?

(Veja a equagdo (2.2) e, sua solugdo em (2.3).)
Ja vimos também que x(t) é periddica se, e somente se, wy/w for racional. Assim,

escolhendo w e wy de modo que wy/w € R\ Q, temos que a solugdo x(t) ndo é
periddica.

Por outro lado, consideremos o problema
X"+ wix = (w? — w}) coswt +wi, x(0) =0, x'(0) =0,
em que, como antes, wp/w € R\ Q.

E facil verificar que
x(t) =1 — coswt
resolve esse problema. Ou seja, o problema admite solucdo periddica, com periodo
fundamental igual ao da forca externa!
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2.6 PERIODO FUNDAMENTAL DA SOLUCAO PERIODICA

Continuemos considerando o problema
X" +wix =F(t), x(0)=0, ¥'(0)=0 (2.15)

P
Ja concluimos que solugdes periddicas podem ocorrer tanto no caso em que 5%~ € Q,

(UQP

quanto no caso em que %= € R\ Q. Mas qual é o periodo fundamental dessa solugao

periddica x(t)?

Afirmagao: Se x(t) for solugdo periédica de (2.15) e “é‘;f = ¢ € Q, commdc(n, k) = 1, entdo

o periodo fundamental T de x(t) satisfaz T = P ou T = kP. Se “’OP € R\Q,entdo T = P.

Assim, em particular, no caso de periodos comensuraveis, solugdes periddicas
quando k = 1 sempre tém periodo fundamental igual ao da forca externa. E isso
também ocorre no caso de periodos incomensuraveis.

Vamos provar a nossa afirmagdo. Seguindo a equagédo (2.7) para k = 1, concluimos
que, para todo t, vale a igualdade

x(t+ P) = x(t) + Z(t),
em que

¢(t) = wio /OP F(u)sen(wot — wou)du

tem periodo fundamental 27t/ wy, pois satisfaz a equagdo " + w3{ = 0 (veja a pagina
3).

Como estamos supondo que T seja periodo de x(t), T também é periodo de {(t). Ja
vimos também que T = jP, uma vez que P é um periodo de F().

Suponhamos que P ndo seja periodo de x(t). Entdo {(t) ndo é nula. Como T
também é um periodo de {(t), entdo® T = ¢(271/wp) para algum ¢ € N*. Portanto,

“z’%f = % € Q. Isso conclui a demonstracdo da segunda parte de nossa afirmacao, ou
seja, se @ ¢ R\ Q, entdo T = P.
Se, por outro lado, “é(;TP = %, com mdc(n,k) = 1e T # P, acabamos de mostrar que

% = ¢. Dai segue-se que j é miltiplo de k. Ainda, jd vimos que z(t) = 0 e que, como

conseqiiéncia, kP também é periodo de x(t), o que forca j ser divisor de k. Portanto,
j =k, concluindo a demonstracdo de nossa afirmacao.

Agora podemos também identificar, no caso

wo
27

%Isso também pode ser concluido pela analise do problema de Sturm-Liouville, visto que {(0) = {(T)

e l'(0) = Z'(T).

WP cR\Q,
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se a solucdo serd periddica ou ressonante. Para isso, basta investigarmos a equacdo
(2.9) no caso em que k = 1 (j& que solugdes periddicas terdo periodo igual ao da forga
externa). Nesse caso, se a solugdo for periddica com periodo P, entdo z(t) = 0. Assim,
basta verificarmos se

/_OP F(u)sen(wou)du =0

0
/ F(u) cos(wou)du =0,
.y
jd que essas expressdes correspondem a z(0) = 0 e z'(0) = 0.

Resta, entretanto, uma davida: no caso em “’OP € %, com mdc(n, k) = 1, concluimos
que os periodos das solu¢des podem ser P ou kP. Mas essas duas possibilidades
realmente ocorrem?

A resposta é afirmativa. Consideremos os seguintes exemplos.
O problema
X"+ wix = (w? — wj) cos(wt) +wi, x(0) =0, x'(0) =0,

corresponde a forga externa F(t) = (w? — w})cos(wt) + w3, que possui periodo
fundamental P = 271/w. E facil verificar que x(t) = 1 — (coswt) é a solugdo desse
problema, solugdo essa que tem periodo fundamental 277/ w. Portanto, igual ao da forca
externa.

O problema homogéneo associado tem solucdo geral dada por A cos(wpt) +
Bsen(wyt), de modo que
(U()P wo
2w
Podemos escolher wj e w de modo que
wo n

= com mdc(n, k) =1

de modo que k assuma qualquer valor!

Como segundo exemplo, consideremos

X"+ wix = (w? — wj) cos(wt), x(0) =0, x'(0) =0.

Como antes, a forca externa tem periodo fundamental 277/w e

a)op _ Wo

21w’
De acordo com a Afirmagdo depois da equagdo (2.3), jd vimos que a solugdo desse
problema s6 é periddica quando 22 € Q. Suponhamos que esse seja 0 caso, ou seja, que

wWo

o =% com mdc(n, k) =
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(Note que podemos fazer isso com liberdade de escolha de n e k.)

Mas a solugdo do problema é dada por
x(t) = cos(wot) — cos(wt).

O periodo fundamental dessa solugdo é justamente kP (veja o Exercicio 2).
Produzimos solugdes com periodo fundamental igual a qualquer multiplo de P.

2.7 SINTETIZANDO NOSSOS RESULTADOS

Nossa andlise foi longa e, talvez, vocé esteja querendo uma sintese dos resultados
que apresentamos. Faremos isso através do

Teorema 2.1 Solugdes periddicas do problema
X"+ wix =F(t), x(0)=0, ¥(0)=0 (2.16)

advém de forcas externas periddicas. Se o periodo fundamental da forca externa F é P, entdo
o periodo fundamental da solugdo x(t) é um muiltiplo de P, isto é, da forma sP, para alqum
seN"={1,2,...}.

A solugdo de (2.16) é dada por

x(t) = wio /Ot sen(woT)F(t — T)dT.

Para todo k € N*, podemos escrever

1 t 1 t+kP
x(t+kP) = —/ sen(woT)F(t — 1)dT7+ — / sen(wot)F(t — T)dT
wo JO wo Jt
1 t+kP
= x(t)+ —/ sen(woT)F(t — 1)dT.
wo Jt
Definindo
1 t+kP 1 0
z(t) = —/ sen(woT)F(t — 1)dt = —/ F(u)sen(wot — wou)du,
wo Jt wo J—kP
vemos que z(t) tem periodo fundamental 27t / wy.
Consideramos dois casos:
CU()P CU()P
F € Q e F eR \ @

Se ‘%f € Q, entdo x(t) é periddica se, e somente se, z(t) = 0. Se z(t) # 0, entdo a solugdo
é ressonante. Mais precisamente, suponhamos que

woP n _
5 T mdc(k,n) = 1.
Entdo,
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(i) sek =1,
P
/0 F(u)sen(wou)du =0 (2.17)

/OPF(u) cos(wou)du =0, (2.18)

entdo a solugdo é periddica. Por outro lado, se uma dessas integrais ndo é nula, a solugdo é
ressonante;

(ii) se k # 1, entdo a solugdo é periddica e tem periodo P ou kP.

Finalmente, as solucdes sio limitadas se

wOP

He]R\(Qg.

Se a solugdo for periddica, entdo ela terd periodo P. Assim, solugdes periddicas apenas
acontecem quando

/_OP F(u)sen(wou)du =0 (2.19)
¢ 0
/ ) F(u) cos(wou)du =0, (2.20)

pois esses igualdades implicam z(0) = 0 = 2/(0).

De todas as afirmagdes do Teorema, somente ndo provamos que, no caso

a)oP

ZGR\Q,

as solugdes sdo, necessariamente, limitadas. Isso serd feito no Capitulo 4. Finalmente,
note que as equagdes (2.19) e (2.20) ndo sdo equivalentes as equagdes (2.17) e (2.18).

2.8 EXERCICIOS

1. Mostre que o periodo fundamental de F(f) = cos 2f 4 cos 3t é 27t.
2. Considere o problema

X"+ wix = coswt, x(0) =0, x'(0) =0.

Ja vimos que a solugdo desse problema é periddica se, e somente se, w/wy for
racional. Mostre que, se w/wy = k/n, com mdec(k,n) = 1, entdo 2nm/w =
2kmt/wy =: T é o periodo fundamental da solugao.



CAPITULO 3
SERIES DE FOURIER

3.1 A CORDA VIBRANTE

Em geral, obter solu¢des de uma equagao diferencial parcial é um desafio. Um dos
poucos métodos que possui larga aplicabilidade é o de separacdo de varidveis. Vamos
ilustrar a aplicacdo desse método através do problema da corda vibrante, sem forca
externa.

O problema consiste na solugao do seguinte sistema

U — Cuyy = 0,

u(0,t) = u(L,t) = 0,

u(x0) = f(x), @1)
u(x,t) = g(x).

Aqui, u(x,t) descreve a posigao "vertical" da corda no ponto "horizontal" x e no
tempo t. A corda tem comprimento L e suas extremidades (situadas nos pontos 0 e
L do eixo horizontal) fixadas na posi¢do vertical nula. Sua posi¢do no instante t = 0
é descrita pela funcdo (continua) f(x) e sua velocidade neste instante é descrita pela
funcdo (também continua) g(x). A constante ¢ depende da densidade linear da corda,
bem como da tensdo aplicada a mesma.

Néao vamos descrever aqui as consideracdes fisicas que levam ao estabelecimento
do problema (3.1). Elas podem ser encontradas nas referéncias [2] e [5]. Apenas
enfatizaremos algumas hipo6teses que estdo sendo utilizadas quando da dedugdo de
(3.1). Em primeiro lugar, a corda é perfeitamente flexivel, de modo que nenhum esforgo
é necessdrio para dobré-la. A corda é tao fina que sua segdo transversal move-se como
um tnico ponto. Além disso, todo o movimento é transversal ao eixo horizontal x e ndo
existe componente da velocidade nesta dire¢do. Uma boa discussdo sobre as hipoteses
utilizadas quando da dedugdo de (3.1) pode ser encontrada em [5].

22
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3.2 SEPARACAO DE VARIAVEIS

A equacdo
Upp — Cliyy =0 (3.2)

¢ uma das poucas equacdes diferenciais parciais cuja solugdo geral pode ser obtida
diretamente. Ao invés de escolhermos essa abordagem, utilizaremos o método de
separacdo de varidveis, que consiste em supor a existéncia de uma solugdo u(x, f) tendo
a forma
u(x,t) = F(x)G(t)

em que F(x) e G(t) sdo fungdes reais'.

Feita essa hipotese, procederemos formalmente, isto é, admitiremos que, sob
condi¢des adicionais a serem especificadas, todas as passagens matematicas possam ser
justificadas.

Substituindo u(x,t) = F(x)G(t) em (3.2), chegamos a igualdade

F/(x) _ G" ()
F(x)  c2G(t)

Assim, essa igualdade define uma fungéo o(x, t). Fixando a varidvel x e variando ¢,
vemos que ¢ (x,t) ndo depende de t. Por outro lado, fixando t e variando x, notamos
que ¢ também ndo depende de x. Assim, ¢ é uma constante:

F//(x) _ Gll(t)
F(x) ~ 2G(1)

=0 R,
de modo que, se o método de separagio de varidveis for aplicivel, obteremos u(x,t) =
F(x)G(t) como solugdo do par de equagdes

F'(x) —cF(x) = 0,
G"(x) —oc*G(t) = 0.

Agora consideramos as condi¢des de fronteira em (3.1). Se a solugdo u(x,t) =
F(x)G(t) satisfaz u(0,t) = 0 = u(L,t), entdo

F(0)G(t) =0=F(L)G(t) paratodo t.
Se fosse G(t) = 0, entdo u(x,t) = 0 e as condigdes u(x,0) = f(x) e us(x,0) = g(x) s6
seriam satisfeitas se f(x) = 0 e g(x) = 0. Se essas fun¢des nado forem nulas, chegamos

entdo ao problema de valor de fronteira

F'(x) —oF(x) =0, F(0)=0, F(L)=0. (3.3)

10 método também pode ser aplicado com F e G complexas.
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Suponhamos que o > 0. Nesse caso, a solugdo geral de F”/ — ¢F = 0 é dada por (veja
[1]) F(x) = AeV?* 4 Be~ V¥, Substituindo ai os dados de fronteira F(0) = 0 = F(L),
concluimos que A = B = 0, o que nos leva novamente a solucdo identicamente nula.
Para ¢ = 0, a solugdo geral de F”(x) = 0 é dada por F(x) = Ax + B e os dados
F(0) = 0 = F(L) conduzem novamente a solucdo u = 0. Portanto, devemos ter ¢ < 0.
Chamando entdo —o = A?, a solugdo geral de F”/ + A2F = 0 é dada por (veja [1])

F(x) = Acos Ax + BsenAx
e os dados de fronteira garantem que A = 0 e que

BsenAL = 0.

Como B = 0 implica u = 0, impomos que senAL = 0, 0 que nos mostra que

A= %T ne{+1, £2,...},
chamados autovalores do problema (3.3). As fungdes
Ey(x) = senn—zx, nedl,2,...},
sdo chamadas autofungdes de (3.3). Note que basta considerarmos n € N*, pois valores
negativos de 1 apenas conduzem a autofungdes que diferem apenas no sinal daquelas
obtidas para n positivo. (Observe que a nomenclatura empregada sugere que estamos
num contexto de Algebra Linear.)

Uma vez que —c = A% € R, as solugdes do problema
G'—0c’G=0

sdo dadas por

nrct nrct
+ B,sen

Gy, = A, cos

Note que, para cada escolha de n € N¥, as constantes A, e B, podem ser escolhidas
arbitrariamente. Multiplicando as fung¢des F, e G, chegamos a
nix nrct nix nrct

Up(x,t) = AnsenT cos < + anenTsen T

Para cadan € N, u,(x, t) resolve o problema

2
Upp — CUyy = 0,
{ w(0,t) = . (34)

|

=
—
=
~
~—

I
=)
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Além disso, somas (finitas) de multiplos das fungdes u;, (para valores distintos de 1)
continuam resolvendo o mesmo problema. (Esse é o Principio da Superposicao.) Mas
a substituicdo t = 0 em qualquer de tais somas finitas de fung¢ées u, determina valores

para f(x) e g(x) (verifique!).
Como superar essa limitagdo?

Essa é uma daquelas situa¢des na matemadtica em que, para resolver um problema,
criamos outros. Alids, diversos outros. E o que mostraremos na préxima secéo.

3.3 SERIES DE FOURIER

Continuando com nosso procedimento formal, vamos considerar, ao invés de somas
finitas de solugdes u,, uma série de solucdes

= t nrct
u(x, t) =Y (Ansen? cos n7£c + anenn—fxsen T ) : (3.5)
n=1

Uma primeira davida impde-se: se somas finitas de solugdes u, continuam
resolvendo (3.4), o mesmo acontece com (3.5)? Isso ndo é 6bvio. Na verdade, nem
mesmo podemos garantir que a funcdo u(x,t) esteja bem definida, isto é, que a série
convirja. Mas, para sermos sinceros, muitas outras passagens feitas formalmente
também ndo eram 6bvias, e isso ndo nos impediu de fazé-las. Sendo assim...

A substitui¢do de t = 0 em (3.5) nos mostra entdo que a fungdo f deve satisfazer

nritx

flx) = ’; AnsenT. (3.6)

Se for possivel a derivacdo termo a termo em (3.5) (ah, mais uma hipétese...), entdo
a funcdo g deve satisfazer

X nrc nIx
= —— ) B,,sen——. (3.7)
s(0 = £ () e’

A nossa aposta é que, para funcgbes f e g suficientemente gerais, possamos
determinar os coeficientes A, e B, e também justificar todas as passagens feitas
formalmente.

Ao invés de determinarmos os coeficientes A, e B, nas expressdes (3.6) e (3.7),
passaremos a uma situagdo um pouco mais geral e mostraremos como os coeficientes
podem ser encontrados. Para isso, suponhamos que uma fungdo H(x) possa ser
representada na forma

_ a0 nmx nmx
H(x)=7>+), (an cos —— + bnsen—L > . (3.8)
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(Se voceé estd curioso para saber porqué o coeficiente ay aparece dividido por 2, veja a
seqiiéncia.)

Uma primeira observacdo, antes de prosseguirmos. O lado direito da igualdade
(3.8) tem periodo 2L (note que ndo estamos dizendo que esse é o periodo fundamental
daquela série) e estd definido para todo x. Assim, é natural considerarmos que a fun¢do
H esteja definida para todo x e tenha periodo 2L. Dito de outra forma: suponhamos que
H esteja definida num intervalo de comprimento 2L; estendemos entdo H ao conjunto
R, de modo que H tenha periodo 2L (de novo, ndo se trata do periodo fundamental de
H).

Vamos continuar agindo formalmente, quer dizer, vamos pensar que nossas
operagdes matemdticas possam ser justificadas. Integrando de —L a L, obtemos

L nrix
/_L :—/d-l—/ ZancosT—l—bnsnL>

Se a integragdo da série for possivel como integracdo termo a termo (convergéncia

uniforme possibilita isto!) entdo, como as fungdes cos 7= e sen™ = tém periodo 2L, vem

L ag (L d L nx L nmx
/_LH(x)dx = E/_deJr,;l(an/_LcosT+bn/_LsenT>
ap L
= = d
2 /—L *

L
ap = %/_L H(x)dx. (3.9)

Para obtermos os demais coeficientes, fazemos uso das relagoes de ortogonalidade:

e, portanto,

L
/ cos @senmnx = 0,Vm,neN*,
_LL L L
nmx M7Tx L, m=neN*
/_L cos I cos i = { 0, mneN, m#n (3.10)
/L nmx  mmax L, m=n¢cN*
7Lsen L "L o 0, Vm,neN*, m+#n.

(Essas relagdes podem ser obtidas facilmente calculando as integrais envolvidas, mas
o sentido da palavra ortogonalidade s6 serd esclarecido posteriormente. Essas relagoes
podem ser obtidas segundo uma outra abordagem, muito mais simples e elegante, que
utiliza fungdes complexas. Veja, por exemplo, [3].)

Agora, multiplicando a igualdade (3.8) por cos 27X e entdo integrando termo a

termo, obtemos os coeficientes de Fourier:

L / COS

M7X 4y, m e N*; (3.11)
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por outro lado, multiplicando por sen”™ = e integrando termo a termo, vem

M7Tx .
bm L/ ) cos i dx, me N, (3.12)

Ah, agora justificamos a divisdo de ag por 2. Fazemos assim por mera questdo
estética, para que as expressdes dos coeficientes sejam todas semelhantes...Aqui cabe
uma observagdo: a forma dos coeficientes a,, e b, implica a unicidade da série de Fourier
de uma fungédo f, desde que a série possa ser integrada termo a termo. Isso é valido,
por exemplo, se a funcdo f for continua por partes. Veja, a esse respeito, o Exercicio 7 e
a Secao 3.4.1.

Tudo isto estd muito bom, mas uma davida simples ainda néo foi resolvida: as séries
aqui apresentadas dependem de senos e cossenos; por outro lado, as séries em (3.6) e
(3.7) dependem apenas de senos. Qual o significado disso?

Uma simples verificacdo das igualdade (3.6) e (3.7) mostra que o lado direito de
cada uma dessas expressdes define (supondo sempre que a série convirja!) uma funcao
impar. Assim, as fungdes f e ¢ daquelas igualdades devem ser fungdes impares! Como f
e ¢ s6 sdo dadas no intervalo [0, L], isso quer dizer que elas foram estendidas ao intervalo
[—L, L] de modo a tornarem-se fun¢des impares.

O que podemos dizer sobre séries de Fourier de fun¢des pares e impares? E o que
vamos responder agora.

Nao é dificil verificar que o produto de duas fung¢des pares é uma fungdo par; que o
produto de uma fungdo par por uma fungdo impar é uma fungdo impar; e que o produto
de duas fung¢des impares é uma fungdo par. (Isso ndo parece com a multiplicagdo no
conjunto {—1,1}?)

Além disso, a integragdo de uma fungdo impar sobre [—L, L] (ou, mais geralmente,
sobre qualquer intervalo de comprimento 2L) é sempre nula, enquanto a integracdo
de uma funcdo par sobre [—L,L] (ou, mais geralmente, sobre qualquer intervalo de
comprimento 2L) é igual a duas vezes o valor de sua integragdo sobre [0, L].

Consequentemente, se H for uma funcao par, teremos b, = 0 paratodon € N* e

L / cos —dx

e, se H for uma fung¢do impar, entdo a4, = O paratodon € Ne

2 (L nix
bn = Z/O H(X)Seanx
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3.4 CHEGA DE FORMALISMO!

Nao é de bom tom que nds, mateméticos, sejamos apenas formais. Matematicos
gostam de provas, de resultados bem fundamentados. Mesmo que, desde Godel,
saibamos que ndo hd como fundamentar os postulados que utilizamos: um pouco de
idiossincrasia (ou cinismo?) é sempre permitido.

Assim, passemos as defini¢des e aos teoremas. Os resultados desta Sec¢do estdo
expostos em diversos livros (veja [2]-[5]) e sua inclusdo nesse texto foi feita apenas para
comodidade do leitor.

Com os coeficientes dados em (3.9), (3.11) e (3.12), a série no lado direito da
igualdade (3.8) é chamada série de Fourier da funcdo H. Nem sempre a igualdade
(3.8) é valida, mesmo se a fung¢do H for continua.

Note que o lado esquerdo da igualdade (3.8) define uma fungdo com periodo 2L.
Assim, H deve ser uma fungdo periddica, com periodo 2L. Portanto, ao investigarmos
a igualdade (3.8), basta considerarmos fungdes periddicas com periodo 2L.

3.4.1 Convergéncia Quadratica

Ao estudarmos a convergéncia de séries de Fourier, comecaremos pela nogdo de
convergeéncia quadratica, por causa de seu forte apelo geométrico. A nossa exposicao
pressupde que o leitor conhega alguns resultados bédsicos da Algebra Linear. Esses
podem ser encontrados em qualquer livro sobre o assunto.

Seja H uma fungdo com periodo 2L. A fungdo H : [-L, L] — R é continua por partes
(ou seccionalmente continua) se ela possuir um ntmero finito de descontinuidades
em [—L, L], todas elas de primeira espécie (isto é, os limites laterais a direita H(x™)
e a esquerda H(x~) existem em todos os pontos x). Denotaremos por CP([—L,L]) o
conjunto de todas as fungdes continuas por partes. E facil verificar que CP([—L,L]) é
um espago vetorial. Identificaremos cada uma das fun¢des em CP([—L,L]) com sua
extensdo periddica de periodo 2L. Note que, se H é essa extensdode H : [-L,L] — R,
temos H(L™) = H(L) e H(L") = H(—L), por exemplo. Ao considerarmos uma fungéo
em CP(|—L, L]), estaremos pensando sempre nessa extensao.

Denotaremos por C([—L,L]) C CP([—L,L]) o subespago de todas as fungdes H €
CP([—L,L]) taisque H : [-L, L] — R é continua. Em termos da extensao peri¢dica feita
acima, isso quer dizer que uma fung¢do continua H : [—L, L] — R ndo necessariamente
origina uma extensdo periddica continua! Mais precisamente, a extensdo periédica de
H:[—L,L] — R é continua se, e somente se, H(—L) = H(L).

Se denotarmos

(H,G) = /_ LL H(x)G(x)dx, (3.13)
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ndo é dificil verificar que (-, -) é um produto interno no espago vetorial (de dimenséo
infinita) C([—L, L]).

Todos os espagos com produto interno satisfazem a desigualdade de Cauchy-
Schwarz que, no nosso contexto, garante que

/LL H(x)G(x)dx < (/LL[H 2dx)1/2 (/ [G(x 2dx>1/2, (3.14)

Como conseqiiéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos facilmente que

1/2
Il = (o1, )2 = (G0 x ) 615)

é uma norma no espago C([—L, L]). Chamaremos essa norma de norma quadrética.

Nesse contexto, as relagdes de ortogonalidade (3.10) significam que o conjunto
1 TTX X 27x
,C0S —, sen—,Ccos —, . ..
L L L
é um conjunto ortogonal e, portanto, linearmente independente.

Agora consideremos uma questao geométrica. Denotemos por

kr kmrx
sn(x) = Ao+ Z (AkcosT+BksenT>
k=1

com Ay, By € R quaisquer. Chamaremos sy de polinémio trigonométrico de ordem N
com coeficientes Ay, By.

Assirn sy denota um elemento arbitrdrio do espago vetorial gerado pelas fungoes
1, cosZ%, sen’*,..., cos Nf",senz\ff". Consideremos H € C([-L,L]). Qual é
o polindmio trigonométrico que melhor aproxima H na norma quadrética? Mais

precisamente, para que coeficientes temos que a norma quadrética ||H — sy|| € minima?

A resposta é simples: a fungdo (H — sy) é perpendicular a sy se, e somente se,
Ao = ag/2, Ay = ax, By = b (k € N*), em que ag, by sdo os coeficientes de Fourier de H.
Para verificar esse fato, basta mostrar que nesse caso, (H — sy) é ortogonal a cada uma

das fungdes do conjunto {1, cos %, sen’*,...,Cos fo, sen fo }. (Veja o Exercicio 4.)

Se ay, by sdo os coeficientes de Fourier de H, denotamos

N
k k
Sn(x) = % + kZ:l (ak cos % + bksen%)

a soma parcial de ordem N da série de Fourier de H.
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Figura 3.1: A melhor aproximacdo de H no espago gerado pelas fungdes

1, cos L ,sen’* [ s++.,CO8 N fx seniY fx é SN, soma parcial de ordem N da série de Fourier

de H.

As relagoes de ortogonalidade implicam que
2

ISnII> = (Sn, Sn) =L (—0 Z (a2 +b?) ) (3.16)

Assim, decorre do teorema de Pitadgoras (veja o Exercicio 3) que

N L
Iswl = L( + )+ ) ) < HIP= [ (H()Pdx

para todo N € N*. Tomando o limite quando N — oo, obtemos a desigualdade de

Bessel :
L

30 iakerz <1 [ [H@Pdx

—L

Dizemos que Sy converge a H na norma quadrética, em simbolos, Sy — H em L?,
se

L 1/2
li — H| = li H(x) — 2d = 0.
tim 15y — | = tim ([ 1H(3) = Sy ()P )

Como o teorema de Pitadgoras garante que
|H = Snll* = [IH|I* = lIsn]*,

passando ao limite quando N — oo, concluimos que

L e}
Sy - Hem [ & %/L[H(x)]zdx— Z a? +b).

A igualdade do lado direito da tltima expressdo é conhecida como identidade de
Parseval.
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Nesse ponto, podemos concluir a validade da identidade de Parseval mostrando
que toda funcdo H : [-L,L] — R com H(—L) = H(L) pode ser uniformemente
aproximada por um polindmio trigonométrico. Mais precisamente, dado € > 0, existe
um polindmio trigonométrico Pe tal que sup,._; ;1 [H(t) — Pe(t)] < e. (Em vdrios
textos, fungdes continuas como acima sao descritas como fun¢des definidas no circulo
S!.) Como essas funcdes sdo (claramente) densas no espaco C([—L,L]) com a norma
quadratica, concluimos daf o afirmado. (Para esse procedimento, veja, por exemplo, [4].
Uma abordagem mais precisa, que constitui uma varia¢do sobre esse método, pode ser
encontrada em [2] e [3].)

Concluiremos a validade da identidade de Parseval na préxima Subsecao.
Contudo, é importante ressaltar um fato: todo o desenvolvimento que aqui fizemos
continua sendo valido para fungdes em CP([—L, L]). Assim, se H € CP([—L, L]), vale

2 00
Sy — H em L? L/ de—EO Zak—i—bz

No texto, ndo abordamos diretamente fun¢des em CP([—L,L]) porque, nesse caso,
a equagdo (3.13) ndo define um produto interno nesse espaco, ja que (H,H) pode
ser nulo mesmo quando H # 0; em conseqiiéncia, (3.15) ndo define uma norma.
Existem duas maneiras desse impasse ser contornado. A primeira consiste em
notar que a desigualdade de Cauchy-Schwarz e demais propriedades utilizadas no
desenvolvimento do texto s6 dependem de propriedades satisfeitas por (3.13). Esse
método estd proposto nos exercicios deste Capitulo. A segunda abordagem é utilizada
em textos mais avangados e consiste em identificar fungdes em CP([—L, L]) que sejam
iguais em quase todos os pontos (isto é, a menos de um conjunto de medida nula). Esse
é o procedimento usado ao se definir o espaco L?([a, b]), presente nos cursos de medida
e integragao.

Encerramos esta Subse¢do com um comentdrio a respeito da identidade de Parseval:
o espaco gerado pelo conjunto

P X TX krtx krx

= { , €08~ Sen——,...,C0S ——,Sen——, }

é formado por combinagdes lineares (finitas!) dos elementos de B. Assim, a identidade
de Parseval tem a seguinte interpretacdo geométrica: ela nos garante que toda funcdo
H € CP([—L,L]) estd no fecho do espago gerado por B. Observe também que ndo
normalizamos os elementos de B, isto é, aqueles elementos ndo sdo unitarios.

3.4.2 Convergéncia Uniforme

A convergeéncia pontual da série de Fourier d4 significado as igualdades (3.6) e (3.7).
Mas, a obtengédo de (3.7) foi feita assumindo que a série de Fourier da (pretensa) solucgdo
u(x,t) (isto é, a equagédo (3.5)) pudesse ser derivada termo a termo. Em geral, isso s6 é
possivel mediante hipéteses de convergéncia uniforme...
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Iniciamos com uma observagdo que une os resultados desta Subse¢do com aqueles
da Subsecdo anterior: se Sy — S uniformemente, entdo Sy — S em L2. De fato, dado
€ > 0,seja Np € N tal que

€
V2L’

para todo N > Nj. Entdo, para tais N € N¥, vale

ISy — S|l = (/LL[SN(x) _ S(x)]zdx>1/2§ (/LL [\%Fm)m (% /LL dx>1/2: e,

ou seja,

xeR

[Sn(x) = S(x)] <

Jim (S = S[ =0,
como queriamos mostrar.

Como o limite uniforme de uma seqiiéncia de fun¢des continuas é uma fungdo
continua, a convergéncia uniforme da série de Fourier de H exige que a funcdo H seja
continua. Mais do que isso, como Sy é continua em qualquer intervalo aberto contendo
[—L, L], devemos ter que H(—L) = H(L).

Agora fazemos outra observagdo de caréter introdutério: se H for uma funcéo tal
que H € CP([-L,L]), entdo a série de Fourier de H' é obtida mediante derivagado
termo a termo da série de Fourier de H. Este é um resultado notével, pois ndo estamos
assumindo convergéncia uniforme!

Para verifica-lo, denotemos por a, e b, os coeficientes de Fourier de H e a), e b,
os coeficientes de Fourier de H'. Integragdo por partes nos permite relacionar esses
coeficientes: se n € N*, vale

a L/ ) cos —dx
L L LH L
= — (x)sennrcx —/ ( )sennnxdx = ——10,.
L nrm L |; J-L nr L nrm
Do mesmo modo,
b L a’
Y
Quer dizer,
a ad nx nx X nmh nrmwx  nrma nmx
H:?O+’gancosT+bnsenT = H’:’E L"cos T L"sen T

(Note que a hipétese H' € CP([—L, L]) foi usada para garantir a validade da integracdo
por partes.)
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Como conseqiiéncia da relacdo entre os coeficientes de H e H', temos:

Afirmagdo: Seja H € C([-L,L]) com H(—L) = H(L). Suponhamos que H' €
CP([-L,L]). Entdao Sy — H uniformemente, isto é, dado € > 0, existe Ny € N* tal
que
N>Ny = sup |H(x)—Sn(x)|<e.
te[—L,L]

A prova de nossa afirmagdo agora ndo é dificil:

M

M
ISn(x) — Spm(x)| = 2 ancosﬂ—l—bnsen@ < Y |ancos nnx%—bnsen@
=N+ L n=N+1 L L
< % \/ a3 + b3 < % Ly 2+ Lo 2
B =N+ n=N+1 " "
L ¥ 1
= )3 " (b7)% + (a3,)>.
n=N-+1

Portanto, em virtude da desigualdade de Cauchy-Schwarz no R", vem que

L M 1
Sn(x) = SmI < 3 Sy () + @)
n=N+
M 1/2 M o\ 1/2
S%( %ﬁ) ( ;1{ (ba>2+<a;)2])
n=N-+ n=N-+
. Mo 1/2 M 1/2
:;< ) ﬁ) ( L (b;)2+(a;)2) :
n=N+1 n=N+1

Uma vez que a desigualdade de Bessel garante que a série Y, (b},)? + (a},)? é limitada
e uma vez que a série Yo ;(1/n?) é convergente, concluimos que a seqiiéncia Sy é
uniformemente de Cauchy. Assim, Sy converge uniformemente para uma fungédo S.

Afirmamos que S = H, fato que mostraremos na Subsecéao 3.4.4, quando estudarmos
a convergéncia pontual da série de Fourier. Com esse resultado, concluimos a prova de
nossa afirmacgéo.

A convergéncia uniforme da série de Fourier pode ser provada sob condi¢des um

pouco mais gerais: veja [2], p. 69.

3.4.3 Voltando a Convergéncia Quadratica

Como ja mostramos que a convergéncia uniforme Sy — H implica a convergéncia
quadrética Sy — H em L?, a identidade de Parseval esta verificada no caso em que
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H(—L) = H(L)e H € CP(|—L,L]). Agora vamos mostrar que essas hipéteses podem
ser suprimidas.

Afirmacdo: Sejam H : [a,b] — R continua e «, 3 € R. Entdo, para cada ¢ > 0 dado,
existe uma fungdo continua He : [4,b] — R tal que:

(i) He(a) = xe He(b) = B;
(ii) H. € CPla,b);
(iii) |H — He|| < e.
Para mostrarmos nossa afirmagdo, comecamos relembrando que uma fungdo

continua definida num intervalo limitado e fechado é uniformemente continua nesse
intervalo. Assim, existe 6 > 0 tal que

€

x—yl<d = [H(x)—H(y)| <m-

Se necessario, escolhemos um valor menor para , de modo que também seja
satisfeita a desigualdade

2
€
8K?6 < —,
< 2
em que
K = max { max |H(x)|, |«|, |,B|} :
x€[a,b]
Consideremos, entdo, {a = xp < x; < -+ < X, = b} uma parti¢do do intervalo

a, b], tal que xj—xj_1 <dparatodoj=1,2,...,m.

Seja He a fungdo cujo grafico é a linha poligonal que passa pelos pontos
(a,a),(xj, H(x;)) (paraj=1,2,...,n — 1) e pelo ponto (b, B).

E claro que H, é continua, He(a) = «, He(b) = B e H. € CPl[a,b]. Além disso, para
todoj € {2,...,n— 1}, He restrita a cada intervalo [xj_l,x]'] assume todos os valores
entre H(x;_1) e H(x;). Logo, para x € [x;_1, x;|, temos

H(x) — H(x;) < H(x) — He(x) < H(x) — H(xj_1)
ou
H(x) — H(x]',l) < H(x) — He(x) < H(x) — H(xj),

conforme seja H(x;) < H(xj_1) ou H(x;) > H(xj_1). (Observe que, se H(x;) <
H(x;_1), entdo H(x;) e H(xj_1) sdo, respectivamente, o minimo e o maximo de H, no
intervalo [x;_1, xj].)



3.4. CHEGA DE FORMALISMO! 35

Portanto, se x € [x]-_l,xj] paraj € {2,...,n— 1}, entdo

€

|H(x) — He(x)| < max {|H(x) — H(xj_1)|,|H(x) — H(xj)|} < m.

Por sua vez, se x € [a,x1] U [x,_1,b], entdo |H(x) — He(x)| < 2K.

Logo,
2 R 2 1 2
|H — Hel|* = 2 / [H(x) — He(x)]"dx +/ [H(x) — He(x)]dx
]':2 x]',1 a
b
+ [H(x) — He(x)]2dx
Xn—1
j=n-1 2 )
< —(x; —x;_1) | +4K*|[(x1 —a) + (b — x;,_
Jg 2y~ 1) [(x1 —a) + 1)]
e 2 e 2 2
ou seja,

|H — He|| <€,

como queriamos mostrar.

Agora estamos em condigdes de mostrar que a identidade de Parseval é vélida para
todas as fun¢des H € C([—L, L]).

Como sabemos, se Sy denota a soma parcial de ordem N da série de Fourier de H, a
identidade de Parseval é vélida se verificarmos que Sy — H em L2.

Dado € > 0, tome H, continua em [—L, L] tal que He(—L) = He(L), H. € CP[—L, L]
e ||H — He|| < 5. (Note que o valor He(L) pode ser escolhido arbitrariamente!)

Seja Sy (x) a soma parcial de ordem N da série de Fourier da funcdo He. Do teorema
sobre convergéncia uniforme sabemos que Sy converge uniformemente para He no
intervalo [—L, L] e que, consequentemente, Sy converge em média quadratica para H
neste intervalo. Assim, existe Ny € N* tal que

N>Ny =  |8Sy—H< g

Por outro lado, sabemos que Sy é uma combinagéo linear das fungdes do conjunto
{1, cos %, sen”®, ..., cos Nmx senN 7 }, enquanto Sy é a melhor aproximagdo de H (na

L 7
norma quadrética) no espago gerado por essas fungdes. Logo, temos que

ISy = H|| < [ISn = HI-
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Portanto, se N > Ny, entdo

~ ~ € €
ISy —HI <[5y = HI| < [|Sn = Hel| + [|[He = H|| < 5 + 5 =€
Concluimos que Sy converge em média quadratica para H, o que é equivalente a
Identidade de Parseval para H.

Temos também como concluir que a igualdade de Parseval é verdadeira para
qualquer fun¢do H € CP([—L, L]). Isto decorre da demonstragdo acima e do Exercicio
8.

Ressaltamos, entretanto, que uma suposicao importante
foi feita no desenvolvimento acima: de acordo com a demonstra¢do da convergéncia
uniforme da seqiiéncia Sy, sabemos que existe uma fungdo continua S tal que Sy — S
uniformemente. Dai podemos concluir que Sy — S em L?. Mas, ndo sabemos ainda
caracterizar a fungdo S! Isso serd feito na préxima Subsecdo, quando mostraremos que
S =H.

3.44 Convergéncia Pontual

Seja (como antes!) Sy a soma parcial de ordem N da série de Fourier de H. Vamos
obter uma expressdo alternativa para Sy.

Substituindo as expressdes dos coeficientes de Fourier a, e b, na expressdo de Sy(x),
obtemos

1 (L No/1 L nmx
Sn(x) = i/_LH(y)dy+ 2 (f/_LH( cos—ydyco ST

1 (L y nmx
t1 /_L H(y)seanysenT)

1 1 Y nmy nix nmwy  nux
=1/, H(y) 5t ; (cosTcos -t senTsenT>] dy
_ Ly __ n 2 nrly =)
-1/, y cos Y
ou seja,
1 /L
Sn(x) = ¢ [ H)Dx(y—x)dy (3.17)
em que
1 N
Dn(¢) = 5+ Y cos ”T”g (3.18)
n=1

é 0 Nicleo de Dirichlet.
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A funcdo Dy possui propriedades interessantes: para cada N € N*, ela é continua,
par, periddica de periodo 2L e

L
L[ b =1.

As primeiras propriedades sdo imediatas. Quanto a tltima,

L o L/(m«wé)dc
:3[_ —Z ””5 ]:1

Agora vamos obter uma expressdo alternativa para o ntcleo de Dirichlet.

Afirmagao: Para todo 0 € R vale

1 N sen (%9)
2 + ) cos(nf) =

= ~ 2sen(0/2) (3-19)

Para mostrarmos nossa afirmac¢do, comegamos considerando o caso em que
sen(0/2) # 0, ou seja, 6 # 2km para k € Z. Tomando a = 6/2 e b = n6 na identidade
trigonométrica

2senacosb = sen(b +a) —sen(b —a),

obtemos
2sen(0/2) cos(nf) = sen(nf +6/2) —sen(nb — 0/2)
=sen(nf +6/2) —sen((n—1)0+6/2)
e, portanto,

2sen(6/2) % cos(nb) = % [sen(n0 4 6/2) —sen((n —1)0 +6/2)]

n=1 n=1

=sen(NO+6/2) —sen(0/2).
Assim,

N
sen(6/2) +2sen(6/2) Y cos(nf) = sen(N6 +6/2).

n=1
Dividindo essa dltima igualdade por 2sen(6/2), obtemos (3.19).

Vamos agora tratar o caso em que 6y = 2k7t para algum k € Z. Nesse caso, temos
cos(nfp) = 1 e olado esquerdo de (3.19) fica igual a § + N. O lado direito de (3.19), por
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sua vez, pode ser calculado ao se considerar o limite quando 8 — 6y. Aplicando a regra
de L'Hospital, vem

sen (21\]2“6 ON &1 cos 2N+16>
li =
Py 2sen(6/2) < 2 ) 00y cos cos(6/2)
2N 1
/2N +1 )
a 2 cos 90/2
B 2N+ 1\ cos (2N + 1)knr)
B cos(kr)
ZN —l— 1
+ N.
2 2

Decorre imediatamente de nossa afirmacdo que o nicleo de Dirichlet tem a seguinte
expressdo alternativa:

sen ((2N +1)75¢)
2sen(4r-C)

Dn(¢) =

(3.20)

Agora estamos em condic¢des de obter nosso resultado principal desta Subsecao.
Afirmacdo: Seja H € CP(|—L, L]). Entéo,

H(x*)+ H(x")
2

lim S =
A, SN )
em cada ponto x em que existem as derivadas laterais H' (x*) e H'(x ™).

Vejamos: da expressdo de Sy em termos do ntcleo (3.17) e do fato de que H e Dy
tém periodo 2L decorre que

Sn(x) = l/L H(y)Dn(y — x)dy
= / H(E + x)Dn (£)dé
— / H(C +x) D (&)d8
_ L/ (x + &) Dy (5)dE + ~ / (x + &) Dn(&)de.

Vamos agora mostrar que, se existe o limite lateral H'(x ™), entdo

0 )
tim 1 [ HGe g Dy(@ag = T,
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De fato, temos

0
L e+ oa@de =1 [ 1+ 8) - HEOIDN@dE + 1 [ HGO)Dx (@)
e, como .
.

L[ e p(@ds = reo )t [ oa@as =15,

basta mostrar que
0
Jim - [ [H(x+8) — HGo)Dn(©)de =0, (321)

Para o calculo desse limite, usaremos a expressdo alternativa de Dy. Assim,
sen <7r(2é\lL+1) é’)
d
2sen(4r¢) ¢

= —/ )sen ((2N +1)y)dy
7'[/2

L e o) - HeODs@de = 1 [ [H+6) - HxO)

em que

H(x+ 2Ly) - H(x")
o() = 2sen '
Ui
Basta, entdo, verificar que v € CP[—%, 0]. De fato, uma vez feita essa verificagdo, o
Exercicio 6 garante que

0
lim v(n)sen ((2N +1)n)dy =0,

N—oo _%
que é a igualdade (3.21).

Claramente temos que v € CP[—7,0). Portanto, para que tenhamos v € CP[—7,0],
devemos mostrar que o limite lateral v(07) é finito. A verificagdo desse fato é imediata
e decorre da existéncia de H'(x™):

H 2Ly — H(x~) 2L
lim o(y7) = lim (x + sz) (x )2 7l
n—0 n—0 ?1’] Sen17
EETTR /Ty
= Hx )nﬂlgg_ sen(n7) Hix )7r'

De modo analogo, provamos que a existéncia de H'(x") leva a

tim L ["H(r 4 2)Dy(@)az = 0.

N—oo 0
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Concluimos que, se H € CP[—L, L] e, se os limites laterais H'(x~) e H'(x™) existem,
entao

thN&%=Hml%[iH@+Cﬁm@Mé+%AFH@+ODN@MC

N—oo N—oo
_H(x) | H(x") _ H(x)+ H(x)
2 2 2 !

que é justamente nossa afirmacao.
O nosso ultimo resultado é conhecido como Teorema de Fourier.

Desse resultado decorre imediatamente que Sy (x) — H(x) no caso em que a fungdo
H : [—L, L] é continua. Isso completa a demonstragdo de que S = H.

3.5 SOLUCAO DO PROBLEMA DA CORDA VIBRANTE

A solugdo do problema da corda vibrante, quando interpretada no sentido cléssico,
isto é, uma solugdo da equagdo (3.1), destoa daquilo observado fisicamente. Por
exemplo, um problema em que a funcdo f seja continua, mas ndo possua derivada
f'(x) em um ponto x (por exemplo, a corda dedilhada), ndo possui solug¢do no sentido
classico. Veja-se, a esse respeito, [2] e [5].

Isso deve-se a propria maneira utilizada para se deduzir a equacdo da onda. Antes
de obter-se a equagdo diferencial uy = ity chega-se a uma equacgdo integral que
deve ser satisfeita pela fungdo u (veja [2] e [5]). A passagem da equagdo integral para a
equacdo diferencial é feita a custa de supor que a solucdo u seja suficientemente regular.
Ora, se em problemas cotidianos essa regularidade ndo é satisfeita, essa passagem é
indefensével.

A tnica solugdo para esse impasse é obtida em um contexto mais avancado, que
trata de derivadas generalizadas. Isso foge ao escopo de nosso texto, chegando as raizes
da necessidade de espacos de Sobolev.

Assim, com certa ingenuidade, passaremos a admitir que qualquer solugdo obtida
como série de Fourier corresponde a uma solugdo do problema da corda vibrante (3.1).
Essa abordagem pode ser justificada nesse contexto mais amplo de espacos de Sobolev.

3.6 EXERCICIOS

1. Mostre a desigualdade de Cauchy-Schwarz 3.14. Mostre, entdo, que ela é vélida
também para fungoes f € CP([—L, L]).
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2. Considere CP([—L,L]), o espago de todas as fun¢des continuas por partes f :
[—L,L] — R. Verifique que, usando a defini¢do de (f,g) ja dada para o espago
C([~L,L]), entdo || f|| = (f, f)'/? ndo é uma norma nesse espaco.

3. Sejam f,g € CP(|—L, L]). Mostre que
If +8lI> =l £2(f,8) + lIgll*
Deduza, entdo, o teorema de Pitdgoras:

If +8l? = 1fI>+llgl* = (f.8)=0.

4. Dado f € C ([ L, L]) mostre que a melhor aproximagédo de f no espago gerado

por 1, cos ¥, sen’*, ..., cos fo seanx é

krt krtx
Sy = 2 04 Z{ (ak cos T + bksenT>

em que 4y, by sdo os coeficientes de Fourier de f.

5. Demonstre, como conseqiiéncia da desigualdade de Bessel, o Lema de Riemann-
Lebesgue: se f € C([—L, L), entdo

lim / f(x) cos( )dx =0= lim /LLf(x)sen(n—Zx)dx.

n—oo n—oo

6. Seja f € CP[a, b]. Mostre que

lim / f(x)cos(nx)dx =0 = lim /bf(x)sen(nx)dx.

n—oo n—oo a

(Sugestao: Mostre o resultado inicialmente para o casoem quea =0e 0 < b < 7.
Depois, analise 0 caso em que 2 = 0 < 7 < b. Por ultimo, lembre-se que

fab - fOb B an')

7. Seja f € CP([—L,L]). Justifique: a série de Fourier de [ ab f é obtida da série de
Fourier de f por meio de integracdo termo a termo.

8. Mostre que, dada uma fungédo continua por partes f : [a,b] — Rea,p € R, entdo,
para cada € > 0, existe uma func@o fe : [a,b] — R continua e tal que:

@) fe(a) =we fe(b) =pB;
b) f! € CP[a,b);
© [If = fell, <e.



CAPITULO 4
RESSONANCIA HARMONICA

Neste Capitulo, estudaremos a interacdo entre duas cordas vibrantes. Sendo mais
preciso, a vibragdo de uma corda gera ondas sonoras, que atuam sobre uma segunda
corda como uma forca externa. As ondas sonoras produzidas pela primeira corda
podem provocar ressondncia capaz de fazer vibrar a segunda corda. Mostraremos que
a existéncia de ressonancia depende, ndo da freqiiéncia de oscilacdo da primeira corda,
mas sim da freqiiéncia dos harmonicos presentes em sua vibragdo. (Se essa frase parece
incompreensivel, ndo fique preocupado. Tudo serd esclarecido no momento oportuno.)

41 PERIODO FUNDAMENTAL

Consideremos uma corda vibrante, cujo movimento é descrito pelo problema

U — Ciyy = 0,

u(0,t) = u(L,t) = 0,

u(x,0) = f(x), @)
u(x,t) = 0.

Essa é uma corda de comprimento L e constante c, cujas extremidades sdo mantidas
fixas e que possui posi¢do inicial descrita pela fun¢do f(x) e velocidade inicial nula.

Como vimos, a soluc¢do da equagéo (4.1) é dada por
nrict  nmx

u(x, t) = Z B, cos T senT,

n=1

em que

2 (L nix
B, = Z/o f(x)seanx.

A solugdo u(x,t) é periddica tanto na varidvel espacial x quanto na varidvel
temporal. A periodicidade na varidvel espacial ndo tem interesse aqui: a fungéo f(x)
foi estendida periodicamente e a periodicidade em x apenas expressa esse fato, que é
irrelevante, pois as extremidades da corda estdo fixas.

42
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A periodicidade que nos interessa é a temporal, pois ela é que estabelece a altura
(freqiiéncia) do som.

Relembramos, no contexto da corda vibrante, duas defini¢des dadas anteriormente:
o periodo fundamental da corda vibrante é o menor ntimero positivo T tal que
u(x,t+T) = u(x,t) paratodo t > 0 e x € [0,L]; a freqiiéncia fundamental da corda
vibrante é o inverso de seu periodo fundamental:
1
=7

Essa definigdo estabelece uma medida para os sons que percebemos e distinguimos:
os graves e os agudos. Dai podemos falar em altura do som. Mais agudo quanto mais
alto, isto é, quanto maior for a sua freqiiéncia; mais grave quanto mais baixo, quanto
menor sua freqiiéncia.

Consideremos a solugdo u(x,t) de (4.1). Se o coeficiente B; (chamado primeiro
harménico) nédo for nulo, entdo é facil ver que

2L c
T - — = —.
c ¢ ?7a
Quando o primeiro harmonico for nulo (B; = 0), ja ndo é tao facil determinar a

freqiiéncia fundamental. Vejamos isto em dois exemplos.

Consideremos uma corda de comprimento L = 7t e constante ¢ = 1. Entdo, a solucdo
do problema (4.1) é

u =Y Bycos(nt)sen(nx).
n=1
Suponhamos que, para uma determinada fungdo f, tenhamos B, = 0 para todo
n & {2,3}, ou seja,

u(x,t) = By cos(2t) sen(2x) + B3 cos(3t) sen(3x).

E facil verificar que T = 27t (veja o Exercicio 1) e, portanto, ¢ = 1/(27). Contudo,
existem 3 pontos da corda que ndo vibram com essa freqiiéncia: o ponto x = 77/2, cuja
freqiiéncia de vibragdo é % e os pontos x = 71/3 e x = 271/3, ambos com freqiiéncia de

vibragdo 1/ 7.

Figura 4.1: Os zeros das fungdes sen2x e sen3x em [0, 71] produzem pontos que vibram
com freqiiéncia diferente da freqiiéncia fundamental da corda vibrante.
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Consideremos agora a mesma corda, com solu¢do do problema (4.1) dada por
u(x,t) = cos(nt) sen(nx),

isto é, 0 caso em que By = 0 para todo k # n. Neste caso, T = 27t/n. Repare que essa é
a solu¢do do problema da corda vibrante para o caso em que f(x) = sen(nx).

Concluimos que a freqiiéncia fundamental da corda depende de sua posicao inicial.
Isso é espantoso, ndo é? Normalmente nada se menciona sobre o assunto nos textos
didaticos. Notamos também que existem pontos da corda que vibram com freqiiéncia
maior do que a fundamental.

Mas surge uma duavida simples:

Existe sempre a freqiiéncia fundamental da corda vibrante? Isto é, existe sempre
um menor nimero real positivo T tal que

u(x,t+T)=u(x,t) Vxe|0,L] et>0?

A resposta dessa pergunta é afirmativa, desde que u # 0. De fato, consideremos,
mais geralmente, a série de Fourier

P(t) = i a, cos nat.

n=1

Mostraremos que a fungio ¢(t), se nao for constante!, tem periodo fundamental igual a
27t/ (dw), em que
d=mdc({n € N* : a, #0}) =: mdc(A).

A fungdo ¢(t) é periddica e 27/(da) é um periodo de ¢. Seja p o periodo
fundamental de ¢(¢). ntéo, 2t/ (dw) = rp, para algum r € N*. Temos,

p(t+p) = ian cos[na(t+p)] = i [cos(nap) cos(nat) — sen(nap) sen(nat)]

= Z ncos(nat) = ¢(t).

Pela unicidade da série de Fourier, concluimos que sen(nap) = 0 e cos(nap) = 1,
para todo n € A. Assim, nap = 2k para algum k € N* e todo n € A. Substituindo
o valor de p, obtemos que rd | n para todo n € A e, portanto, r = 1. Quer dizer,
p =2m/(da).

10 mesmo argumento pode ser utilizado para séries de Fourier com termos em senos e cossenos.
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Voltando agora ao caso da corda vibrante, temos

> nmct  nmx
) = -
u(x,t) ngancos T sen—

A argumentagdo acima, com x = 7c/L garante a existéncia de um periodo
fundamental para a corda vibrante. Contudo, ainda ndo podemos concluir que ele seja
igual a 2L/ (dc), visto que existe dependéncia na variavel x.

Vimos, nos exemplos anteriores, que podem existir pontos cuja freqiiéncia
fundamental é maior do que a freqiiéncia fundamental da corda. Quantos pontos
podem existir com freqiiéncia fundamental maior do que a freqiiéncia fundamental
da corda? Qual a freqiiéncia de vibragdo captada pelo ouvido humano?

Vamos supor que o periodo fundamental de um determinado ponto xy seja menor
do que p = 2L/ (dc). Defina

B o niTxg nrct
o(t) = u(xo,t) =) (ansen I >cos T

n=1

Como vimos, o periodo fundamental de ¢(t) é pg = 2L/ (doc), em que

dg = mdc(Ap) = mdc ({n e N* . ansenmzxO + O}) :

Para que pg seja menor do que p, é necessério que d seja maior do que d. Mas, para
isso acontecer, é preciso que sen*% = 0 para algum 7, pois assim teremos Ay & A,
possibilitando o aumento do méaximo divisor comum. Portanto, podemos ter apenas
uma quantidade enumeravel de pontos com periodo fundamental menor do que o

periodo fundamental p da corda.

Com um pouco mais de esfor¢o, podemos concluir que existe, no méximo, uma
quantidade finita de tais pontos, visto que, mdc(A) é, na verdade, o méximo divisor
comum de uma quantidade finita de elementos de A:

mdc(A) = mdc(ny,ny,...,1,), emque n€A j=1,...,k

Em particular, podemos concluir que o periodo fundamental da corda vibrante é
2L/(dc), visto que existem muitos pontos tais que sen™™ #* 0. Mais do que isso,
podemos concluir que a freqiiéncia desse ntimero finito de pontos ndo interfere na

freqiiéncia captada pelo ouvido humano.

Uma terceira pergunta talvez seja 6bvia do ponto de vista fisico, mas tem interesse
matematico: um ponto estaciondrio (isto é, u(x,t) = u(x,0) para todo t > 0) tem
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que necessariamente estar na posicdo de equilibrio? Mais geralmente, em termos
o%u

54 (x,t) = 0, podemos concluir que u(x, t) = 0?

matematicos: se %(X, t)y=0e
Suponhamos que
nrict  nmX

) = nrex
u(x, t) ;ancos sen—

Entao

ou (x,) = i ., (Tl7‘[C> sennnctsennnx
ot = MU L L L

Portanto, quanto o ponto x estiver parado, a unicidade da série de Fourier implica
que aysen™™ = 0 para todo 7, ou seja, u(x, t) = 0 para todo t > 0. Veja que, assim, um

ponto estaciondrio satisfaz u(x, ) = u(x,0) = 0.

O seguinte exemplo mostra que pode existir um ponto da corda que ndo é
estaciondrio, mas que em algum instante tem sua velocidade e aceleracdo nulas.
Considere

u(x,t) = 4cost senx + cos(2t)sen(2x).

(Trata-se de uma cordacom L = rec=1.)

Temos 3
a—Ltl(x, t) = —4sent senx — 2sen(2t)sen(2x)
e
0%u
W(x, t) = —4cost senx — 4 cos(2t)sen(2x).

Logo, no instante t = 7, a velocidade e aceleragdo do ponto x = 71/3 sdo nulas,
enquanto u(7t/3,t) = (v/3/2)[4cost + cos(2t)].

4.2 COLOCANDO MATEMATICAMENTE O PROBLEMA

Consideremos duas cordas, a primeira com comprimento L; e constante cq, e a
segunda com comprimento L, e constante c;.

Vamos supor que o movimento da primeira corda é dado por

utt_C%uxx = 0,

u(0,t) = u(Ly,t) = 0O,

u(x0) = f(x), (42
ut(x,t) = 0.

Assim, trata-se de uma corda com constante c;, de comprimento L, cuja posi¢do
inicial é descrita pela funcédo f(x) e cuja velocidade inicial é nula.



4.2. COLOCANDO MATEMATICAMENTE O PROBLEMA 47

Por sua vez, o movimento da segunda corda é descrito por

Ut — C%uxx = F,
u(0,t) = u(Lpt) = 0,
u(x,0) = 0, (4.3)
u(x,t) = 0.

Assim, a segunda corda tem constante ¢y, comprimento Ly, posicdo e velocidade
nulas. O termo F exprime a forga externa a qual a segunda corda é submetida. Mais
precisamente, F é justamente a solugdo u; da equagéo (4.2).

Como vimos, a soluc¢do da equagéo (4.2) é dada por

d nmeit nmax
uy(x,t) = a, CoS sen , 4.4
em que
2 rh nx
—— —dx.
Ay L Jo f(x)sen L X

(Se vocé esta estranhando a notagdo a, ao invés de By, fique tranquilo. Mais uma vez,
procedemos assim apenas por questdes estéticas. Matematicos gostam sempre de uma
certa harmonia na notagao, que ficard evidente com o decorrer de nossa exposigao.)

Para estudarmos o problema (4.3), empregaremos um método diferente do usual.
(Compare com [2], secdo 5.6 ou [5], se¢do 20.)

O movimento da primeira corda produz uma onda sonora que faz vibrar o ar em
torno dela, que atua sobre a segunda corda como forca externa F(x,t). E razoavel
supor que essa forca externa tenha varidveis separdveis. De fato, a vibragdo do ar
ocorre de maneira uniforme, algumas partes com maior intensidade, outras com menor
intensidade. Ou seja, o som produzido por essa vibragdo pode ter maior ou menor
volume, mas sempre tem o mesmo timbre (isto é, forma da onda). Por exemplo, a
posicdo de um ouvinte numa sala de concerto ndo altera a freqiiéncia ouvida por ele:
se um instrumento é ouvido como afinado numa parte da sala, ele também sera ouvido
como afinado em outra parte. O ouvinte sempre serd capaz de identificar que o som veio
de um violdo, independente de estar do lado direito ou do lado esquerdo do palco; quer
dizer, o timbre é 0 mesmo. (Uma observacdo de caréter filos6fico: se identificarmos a
solugdo do problema da corda vibrante (que descreve a movimentagdo das particulas da
corda) com a onda sonora produzida por ela, essa seria uma justificativa para o préprio
método de separacdo de varidveis. Nao é o que estamos fazendo aqui: estamos dizendo
que a onda sonora atua como se fosse uma fungédo F(x, t) de varidveis separaveis, mas
ndo estamos dizendo que u(x, t), dada pela equacédo (4.4), tenha variaveis separaveis.)

Assim, podemos considerar que

nrcyt

F(x,t) = X(x)T(t), emque T(t) = i Ay COS L

n=1
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Note que nossa suposi¢do implica que todos os harmoénicos que compdem a
estrutura temporal da fun¢io uy(x,t) sdo transferidos para a estrutura temporal de
F(x,t). Ou seja, a fungdo T(f) é composta por todos os coeficientes a, # 0 em uq(x,t),
visto que os zeros das fungdes sen”7* formam um conjunto pequeno (sendo preciso, de

medida nula). Notamos que a expressao de T'(t) a explica a notagdo ay,!

Expressamos entdo a func¢do X(x) em termos de uma série de Fourier de senos. Uma
vez que as extremidades da segunda corda estdo fixas, a componente da forca af atuante
é nula. Portanto, vale X(0) = 0 = X(L,):

x)=Y bnsen%

Observe que ndo estamos desenvolvendo as fungdes T(t) e X(x) com a mesma
periodicidade! Alids, é facil produzir contra-exemplos mostrando que a solugao uy (x, t)
ndo pode ser escrita na forma X(x)T(f) com ambas as fung¢des desenvolvidas como série
de Fourier com o mesmo periodo.

Para resolvermos (4.3), faremos uma tentativa com a forma

Z v (t senﬂ, t>0, x €0, Ly
Ly

Procedendo formalmente na substitui¢do de v(x, t) na equagéo (4.3), obtemos

© nx & n?lc? nmx nix
Z on(t)sen—— + ) Tvn(t)s I, Z bysen—— L

n=1

00 222
Y. (v;’(t)Jr” “0u(t) — T(£)by )sen?_o Vt>0, Yxel[0Ly.
2

y' '+ —5—y="b.T(t), y(0)=0, y'(0)=0, (4.5)

em que os dados iniciais correspondem as condic¢Oes iniciais da segunda corda. Para
resolvermos ao problema (4.5), uma vez que

d I(?'L'CliL
T(t) = aj cos ,
(t) k_Zl kC0S 1
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consideramos cada um dos problemas

27122 krreqt

7er 2y = byay cos I y(0)=0, ¥'(0)=0, nkeN* (4.6)
2 1

y//+n

Esse procedimento equivale a aplicacdo de uma versdo generalizada do Principio
da Superposic¢do: a solugdo de (4.5) é a soma (infinita) das solu¢des de cada um dos
problemas (4.6). Note que eles tém todos a mesmo forma: aquela apresentada no
Capitulo 1.

Sintetizamos os resultados ja obtidos para esse problema:

nrc ke
1. se T ez L—l' entdo as solugdes de (4.6) sdo dadas por
2 1
B byay kreqt nrcot
y(t) = m COS Ll — COSs LZ ,
L L

conforme vimos na equagao (1.4);

nrmey  kmey

2. se I I entdo ocorre ressonancia, pois as soluc¢des de (4.6) sdo dadas por
2 1
byay nrcyt
t) = ——=-1tcos ,
y( ) 2 i’lI7;[202 L2

conforme vimos na equacao (1.6).

A nossa abordagem do problema permite explicar as ressondncias que podemos

perceber: a onda sonora produzida por um violdo é capaz de fazer vibrar, por
ressondncia, a corda de um violoncelo, por exemplo.

Agora estamos em condi¢Oes de oferecer uma nova interpretacdo para a existéncia
de ressonéncia no sistema massa-mola. Segundo as equagdes (2.17) e (2.18), ressonancia
ocorre quando uma das integrais

/OP F(u)sen(wou)du ou /OP F(u) cos(wou)du

for ndo-nula. Lembre-se que estamos analisando o caso em que “%f =: N € N*. Assim,
desenvolvendo F(u) como fungdo periddica de periodo P em série de Fourier,

2n7tt 2n7tt
P + b,sen P

F(u) = %0 + ) ay cos
n=1

vemos que, se um dos harmonico ay, by for ndo-nulo, havera ressonancia.

Reinterpretada sobre essa 6tica, é apropriada a frase "ressondncia ocorre quando a
freqtiéncia natural de vibracdo do sistema coincide com a da forca que lhe é aplicada”,
desde que essa forga seja analisada a partir de seus harmonicos.
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4.3 PERIODOS INCOMENSURAVEIS
No Capitulo 2 afirmamos que solugdes da equagao
X" +wix =F(t), x(0)=0, ¥(0)=0

sdo sempre limitadas quando
wo
27
em que P denota o periodo fundamental da forca externa F(t). Em particular, isso
significa que ndo hd ressonancia.

PE]R\Q

Vamos agora provar essa afirmagéo.

Seja Sy (x) a soma parcial de ordem N da série de Fourier de F. Como sabemos
Sn — F em L2. Essa convergéncia implica que, para cada t > 0 fixo, temos

/Ot Sn(T)sen(wot — woT)dT — /Ot F(t)sen(wot — woT)dT. (4.7)

De fato, notando que

sl = ([ - suoa) = ([0 -svora)

a desigualdade de Cauchy-Schwarz garante, para 0 < t < kP e k € N*, que
kP

< [ IEE) = sw(oldr

_— / F(t (7)|dt

1/2
< kP (/0 |P<r>—sN<~c>|dr)
— kVP|E— syl

'/ [F(tT T)]sen(wpt — woT)dT

Como k € N* pode ser escolhido arbitrariamente, provamos a convergéncia da integral
p P g g
para cada t € [0,00).

Ora, de acordo com a igualdade (2.6), a integral do lado esquerdo de (4.7) nos d4 a
solucdo xy do problema

X" +wix =Sy, x(0)=0, x'(0) =0,
enquanto a integral do lado direito nos fornece a solugéo x de

X" +wix=F, x(0)=0, x'(0)=0.
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Assim, verificamos que (4.7) significa que xy(t) — x(t) pontualmente em [0, ).

Contudo, somente essa convergéncia ndo é suficiente para podermos concluir a
. . ~ WOP N . z
limitagdo de x(t). Mostraremos que, quando %% € R\ Q, a seqiiéncia xy(t) é

uniformemente limitada em [0, o), o que implica imediatamente que x(t) é limitada.

Para estimarmos

1t al 2 2
xn(t) = w0 /0 <% + ;E ay COS nlirr + bysen n;rr) sen(wot — wpT)dT,

resolvemos as integrais envolvidas. Temos:

1 tﬂo aop
- - F— dr = —/[1 — )|,
0 /0 5 SGI‘I(C(JO woT ) l 2[ COS((,()O )]

o
2
a, [t 2nmt a, P2wcos(wot) + 1 — 2cos ()7
— t— dt = —
wo /0 ©5p sen(wof — woT)dT wo  (2nm+ woP)(2nmw — woP)
b, /t 2nmT (wot it = by 2P[nmsen(wot) — woPsen3t cos 14t
wo Jo SeTp - senlwol — @)t = wo (2nm + woP)(2nm — wyP)

Assim, cotando cada uma dessas integrais e entdo aplicando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, obtemos

al 1 1
1+ Co an + by
=1 n—=_Cs n—=c_Csa

0o 1/2 0o 1/2 o 1 1/2
< G +G a2 + b2 - ,
e (£4) +(£%) | (Eete

n=1

[x(B)] <

em que ¢;, i € {1,2,3}, sdo constantes positivas. A desigualdade de Bessel entdo nos
garante que
[xn(t)| < C

para certa constante C. Isso prova o afirmado.
Note que o carater oscilatério das fungdes seno e cosseno foi decisivo no

procedimento acima: os diversos cancelamentos foram responsédveis pela limita¢do
obtida.

Na verdade, o mesmo raciocinio pode ser adaptado de forma a mostrar que a
convergéncia xy — x é uniforme em [0, o): basta aplicar o M-teste de Weierstraf.
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4.4 EXERCICIOS

1.

Mostre que o periodo fundamental de
u(x,t) = Bycos(2t) sen(2x) + B3 cos(3t) sen(3x)
éT =2m.

Na suposicado ui(x,t) = X(x)T(t), feita na Segdo 4.2, por que motivo ressaltamos

que os zeros de sen”/* formam um conjunto "pequeno”?

. Mostre que, se p é o infimo de todos os reais positivos tais que u(x, t + p) = u(x, t)

paratodo x € [0,L] et > 0, entdo u(x,t) = u(x,0) para todo x € [0, L].

Mostre que, se p é o periodo fundamental da corda vibrante, entdo todos os
periodos sdo multiplos de p.

. Seja A C N* um subconjunto nido-vazio. Mostre que existe d € N* tal que d | n

paratodon € Ae,sek | nparatodon € A, entdaok | d.
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