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Introducao

Este é mais um trabalho inserido dentro de um projeto maior de incen-
tivo a pesquisa matematica pelo método de analogia, realizado com alunos
de graduacao no PET/Matemadtica da Universidade Federal do Parana, que
pretende mostrar como ¢é possivel a descoberta original nesse nivel. Nele par-
timos da seguinte pergunta: é possivel construir moédulos combinando dois
ou mais mddulos cujos anéis de escalares sejam distintos? Sabe-se, que na
teoria usual, diversas construgoes como as de produto cartesiano e de produto
tensorial de modulos, por exemplo, s6 sao realizadas para moédulos sobre o
mesmo anel.

O primeiro passo foi encontrar uma definicao adequada de homomorfismo
entre médulos com anéis de escalares distintos, que chamamos de homomor-
fismo misto, que é a seguinte: se M é um A-médulo, N é um B-médulo e
o : A — B é um homomorfismo de anéis, entao, a funcao f : M — N
¢ dita o-homomorfismo ou homomorfismo misto se f(x +y) = f(z) + f(y)
e flax) = o(a)f(x). Exemplos deles sao as aplicacoes anti-lineares entre
espacos vetoriais complexos e as homotetias de um mdédulo com anel de es-
calares nao comutativo.

No trabalho sao construidos moédulos quociente a partir de homomor-
fismos mistos e demonstrado uma nova versao do primeiro teorema do iso-

morfismo. Sao construidos também produtos cartesianos mistos de modulos



sendo as projecoes correspondente também homomorfismos mistos, e demons-
trado a respectiva propriedade universal. Finalmente, sao construidas versoes
correspondentes de produtos tensoriais mistos a partir de um estudo preli-
minar de aplicacoes bilineares mistas, e analisada a repectiva propriedade uni-
versal. Cabe ressaltar que este trabalho tem seus fundamentos na A/lgebm
Universal onde o tipo de estrutura estudado, os médulos, sao vistos como
estruturas algébricas de espécie dupla ou biestruturas, isto é, estruturas com
dois dominios, sendo natural, nesse caso, a consideracao de homomorfismos
que envolvam ambos os dominios.

Para que fique mais claro o modo como esse trabalho foi desenvolvido,
o dividimos em trés capitulos. Apenas no terceiro desenvolvemos as novas
construcoes, sendo os dois primeiros a base para este ultimo, pois constituem-
se num resumo do que das teorias usuais foram empregadas.

Os trés capitulos sao:

Algebra Universal O primeiro capitulo traz rapidamente os conceitos da
Algebra Universal que sao base para este trabalho, tais como as defini¢oes
de estruturas algébricas de espécie dupla, e os chamados homomorfis-

mos mistos entre elas.

Moédulos Enumeramos os assuntos de teoria de mdédulos que foram escol-
hidos para esse estudo. Ele serve para que o leitor relembre os con-
ceitos basicos dessa teoria, compare com os novos resultados obtidos no
capitulo seguinte e observe como funcionou o método de investigagao

por analogia.

Novas Construgoes Finalmente, apoiado nos dois primeiros capitulos, o
terceiro traz a sistematizacao da pesquisa propriamente dita, ou seja,

aqui estao os novos resultados inspirados nas teorias usuais citadas.



Capitulo 1

Algebra Universal

Neste primeiro capitulo introduzimos as estruturas algebricas num sentido
amplo e algumas relagoes entre elas. Os conceitos que aqui aparecem servi-
ram para fundamentar e motivar as novas construcoes, tratadas no terceiro

capitulo.

Para saber mais sobre o assunto ver referéncias bibliograficas [1] e [3].

1.1 Estruturas Algébricas

Podemos expressar alguns sistemas algébricos da seguinte forma:
e 0 anel dos numeros inteiros (Z, {+, -}, {0,1});

e 0 grupo de permutagoes de um conjunto X (S(X),{o},{id}), onde
S(X)={f:X — X/f ébijetora};
e 0 corpo ordenado dos nimeros reais (R, {<}, {+,-},{0,1}).

Em forma geral, podemos definir estrutura algébrica como uma quadrupla
A = (A {Ri}ier, {fi}jes: {ck}rex) onde A # ¢ é o dominio da estrutura A,

I, J e K sdo conjuntos de indices (que podem ser vazios) tais que para cada

3



1 € [ eparacada j € J, R; é uma relacao de um nimero finito de argumentos
e f; ¢ uma funcao de um ndimero finito de varidveis, ambas definidas sobre
A, e para cada k € K, ¢; é um elemento distinguivel de A.

Todos as estruturas contém a relagao binaria de igualdade, por isso nao

a explicitamos.

1.1.1 Tipos de Estruturas Algébricas

Cada estrutura algébrica tem associada duas fungoes p: I — Ne~vy:J —

N tais que
para cada i € I, R; é uma relacdo yu(i) - 4ria, isto é R; C A*();
para cada j € J, f; 6 uma funcdo v(j) - 4ria, isto é f; : A7) — A.
O tipo da estrutura A estard determinado pelos seguintes dados:

Quantas relagoes ha e de que aridade, o que é determinado pela cardi-

nalidade de I e a funcao u;

Quantas fungoes ha e de que aridade, o que é determinado pela cardi-

nalidade de J e a funcao 7;

Quantas constantes hd, o que é determinado pela cardinalidade de K.

Desta forma para definir o tipo de uma estrutura basta considerar a car-
dinalidade de cada conjunto de indices e as fung¢oes associadas.

Notagao: Dada a estrutura A, o tipo de A serd 7 = (|I|,|J|,|K|,u, )
onde |X| denota a cardinalidade do conjunto X.

Exemplos:

1. O tipo do grupo (G, {*},{e}) é 7= (0,1,1,u,7),onde u = p e~y : J(=
{1}) — N, y(1) =2¢ |K| = 1.
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2. O tipo do corpo ordenado (R,{<},{+,-},{0,1}) é 7 = (1,2,2, 1,7)
onde p: {1} — N, (1) =2, v : {1,2} — N, 7(1) = (2) = 2 e
|K|=2.

Um sistema algébrico pode ser apresentado com diversos tipos, por exem-
plo o grupo aditivo dos inteiros pode ser apresentado como (Z, {+}) ou como
(Z,{+,—1},{0}) explicitando a operagao "oposto’e o elemento neutro. Da
mesma forma sistemas diferentes podem ter o mesmo tipo; por exemplo o

anel dos inteiros (Z, {+,-},{0,1}) é de mesmo tipo que a dlgebra de Boole
(P(X),{uU,n} {o, X}).

Quando I, J e K forem finitos, evitaremos as chaves nos conjuntos de

relacoes, funcoes e elementos distinguiveis.

1.1.2 Subestruturas

Seja A uma estrutura de tipo 7 = (a, b, ¢, i, 7y), isto é
A = (A {Ri}ier, {fi}ier Acktker) onde [I| = a, |J| = b, [K| = ¢, p
I — N e~ :J — N. Uma subestrutura de A é uma outra estrutura B

= (B,{S:}ier,{9;}jes {di }ker) de mesmo tipo 7, a qual deve satisfazer
i BCA;

ii paracadaiecl, S;=R;N B,

iii para cada j € J, g; = f; |pw;

iv para cada k € K, di, = cy.

Notacao: A < B
Por exemplo, consideremos o grupo (Z,+,0), podemos observar que

(N, +,0) é uma subestrutura, porém vale ressaltar que ndo é um subgrupo.



O fato de toda subestrutura de um grupo ser um subgrupo depende da
forma de apresentacao do grupo. Se o grupo dos inteiros é apresentado como

(Z,+,—,0), entdo, toda subestrutura dele serd um subgrupo.

1.1.3 Homomorfismos

Sejam A e B duas estruturas de mesmo tipo 7. Uma funcdo h: A — B é

um homomorfismo de A em B se:

i para cada i € I e para quaisquer xy,%z,...,T,3) € A
Ri(x1, ..., xu)) = Si(h(z1), ..., h(Tus))

ii para cada j € J e para quaisquer i, ..., Z,(;) € A
h(fi(x1, o 2a())) = g5(h(21), o h(25)))

iii para cada k € K

1.1.4 Isomorfismos

Seja h um homomorfismo como acima. Se h for bijetiva e em (i) trocarmos
= por <, dizemos que h é um isomorfismo de A em B. Neste caso diremos

que A e B sao isomorfos, o que denotaremos por A = B.

1.2 Estruturas de Espécie Dupla ou Biestru-
turas

Uma estutura algébrica sera definida como de espécie dupla ou biestrutura

se possuir dois dominios, neste caso consideraremos a quintupla



A = (A1, Ay {R; }ier, {fj}jes {ck}rex) onde Ay e Ay sdo os dominios, 1,
J e K sao conjuntos de indices, cada R; é uma relagao que pode ser mista,
cada f; é uma fungao de uma ou mais variaveis, definida em A; e/ou A, e
cada ¢; é um elemento distinguivel de A; ou A,.

Para ilustrar, consideraremos apenas estruturas de espécie dupla da forma
A = (A1, Ao, R, f,¢) , isto é, com apenas uma rela¢ao, uma fun¢ao e uma
constante.

Neste caso, poderemos ter, por exemplo, R C A ou R C AJ ou R C A" x
A%, etc. Da mesma forma podemos ter f : A} — A ou f: AF x AT — As,
etc. Ece A; ou c € A,.

O tipo de uma estrutura de espécie dupla pode ser definido conveniente-
mente.

Ainda por simplicidade suporemos nas secoes seguintes que R e f sao

binarias.

1.2.1 Homomorfismos Mistos

Sejam A = (A1, Ay, R, f,c) e B= (By, By, 5, g,d) estruturas de mesmo tipo.
Tomemos por exemplo R C A x Ay e SC By X By, f: A X Ay — Ay
eg: By XxBy— By, ceAjede B
Um homomorfismo misto de A em B é um par de fungdes (F,G) com

F:A — ByeG: Ay — By tais que

isexr; €Al exy € Ay

(Il,ZEQ) c R = (F(l’l),G(Ig)) S S

il sex; € Al exy € Ay

G(f (1, w2)) = g(F(21), G(2))



iii F(c)=d.

1.2.2 Isomomorfismos Mistos

Seja (F,G) um homomorfismo misto como acima. Se F' e GG sdo bijetivas
e em (i) trocar = por < diremos que (F,G) é um isomorfismo forte entre
A e B, abreviadamente s-isomorfismo. Neste caso (F~!,G™!) é também um
s-isomorfismo.

As vezes se enfraquece a exigéncia de ambas as fungoes serem bijetoras
quando um dos dominios é privilegiado, como é o caso que serd estudado no
capitulo 3. Nesse caso o isomorfismo serd chamado de isomorfismo fraco ou
w-isomorfismo. Mais especificamente, se nas estruturas A e B é privilegiado
o primeiro dominio, e F' for bijetiva, diremos que F' é um G-isomorfismo.

Exemplos de homomorfismos mistos:

1. Homomorfismos entre espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Sejam
V= (V.K,+,-,0) e W = (W, K,+,-,0) espagos vetoriais. Define-se

homomorfismo de V em VV como uma funcao F': V' — W satisfazendo

Flz+y)=F(x)+ F(y), Vz,y € V

F(\x) = AF(z) ,VYAe KVzx eV

E consequéncia de definigao que F'(0) = 0. Esse homomorfismo, também
chamado de transformagao linear, equivale no nosso contexto ao par
(F,id) onde F : V — W é adada e id : K — K ¢é a fungao identi-
dade. Entao, o par (F,id) é um s-isomorfismo entre os espagos V e W

se F' for um isomorfismo no sentido usual

2. Sejam os espagos métricos M = (M, R, d;) e N = (N,R,dy) onde dj :

MxM — Redy: NxN — R sao as métricas correspondentes. Um



homomorfismo misto entre M e A é um par (F,G) com F': M — N

e G:R — R tal que
dg(F(LEl), F(l’g)) = G(dl(,fl,xg)) Va:l,acg eM

Se G = id, F' é chamada de imersao isométrica. Nesse contexto, (F,id)

é um s-isomorfismo se, e s6 se, F' é uma isometria.

. Seja X # ¢ um conjunto e G um subgrupo do grupo de permutagoes
de X, S(X). Definindo - : G x X — X mediante gz = g(x) Vg € G
e Vx € X, entao, podemos definir um G-espago como a terna (X, G, -).
(O contexto mais interessante é o topoldgico, onde X é um espago

topolégico e G é um subgrupo do grupo de homeomorfismo de X.)
Sejam X,Y conjuntos, G < S(X), H < SY)eo : G — H um
homomorfismo de grupos. Entao, uma funcao f : X — Y é dita o-

equivariante se o par (f,o) é um homomorfismo misto de (X, G, ) em

(Y,H,-),isto é f(g-z)=0(g)- f(x) Vg€ G,Vz € X.

. Sejam os espacos topolégicos (X, 7, €) e (Y, 0, €). Aqui, € é arelagao de
pertinéncia entre elementos do conjunto dado e membros da topologia
correspondente. Assim € C X x 7 (e de Y x o respectivamente).
Neste caso, um homomorfismo misto é um par de fungoes (F,G) com

F:X —Y eG: 17— o satisfazendo,
Vee X,VAer: v € A= F(x) € G(A).
O par (F,G) é um s-isomorfismo se F' e G sao bijetivas e

Vee X,VAer zecAs F(zx) e G(A).



No ultimo exemplo ainda podemos mostrar, através do seguinte teorema,
que os homeomorfismos entre espacos topoldgicos sao de carater algébrico,

pois se correspondem com os s-isomorfismos definidos acima.

Teorema 1.2.1 Sejam os espagos topolégicos (X, 1,€) e (Y, 0,€).

(F,G) é um s-isomorfismo se, e somente se,

iVAer: G(A) = F[A]
ii F' éum homeomorfismo (ou seja, F' é bijetora, Fe F~1 sdo continuas).

Prova:

(=) Suponhamos que (F,G) é um s-isomorfismo entre os espagos topold-
gicos (X, 1, €) e (Y, 0,€), isto é, F' e GG sao bijetoras e Vo € X, VA € 7:
reAs F(x) € G(A)...(x).

Provemos (i) e (i7):

i Seja A € 7, devemos mostrar que G(A) C F[A] e G(A) D F[A].

C Sejay € G(A)(C Y). Como F ¢ bijetora, entdo, 3z € X tal
que F(z) =y. Como F(z) € G(A) por (x) temos que = € A.
Dai y € F[A].

D Sejay € F[A], isto 6, Jx € A tal que y = F(z). Por (x)
y=F(z) e G(A).

Portanto, G(A) = F[A]

ii F'ja é bijetora, pois (F,G) é s-isomorfismo.

Queremos mostrar que F é continua, isto é VB € o: F~![B] € 7.

Seja B € o, como G ¢é bijetora, entdo 3A € 7 tal que G(A) = B.

Pelo item (i) F[A] = G(A) e, como F ¢é bijetora, A = F~'[B].

Portanto, F'~'[B] € 7.
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Para F~! ser continua devemos mostrar que F é aberta, isto é,

VA e r: F[A] € 0. Seja A € 7 entao F[A] = G(A) € o.

(<) Devemos mostrar que (F,G) é um s-isomorfismo, ou seja

l.Vre XVAeT: € A& F(x) € G(A);

2. I ¢ bijetora;

3. G ¢ bijetora.

1.

(=) Seja A e 7. Por (i) F[A] = G(A). Entao, Vo € X se x € A,

F(z) € F[A]. Dai F(z) € G(A).

(<) Seja A € 7 e x € X, suponhamos F(x) € G(A). De (i)

F(z) € G(A), dal F(z) = z para algum z em F|[A], ou seja
F(z) = F(y) com y € A. Como F ¢ injetora temos = = y.
Logo = € A.

2. De fato F' é bijetora, por F' ser homeomorfismo.

3.

G ¢é injetora: sejam A, B € T tais que G(A) = G(B). Por (i)
F[A] = G(A) = G(B) = F[B], isto ¢ F[A] = F[B]. Como F
é bijetora, A = B.

G é sobrejetora: seja B € g, entao B C Y. Como F ¢ bijetora,
tomando A = F~![B], temos F[A] = F[FF~![B]] = B. Como
F ¢é continua, A € 7. De (i), G(A) = F[A] = B. ©
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Capitulo 2

Modulos

Podemos entender a nocao de mddulo como uma generalizacao da nocao
de espacgo vetorial, apenas trocando o corpo de escalares por um anel de
escalares. Aqui trabalharemos apenas com anéis comutativos com unidade,
por simplicidade. Se o anel nao for comutativo, como veremos em algum
exemplo, teriamos que definir médulo a direita e a esquerda. Para ver mais

sobre o assunto ver referéncias [2] e [4].

2.1 Conceitos Basicos

Daqui para frente ao nos referirmos a um anel sem nenhum tipo de especi-
ficagao, suporemos este comutativo e com unidade. Caso seja necessario
tratarmos de um tipo de anel diferente, serao salientadas as suas propriedades
oportunamente. De fato, ha exemplos interessantes com modulos sobre anéis

nao comutativos.

Definicao 2.1.1 Seja R um anel. Um conjunto M ndo vazio serd dito R-
modulo ou modulo sobre R se estiver munido de duas operacgoes, que indi-

caremos por +: M x M — M e -: R x M — M, satisfazendo:

12



(Representaremos +(x,y) por x +y e -(a,z) por ax)
i (M,+) é um grupo abeliano;
ii Va,b € RVx € M: a(bx) = (ab)x
(Associatividade do produto por escalar)

iii Ya,be RVz,ye M :a(x +y) =ax +ay e (a +b)x = ar + bx

(Distributividade do produto por escalar)

ivVeeM :lx=x (1 € R ¢ aunidade do anel R.)

Exemplos:
1. Se R é um corpo, entao um R-moddulo é um espaco vetorial sobre R.

2. Todo grupo abeliano GG pode ser considerado um Z- moédulo. Basta

definir o produto dos elementos de G pelos inteiros da seguinte forma:

sen €Zexc G entao:

nr=x+x+..+x (nvezes), se n >0
nr = (—x)+ ...+ (—z) ((—n) vezes), se n < 0

Osz = OG
3. Todo anel R é um modulo sobre si.

4. Sejam G um grupo abeliano e R = End(G) o conjunto de todos os
endomorfismos de G. E facil verificar que R é um anel nao-comutativo
segundo as operacoes de soma de fungoes usual e como produto a com-
posicao usual de fungoes. Neste caso pode-se ver que G é um R -

modulo a esquerda através das seguintes operacoes:

+: G x G — G a mesma de G como grupo abeliano;

13



i RxG— Gtal que f -z = f(z)
O ddltimo exemplo nos mostra que um mesmo conjunto pode ser visto

como modulo a respeito de diversos anéis.

2.1.1 Submoddulos

Definigao 2.1.2 Sejam M um R-mddulo e N um subconjuno nao vazio de

M. Entao, N ¢ dito R-submodulo de M se, e somente se,
i N ¢é subgrupo aditivo de M

ii NV € fechado em relagao a multiplicagao por escalar, isto é

Vre NVae R: ax € N

Notacao: N < M

Exemplos:
1. Todo subgrupo de um grupo abeliano G é um Z-submoédulo de G.

2. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Entao todo subespago

vetorial de V é um K-submddulo de V.

3. Sejam M um R-médulo e P e () R-submddulos de M. O conjunto
P+Q={p+q/p€ Peqec@Q} étambém R-submddulo de M.

Deve ser observado que se M é um R-moédulo e S é um subanel de R,
entao, M é um S-moédulo. Em particular, se N é um R-submédulo de M,

entao, também é um S-submodulo.
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2.1.2 O Anulador

Definicao 2.1.3 Seja M um R-mddulo. Chamamos de anulador de M, ao
conjunto
Anl(M) ={a € R/am = 0,Ym € M}.

Devemos observar que Anl(M) é um ideal de R.

Analogamente, define-se anulador de um subconjunto de M.

Definigao 2.1.4 Se Anl(M) = {0}, dizemos que M é um R-mddulo fiel.

2.1.3 Homomorfismos

Definicao 2.1.5 Sejam M, N dois R-mddulos, e f: M — N. f é um R-

homomorfismo de M em N se: Ymy,ms € M Ya € R:
i f(mi+mz) = f(ma)+ f(m2)
ii f(amy) = af(msy)

Exemplos:

1. Sejam M um R-médulo e N um R-submoédulo de M. A fungao inclusao
1: N — M é um R-homomorfismo de N em M. Em particular o R-

homomorfismo ¢d : M — M é chamado homomorfismo identidade;

2. Se M e N sao R-médulos, a fungdo f : M — N tal que f(m) =0

VYm € M é chamada homomorfismo nulo;

3. Se M é um R-modulo, para cada a € R pode-se definir a funcao f, :
M — M por f,(m) = am ¥Ym € M. f, é um R-homomorfismo

chamado homotetia.

Neste exemplo, o fato de R ser comutativo é essencial.
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Um R-homomorfismo se diz R-monomorfismo se for injetor e R-epimorfismo

se for sobrejetor.

Isomorfismos

Definicao 2.1.6 Uma funcao f de um R-mddulo M num R-mddulo N é
chamada de R-isomorfismo (ou apenas isomorfismo) de M em N se for um

R-homomorfismo bijetor.

Quando existe um isomorfismo entre os R-moédulos M e N dizemos que
M e N sao isomorfos e denotamos por M = N.

O homomorfismo identidade do exemplo 1 acima é obviamente um iso-
morfismo. Se a é um elemento inversivel do anel R, entao, a homotetia f, do

exemplo 3 é um isomorfismo.

Nicleo e Imagem Seja f: M — N um R-homomorfismo.

Definigao 2.1.7 O conjunto Im(f) = {f(m)/m € M} (C N) chama-se

imagem de f.

Definigao 2.1.8 O conjunto Ker(f) = {m € M/f(m) = 0} (C M) ¢

chamado de nicleo de f.

E facil verificar que a imagem de f é um R-submédulo de N e o ntcleo

de f é R-submodulo de M.

2.2 Modbdulos de Homomorfismos

Sejam M e N R-médulos, entao define-se o conjunto Homg(M,N) = {f :
M — N/f é R-homomorfismo}. Homg(M, N) é um R-mdédulo a respeito

das operacoes
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(f+9)(x) = f(z) +g(x)
(af)(x) = af(x)

Se N = R, entdao Hompg(M, R) é denotado M* e chamado de dual de M.

2.3 Modbdulos Quociente

Sejam M um R-moéduloe N < M. Definimos a seguinte relacao de equivaléncia
em M.

x =y(modN) < x—y € N. Seja [z] a classe de equivaléncia do elemento

z. Entdo, no conjunto quociente & = {[z]/x € M}, podemos definir as
operagoes de R-mddulo:

Ve,y € M Ya € R

[z] + [y] = [z + ]

Definicao 2.3.1 O R-mddulo % definido acima recebe o nome de moddulo

quociente de M pelo submodulo N.

Observa-se que se N é um submoddulo de um R-moédulo M, a funcao

7: M — & dada por () = [z] ¢ um R-epimorfismo, cujo niicleo é N.

2.3.1 Teorema do Isomorfismo para Modulos

Teorema 2.3.1 (Isomorfismo) Sejam M e N dois R-mddulos e f : M —

N um R-homomorfismo, entdo %(f) = Imf. Q
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2.4 Produto Cartesiano de Mddulos

Sejam {M;};c; uma familia de R-médulos e M = []._.; M; o conjunto das

el
familias da forma (m;);c; onde para cada i € I tem-se m; € M,.

Esse conjunto M é um R-mdédulo a respeito das operacoes:
(mi)ier + (ni)ier = (M + ni)ier

a(mg)ier = (amy)ier
onde (m;)ier, (n;)iecr € M e a € R.

O R-moédulo assim definido é denominado produto cartesiano da familia

{Mi}iEI-

Inclusoes Seja, para cada k € I, a funcao i : My — M dada por: para
cada m em My, ix(m) = (n;)ier € M tal que ny, = m e n; = 0 para todo
1 # k. Essa é a chamada inclusao.

E facil verificar que as inclusoes sao R-monomorfismos.

Projegoes Também podemos definir, para cada k € I, a funcao p, : M —
M. de modo que para cada (m;);e; temos pg((m;)ier) = mg.

As projecoes sao R-epimorfismos.

2.4.1 Propriedade Universal

Sejam {M;};cr uma familia de R-médulos, M = [[..,M; e pp : M —

iel
M. as projecoes, entao é satisfeita a seguinte propriedade, conhecida como

Propriedade Universal:

Teorema 2.4.1 Para qualquer R-mddulo N e qualquer familia de R-homo-
morfismos {q. : N — My} existe um unico R-homomorfismo f: N — M

tal que qx = pro f. O
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2.5 Aplicacoes Bilineares de Mdédulos

Sejam M e N dois R-médulos. Uma funcao f: M x N — P, onde P é
também um R-modulo, é dita aplicacdo R-bilinear se, para todo m,mq, mo €

M; n,ny,ng € N ery,rg, s1,5 € R:
f(rimq + romg,n) = ri f(my,n) + rof(ma, n)
f(m, sinq + song) = s1.f(m,n1) + saf (M, no)

Um exemplo classico de aplicacao R-bilinear, onde R = R ou C, é o

produto interno entre espagos vetoriais.

Algumas Propriedades das Aplicagoes R-Bilineares Seja f : M x

N — P uma aplicacao R-bilinear como na definigao acima, entao vale

1. f(0,y) =0= f(z,0) para todo y € N e todo x € M,

2. Fixado x € M entdo a funcdo f, : N — P, definida por f,(y) =

f(z,y) para todo y € N, é um R-homomorfismo.

3. Analogamente se fixarmos y € N, a fungao fY : M — P tal que

f¥(x) = f(x,y) para todo z € M também é um R-homomorfismo.

2.5.1 Moddulo das Aplicacoes R-Bilineares

Dados os R-médulo M, N e P definimos o conjunto Br(M x N,P) ={f:
M x N — P/f é R-bilinear}. Prova-se que o conjunto assim definido é um

R-modulo a respeito das seguintes operacoes:
(f+g9)(m,n) = f(m,n) 4+ g(m,n) e (rf)(m,n) =rf(m,n).
Proposicao 2.5.1 Br(M x N, P) = Homg(M, Homgr(N, P)). ©

19



2.6 Mobdulos Livres

Seja M um R-médulo e S C M, dizemos que M ¢é livre sobre S se para
qualquer R-médulo N e qualquer funcao f : S — N, existe um tnico R-
homomorfismo g : M — N tal que g|s = f. O conjunto S é chamado de
base de M.

Diremos simplesmente que o R-moédulo M é livre se existir uma base de
M, nesse caso, prova-se que um subconjunto S de M é base de M se, e
somente se, é linearmente independente e gera M.

Exemplos de mdédulos livres sao os espagos vetoriais.

2.7 Produto Tensorial de Mddulos

Sejam M e N dois R-moédulos. Um R-produto tensorial dos médulos M e N
¢ um R-moédulo T" junto com uma aplicacao R-bilinear f: M x N — T tal
que, para toda aplicacao R-bilinear g : M x N — X, onde X é outro R-
médulo, existe um tnico R-homomorfismo h : T' — X que satisfaz ho f = g.

Mostra-se que dados dois R-mdédulos, o produto tensorial existe. Além

disso é tinico a menos de isomorfismo, é o que diz os seguintes teoremas:

Teorema 2.7.1 (Teorema da Existéncia) Dados dois R-mddulos M e N,

existe um produto tensorial sobre R de M e N. Q

Teorema 2.7.2 (Teorema da Unicidade) Se (T1, f1) e (T, f2) sao R-pro-
dutos tensoriais de M e N, entao existe um unico R-isomorfismo h : Ty —

T, tal que ho fi = fy. QO

As provas destes e outros resultados sobre médulos podem ser vistas em

[2].
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Capitulo 3

Novas Construcoes

Neste capitulo continuaremos considerando apenas modulos sobre anéis co-
mutativos com unidade, salvo consideracao em contrario. Usaremos também
resultados conhecidos, desde que nao tenhamos modificado defini¢oes rele-

vantes a esses resultados.

3.1 Homomorfismos Mistos de Mddulos

Considerando um R-médulo M como uma estrutura de espécie dupla

(M,R,+,-,0,1), podemos dar a seguinte definigao.

Definigao 3.1.1 (Homomorfismo misto)Sejam M um R-mddulo, N um S-
modulo e 0 : R — S um homomorfismo de anéis. Entao uma funcao
f: M — N € dita homomorfismo misto a respeito de o ou o-homomorfismo

se para todo x ey em M e para todo r em R
fle+y) = [f(z)+ f(y)
flra) = o(r) f(x).
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As propriedades de f que nao dependem do produto por escalar conti-
nuam validas, por exemplo

(Va) f(z) = = f(z), pois 0 = f(0) = f(z+ (=) = f(x)+ f(—z). Donde
f(x) = = f(x).

Exemplos:

1. Se tomarmos R = S e ¢ como a identidade temos que um o-homomor-
fismo é um R-homomorfismo no sentido usual como definido no

capitulo 2.

2. Se R = S é um anel nao-comutativo, M = N , r um elemento inversivel
de R fixado e 0 : R — R definida por o(z) = rar~!, entao, a fungao
fr: M — M dada por f.(m) = rm é um o-homomorfismo, pois se
m,n € M e A € R temos

frim+n)=r(m+n)=rm+rn= f.(m)+ f(n)

fr(Am) = r(m) = (tAMm = (N0 'r)m = (rAr~Hrm

Observa-se que o é um automorfismo interno de R.

3. Sejam FE e F' espacos vetoriais complexos e f : E — F uma funcao

tal que Vr,y € E e Ve e C
fla+y)=flz)+ fly) e
flex) =cf(x),

onde ¢ é o conjugado de ¢. Tomando o : C — C tal que o(c) = ¢ para
todo ¢ € C, temos que f é um o-homomorfismo. Usualmente a funcao

f é dita antilinear.
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Com estes exemplos vemos que existem homomorfismos mistos entre
modulos sobre o mesmo anel sem precisarmos considerar a fungao identidade.
Desta forma faz sentido nos perguntarmos a respeito de outras construgoes.

Por exemplo, sera que é necessaria a hipotese de o ser um homomorfismo?
Veremos que é uma consequéncia da definicao de homomorfismo misto o ser

homomorfismo de anéis, desde que a imagem de f seja um subméddulo fiel.

Proposicao 3.1.1 Sejam M; um Ry-mddulo, Ms; um Rs-modulo e
o : Ry — Ry uma fungao. Se f : My — My (f # 0) satisfizer para

todo x ey em M e para todo r em R
fa+y) = flz)+ fy)
Flra) = o(r) (2)
Anl(Imf) = {0},
entao, o € um homomorfismo de anéis com o(1) = 1.

Prova: Devemos verificar que o preserva a soma e o produto, isto é:

Vr,s € Ry
i o(r+s)=o(r)+o(s)
i o(rs) = o(r)o(s)

ii o(1) =1

Para verificarmos cada item sejam r e s elementos quaisquer em R; e
fixemos m € M tal que f(m) # 0. Existe esse m pois f nao é a fungao

identicamente nula.

1 Entao
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o(r +s)f(m) = f((r +s)m) = f(rm + sm) = f(rm) + f(sm) =
o(r)f(m) +o(s)f(m) = (o(r) + o(s)) f(m).

Logo o(r + s)f(m) = (o(r) + o(s))f(m). Daf [o(r +s) — (o(r) +
o(s))]f(m) =0

Como Anl(Imf) = {0} e f(m) # 0 temos que o(r+5) — (o(r) +0(s)) =

0 ou seja o(r +s) = o(r) + o(s) como querfamos.

ii Analogamente
o(rs)f(m) = [((rs)m) = [(r(sm)) = o(r)f(sm) = o(r)(o(s)f(m)) =
(o(r)o(s)) f(m).
Logo a(rs)f(m) = (o(r)o(s))f (m).
Dai [o(rs) — o(r)o(s)|f(m) = o(rs)f(m) — (o(r)o(s))f(m) = 0, por-

tanto o(rs) — o(r)o(s) =0, isto é, a(rs) = o(r)o(s).

i 1f(m) = f(m) = f(Im) = o(1)f(m), logo, (1 — o(1))f(m) = 0 Vm € M,
dail —o(1) =0,isto é, o(1) =1. ©

3.1.1 Ntcleo e Imagem

Definimos a seguir conceitos conhecidos como nticleo e imagem de homomor-
fismos mistos. Veremos também que ainda podemos enchergar esses con-
juntos como submoddulos. Mais adiante veremos uma nova definicao para
submodulo, os submoédulos mistos.

Sejam M; um R;-médulo, My um Ry-modulo e f : My — M, um o-

homomorfismo. Define-se de forma usual

- o nicleo (ou kernel) de f como sendo o seguinte conjunto Kerf =

{m e M/f(m)=0} e
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- a imagem de f como o conjunto Imf = {f(m)/m € M}.

Proposicao 3.1.2 Sejam M um R-mddulo e N um S-modulo , se f : M —
N € um homomorfismo misto a respeito de o : R — S entao (1) Kerf é

um R-submodulo de M e (2) Imf é um o[R]-submddulo de N.

Prova: Em cada caso deve-se motrar que cada subconjunto é fechado para

soma e para o produto por escalar.

1. Sejam z,y € Kerf, isto é f(z) =0 e f(y) = 0. Para que z + y esteja
em Kerf devemos ter f(x+y) = 0. Pois bem, f(z+y) = f(z)+f(y) =
04+0=0.

Seja agora também r € R, dai f(rz) = o(r)f(z) = o(r)0 = 0. Logo rz

também estd em Kerf.

2. Sejam z,w € Imf, isto é existem z,y € M tais que f(x) =z e f(y) =
w. Dai z4+w = f(z) + f(y) = f(z +y). Como M é um R-mddulo

entao x +y € M, portanto z +w € Imf.

Agora tomemos s € o|R|, entao, existe r € R com o(r) = s. Logo,

sz=sf(x)=o(r)f(x) = f(rx). Como rx € M temos sz € Imf. ©

3.1.2 Modbdulo dos oc-Homomorfismos

Sejam M um R-moédulo, N um S-médulo e 0 : R — S um homomorfismo
de anéis. Analogamente ao caso usual podemos definir o conjunto de o-

homomorfismos:

Hy(M,N)={h: M — N/h é um o-homomorfismo}

Proposicao 3.1.3 H,(M,N) é um S-mddulo a respeito das segquintes

operacgoes:
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+ : Ho(M,N) X Hy(M,N) — H,(M,N) € tal que se h e k sdo
o-homomorfismos entao (h+ k)(m) = h(m) + k(m) Vm € M.

.t SXH(M,N) — H,(M,N) € tal que se s € S e h € H,(M,N)
entao (sh)(m) = sh(m) Vm € M.

Prova: Primeiro verifiquemos que da forma como foram definidas as
operagoes verifica-se que (h + k), (sh) € H,(M,N), ou seja que sdo o-

homomorfismos: Sejam my,ms € M e r € R, entao

- (h + k)(rmy + m2) = h(rmy + ma) + k(rmy + mg) = h(rmy) +
h(mg) + k(rmy) + k(mg) = o(r)h(my) + h(ms) + o(r)k(my) + k(msg) =
o(r)(h(mi) +k(mi)) +h(ma) +k(mz) = o(r)(h+k)(m1) + (h+k)(m2);

- (sh)(rmy+mg) = sh(rmy+ms) = s(h(rmy) + h(mz)) = s(h(rmq)) +
s(h(mz)) = s(a(r)h(ma)) + (sh)(m2) = (so(r))h(mi) + (sh)(m2) =
a(r)(sh(mi)) + (sh)(mz) = a(r)(sh)(mi1) + (sh)(ms).

Verifica-se que essas operagoes realmente definem uma estrutura de S-
moédulo em H, (M, N). ©

Na prova anterior é essencial que S seja um anel comutativo.

Proposicao 3.1.4 H,(M,N) € também um R-mddulo a respeito da soma

definida acima e de:

Vre R,Vf € Ho(M,N): (rf)(m)=o(r)f(m).

Prova: Verifiquemos que (rf) € H,(M,N), isto é, que (rf) é um o-homo-
morfismo.

Seja entdo s € R e my, mg entdo (rf)(smy +mg) = o(r) f(smy + mg) =
o(r)(o(s)f(mi)+f(m2)) = o(r)(o(s)f(m1))+o(r)f(ma) = (o(r)o(s))f(m1)+
o(r)f(me) = o(s)(a(r)f(m)) + o(r)f(ma) = o(s)(rf)(m) + (rf)(m2).
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As propriedades que tornam H, (M, N) um R-médulo sdo de facil veri-
ficacdo, vejamos que 1f = f:
(1f)(m) = a(1)f(m) = f(Im) = f(m). ©

Na prova anterior é essencial que R seja um anel comutativo.

3.2 Isomorfismos Mistos de Modulos

Definicao 3.2.1 Sejam M um R-mddulo, N um S-médulo e 0 : R — S
um homomorfismo de anéis. Chamaremos de o-isomorfismo a funcao bije-

tora f: M — N que seja um o-homomorfismo.

E importante ressaltar que nessa definicao nao é exigido que o seja um
isomorfismo de anéis, portanto, considerando os médulos como biestruturas,

um o-isomorfismo é um isomorfismo fraco.

3.2.1 Teorema do Isomorfismo Misto

Teorema 3.2.1 (Teorema do Isomorfismo Misto) Sejam M um R-mo-

dulo, N um S-mddulo e f : M — N um o-homomorfismo. Entao existe um

M
Kerf

M
Kerf

o-isomorfismo I : — Imf, tal que Fom = f, sendo w: M —

a projecao canonica.

Prova: Aqui consideramos a definicao usual de médulo quociente dada

no paragrafo 2.3. Devemos encontrar um homomorfismo misto F : %rf
Imf que seja bijetor. Definimos entao, como no caso usual, F' : %Tf

Imf tal que F([z]) = f(x). De fato, pela defini¢io temos que F om = f.

Provaremos que tal F' é um o-isomorfismo.

i I estd bem definida:
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Como F esta definida em um quociente devemos garantir que tal defini-
¢ao nao depende de representantes, para isso sejam x,x’ € M tais que
[x] = [2], mostraremos que f([z]) = f([2]).

Se [z] = [2'] entao x = 2'(mod(Kerf)), isto é, x — a2’ € Kerf. Logo
fle —a) = 0. Mas f(z —a') = f(z) — f(2/), daf f(z) — f(z') = 0.
Portanto, f(z) = f(2'), isto é, F([z]) = F([z']).

ii I é o- homomorfismo:

Sejam z,y € M e r € R, entao

- F([z] + [y]) = F([z +y]), pela definicdo de soma em ziz. Agora

pela definicao de F' temos F([z +y]) = f(z+y) = f(z) + f(y) =
F([z]) + F([yl). Portanto F([z] + [y]) = F([x]) + F([y])-

- Analogamente, F(r[z]) = F([rz]) = f(rz) = o(r)f(x) = o(r)F([z]).
iii [ ¢ injetora:
Sejam z,y € M tais que F([z]) = F([y]), devemos ter [z] = [y]. Se
F([z]) = F(ly]), pela definicdo de F', temos que f(x) = f(y). Dai
flx —y) = 0, ouseja z —y € Kerf. Logo x = y(mod(Kerf)) e
portanto [z] = [y].
iv F' é sobrejetora:
Basta verificar que ImF = Imf
- Sejay € ImF, isto significa que existe um = € M tal que F([z]) = y.

Pela defini¢ao de F, y = f(z). Portanto y € Imf. Com isso

mostramos que ImF C Imf.

- Para outra inclusao, tomemos y € Imf, isto é , existe x € M tal que

f(z) =y. Mas F([z]) = f(z) =y. Logo y € ImF. ©
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3.3 Produto Cartesiano Misto

Na teoria usual consideramos o produto cartesiano entre dois R-moddulos
como um R-médulo. O problema esta em como definir um produto cartesiano
entre dois modulos cujos anéis de escalares sao distintos. Ora, sabemos que
o produto cartesiano de anéis é um anel, com as operagoes usuais definidas
coordenada a coordenada, veremos entao que esse serd um anel que faz do

produto cartesiano de médulos um médulo.

Proposicao 3.3.1 Sejam M um R-maodulo e N um S-mddulo, entao, o con-

gunto M x N ={(m,n)/m € M en € N} é um R x S-mddulo.

Prova: As operacoes que tornam esse conjunto um modulo sao, para
soma a operagao usual e para o produto por escalar a seguinte operagao: . :
(RxS)x(MxN)— (M xN) tal que (r,s)(m,n) = (rm, sn). Verifiquemos
as propriedades da definicao 2.1.1:

i Esse item é satisfeito, pois nao mudamos a definicao da soma.

ii Associatividade: Sejam 7,7y € R, s1,s9 € S, m € M en € N, entao
((7’1781)(7’2782))(77%”) = (7“17‘2,8182)(77%”) = ((7’17’2)m, (3182)71)
= (7”1(7“27”), 31(32n)) = (7‘1,31)(7”27”, 3271) = (7“1,7’2)((81, 32)(77%”))
iii Distributividade: Sejam (r,s), (r1,s1), (2,52) € R x S e (m,n), (my,ny),
(ma,ng) € M x N, entdo
- (r,8)((m1,n1) + (M2, n2)) = (1, 8)(Mq + ma,ny + ng) = (r(my +
ms), s(ni+ns)) = (rmy+rma, sni+sny) = (rmy, sny)+(rma, sny)

= (r,s)(my,n1) + (r, s)(mag, n2)
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- ((r1,s1) + (r2,82))(m,n) = (r1 + ro, 81 + s2)(m,n) = ((r +

r2)m, (s1+82)n) = (rim+rom, sin+son) = (rim, syn)+(ram, son)

= (r1,s1)(m,n) + (rg, s9)(m,n)

iv (1g,1s)(m,n) = (1gm,1gn) = (m,n), onde 1 e 1g sdo as unidades de R

e S respectivamente. Q

Mesmo no caso de R = 5, isto é, se M e N sao R-moédulos, o produto
cartesiano M x N é um R x R-mdédulo segundo a construcao anterior. Nesse
caso, considerando a diagonal Agr como subanel de R x R, temos que o
Apr-moédulo M x N é isomorfismo com o R-médulo M x N usual.

Podemos entao generalizar a construc¢do acima para uma familia {M;}cr
de médulos, onde cada M; é um R;-médulo: [],., M; é um [, ., Ri-médulo a
respeito da operagao de soma usual e do produto por escalar: (r;);er(m;)icr =

(rim;)ier- A demonstracao é andloga ao caso particular mostrado acima.

Definicao 3.3.1 O mddulo assim construido é chamado Produto Cartesiano

Misto da famdlia {M; }ie;.

Define-se também soma direta mista €, ; M; da familia { M, };c;, também
a respeito do anel [],.; R;. Observa-se que também é um €, ; Ri-mddulo,

pois €P,.; R; é subanel de [[..; R;.

3.3.1 Projecoes e Inclusoes

Analisemos primeiro o caso de dois médulos, M um R-moédulo e N um S-
modulo. Chamaremos de primeira projecao a funcao P, : M x N — N, tal
que para todo (m,n) € M x N, Pi(m,n) = m. E facil ver que a primeira
projecao é um pi- epimorfismo, onde p; : R X S — R é a primeira projecao
entre esses anéis. Analogamente, define-se a segunda projecao.

R;-médulo, .., M;,

Generalizando para o [],; el
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Definigao 3.3.2 Chamaremos de n-ésima proje¢io a fungdo P, : [[.c; M;

— M, tal que se (m;)icr € [[.c; Mi entao P,((my;)ier) = my,

iel

Proposicao 3.3.2 Consideremos o sequinte homomorfismo de anéis p, :
[Lic; B — Ry que € a n-ésima proje¢io do produto cartesiano dos anéis
R;, isto € pn((ri)icr) = Tn. Entdo a n-ésima projecao definida acima P, é

um pp-epimorfismo.

Prova: Mostremos primeiro que se trata de um p,-homomorfismo: Sejam
(my)ier, (ni)ier € Hiel M; e (ri)ier € Hie[ R;, entao
- Po((my)ier+(ny)ier) = Po((my)ier) + Po((n;)ier), pois ja vale no caso usual.
- Pn((ri)ief(mi)z‘el) = Pn((ﬁmi)z‘ef) = TpMy = Pn((ri)ieI)Pn((mi)z‘eI)
P, é sobrejetora: Seja k € M, basta tomar (m;);c; tal que m,, = ke m; =0,
Vi # n. Obviamente P, ((m;)icr) = m, =k. Q

Novamente no caso do produto cartesiano misto entre dois modulos pode-
mos definir a funcao inclusao da seguinte forma: Iy : M — M x N ¢é tal

que i1(m) = (m,0). Essa fungao é um i;-monomorfismo onde i; ¢ a funcao

inclusao de R em R x S. Generalizando,

Definicao 3.3.3 Chamaremos de n-ésima inclusao a funcao I, : M, —
[Lic; M; tal que I, (k) = (m;)icr de forma que my, =k e m; =0 sempre que

Proposicao 3.3.3 Consideremos o homomorfismo de anéis i, : R, —
[Lc; Ri tal que in(a) = (r3)ier de forma que r, = a er; = 0 Vi # n.

Entao, I,, € um i,-monomorfismo.
Prova: I,, é um i,,-homomorfismo:
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Novamente preserva a soma como no caso usual, vejamos agora que
I,(ak) = i,(a)l,(k) Ya € R, Yk € M,:

I,(ak) = (m;)ie; onde m,, = ak e m; = 0se i # n e iy(a)l,(k) =
(ri)ier(ni)ier com r,, = a, n, = ker;, =0en; =0V # n. Além disso
(13)icr(ni)icr = (pi)ier onde p; = rmn; Vi € I. Logo p, = m,n, = ak e
pi = rin; = 0 para i # n. Com isso, temos (m;)ie; = (pi)ier, € portanto
I,(ak) = i,(a) I, (k).

I,, é injetora: Sejam k,h € M, tais que I,(k) = I,(h). Mas I,(k) =
(my;)ier commy, =kem;=0sei#nel,(h)=(p;)ics comp,=hep, =0
se i # n. Logo (m;)ier = (pi)ier € portanto para todo i € I temos m; = p;.

Em particular, m,, = p,, ou seja k = h. ©

3.3.2 Propriedade Universal

Vejamos inicialmente para o caso de dois médulos:

Proposicao 3.3.4 Sejam M; um Ri-mddulo, My um Rs-mdodulo. Consid-
eremos o produto cartesiano misto M = My x My e p; e py as fungoes
projecoes. Dados N um P-mddulo qualquer, ¢, : N — My e qo : N — M,
homomorfismos mistos (a respeito de oy : P — Ry e de 09 : P — Ry
respectivamente), entao eziste um unico homomorfismo misto f : N — M
a respeito de p : P — Ry X Ry dada por o(x) = (o1(x),02(x)), tal que
qu=piofeqp=pof.

Prova: Consideremos a funcao ¢ : P — Ry X Ry de forma que se
p € P entdo o(p) = (01(p),02(p)). Desta forma é facil ver que o é um

homomorfismo de anéis (o qual é denotado por ¢ = 07 X 09). Definindo

f: N — M através de f(n) = (q1(n),q2(n)) para todo n € N. Desta

forma, (p1 o f)(n) = pi(f(n)) = pi(a1(n), q2(n)) = q1(n), isto é pro f = qu.
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Analogamente, py o f = ¢qo. Mostremos agora que f é um o-homomorfismo e

que é unico.
f é homomorfismo: Sejam n,n;,n, € N e p € P entao

f(n14+n2) = (g1 (n1 +n2), g2(n1 +n2)) = (1 (n1) + 1 (n2), g2(n1) +
g2(n2)) = (q1(n1), g2(n1)) + (@1 (n2), @2(n2)) = f(n1) + f(n2);

f(pn) = (q1(pn), @2(pn)) = (01(p)q1(n), 02(p)g2(n)) =
(01(p), 02(p))(q1(n), g2(n)) = o (p) f(n).

Unicidade: Suponhamos outra funcdo ¢ : N — M (g(z) =
(ha(z), ha(x))), que satifaca 1 = proge g = paog. Se f # g
entao existe n € N tal que f(n) # g(n). Dai para esse n terfamos
(@1(n), g2(n)) # (ha(n), ha(n)), isto ¢ qu(n) # hi(n) ou gz(n) # ha(n).
Logo (p1 0 £)(n) # (1 09)(n) ou (p20 F)(n) £ (p206)(n) , 0 que & uma
contradigao pois pyo f=q =piogepyof=qg=pyog. ©

Podemos ainda generalizar essa proposi¢ao para uma familia {M,}e;,

onde cada M; é um Ri-médulo e M = [[..; M; que é um [[..; Ri-médulo.
Basta tomar a familia {p; : M — M} das projegoes. Dal, para qualquer
outro P-médulo N e qualquer outra familia de o;-homomorfismos {¢g; : N —
M}, existe um unico o-homomorfismo onde o(p) = (0;(p))ics, de forma que

Vie Il gg=p;of. A demonstracao é completamente analoga.

3.4 Aplicacoes Bilineares Mistas

Definicao 3.4.1 Sejam M, My, M3 maodulos a respeito dos anéis Ry, Ro,
R3 respectivamente. Sejam também o : Ry — R3 e p : Ry — R3 homo-
morfismos de anéis. Uma aplicagao f : My x My — Mjy serd dita bilinear

mista a respeito de o e p ou (o, u)-bilinear se
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- [lax + by, 2) = o(a) f(2,2) + o (b) f(y, 2);

- [(w,ay + b2) = pla) f(2,y) + p0) f (2, 2).

Exemplos:

1.

Sejam V', W e K espacos vetorias complexos e tomemos o = id :
C— Cepu=":C— C, onde a é o conjugado de a. A fungao
f:VxW — K, tal que

- f((lilf—i—by,Z) :(If(.iE,Z)‘i‘bf(y,Z) S

- f(xuay+ bZ) = df(a:,y) +Z_?f(.’13, Z)a

é uma aplicacao bilinear mista usualmente chamada de sesquilinear.

Um caso particular é o produto interno complexo.

. Seja A um anel, consideremos A como um A-moédulo e sejam o, p :

A — A homomorfismos de anéis. A funcao produto h: A x A — A
definida por h(z,y) = zy seréd (o, u)-bilinear se h(ax,y) = o(a)h(x,y)

e h(z,by) = p(b)h(z,y) ou seja (ax)y = o(a)(zy) e x(by) = u(b)(zy).

Podemos tentar definir outros produtos no A-médulo A , por exemplo

x -y = o(x)y. Vejamos que satisfaz as propriedades de um produto
(z+y)-z = o(z+y)z = (0(zx)+0(y))z = o(z)z+0o(y)z = z-24y-2;
r-(y+z2)=c@)y+z2)=c@y+olx)z=x-y+x-z
z-(y-z2)=0(x)(o(y)z) = (o(x)o(y))z = o(ay)z = zy - 2.

Consideremos agora a funcao h : A x A — A tal que h(x,y) =z -y,

entao

h(az,y) = (az) -y = olax)y = (o(a)o(x))y = o(a)(o(z)y) =
a(a)(z-y) = oa)h(z,y);
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h(z,ay) =z - (ay) = o(z)(ay) = a(o(z)y) = a(z - y) = ah(z,y).

Ou seja, h é uma fungao (o, id)-bilinear, onde id : A — A é a fungao

identidade.

4. Podemos ainda generalizar a construgao anterior para x -y = o(x)u(y),
com o, it : A — A homomorfismos de anéis dados. Nesse caso a fungao

h:AxA— Atal que h(z,y) =x -y é (o, u)-bilinear.

Algumas propriedades das funcoes bilineares continuam sendo validas,

por exemplo Yz : f(0,2) = f(z,0) = 0, pois
f(0>x> = f(OT, .13) = O'(O)f(T, JJ) = Of(T’, I) =0e
f(z,0) = f(z,08) = p(0) f(x,s) = 0f(z,s) = 0.

Proposicao 3.4.1 Sejam M, My e Ms mddulos a respeito de Ry, Ry e R3
respectivamente. Se h : My X My — Ms é (o, u)-bilinear, entdo fizado
y € My e x € My, as fungoes h¥ : My — Mj tal que h¥(a) = h(a,y) e
hy : My — M3 tal que h,(b) = h(x,b) sao homomorfismos mistos a respeito

de o e p respectivamente.
Prova: Sejam a,ai,ao € My e r € Ry entao
h¥ (a1 + a) = h(ay + az,y) = h(ar,y) + h(az, y) = h¥(a1) + h¥(az);
h¥(ra) = h(ra,y) = o(r)h(a,y) = o(r)h¥(a).
E se b,b1,b, € My e s € Ry entao
hay(by + bo) = h(x, by 4+ be) = h(x,by) + h(z,by) = hy(b1) + hy(by);

ha(sh) = h(z, sb) = p(s)h(z,b) = u(s)ha(b). ©

35



3.4.1 Mébdulo das Aplicagoes (o, i1)-Bilineares

Sejam My, My e M3 mddulos a respeito de Ry, Ry e R3 respectivamente.

Fixados os homomorfismos de anéis podemos definir o seguinte conjunto

Deﬁnigﬁo 3.4.2 B(U,;},)<Ml X MQ,Mg) = {h : M1 X M2 — Md/h é (O’, /L)-

bilinear}

Para nao carregar a notacao usaremos apenas B, ), desde que esteja

claro os médulos em questao.
Proposicao 3.4.2 B,y ¢ um Rs-mddulo.

Prova: Definimos a soma da seguinte forma, se h,k € B, ) temos (h +
k)(x,y) = h(z,y) + k(z,y) para todo par (z,y) em M; X M,. Vejamos que
(h + k) € B, ou seja, que é bilinear mista:

- (h+ k)(ax + by,z) = h(ax + by, 2) + k(ax + by, z) = o(a)h(z,z) +
(b)h(y, z)+o(a)k(z, 2)+o(b)k(y, z) = o(a)(h(x, z)+k(z, 2))+o(b)(h(y, 2)+

) =o(a)(h+k)(x,2) +o(b)(h+k)(y,2);
h + k)(x,ay + bz) = h(z,ay + bz) + k(z,ay + bz) = p(a)h(z,y) +
(0)h(z, z)+p(a)k(z, y)+ub)k(z, 2) = pla)(h(z, y)+k(z,y))+pb) (h(z, 2)+
k(x,2)) = pla)(h + k)(x, y) + pb)(h + k)(z, 2).

Definimos também uma multiplicagao por escalar - : Rs X B, .y — Bo,p)

o (b)h(
k(y,z)

- (
(D)1

de forma que (rh)(z,y) = rh(z,y). De fato rh € B, ), pois

- (rh)(ax + by,z) = rh(az + by,2) = r(o(a)h(z,z) + o(b)h(y,2)) =
ro(a)h(z, z) + ro(b)h(y, z) = o(a)rh(z, z) + o(b)rh(y, z) = o(a)(rh)(z, z) +
a(b)(rh)(y, 2);

- (rh)(x,ay + bz) = rh(z,ay + bz) = r(u(a)h(z,y) + pwd)h(x,z)) =
rp(@)h(z, y) + rud)h(z, 2) = pla)rh(z,y) + p)rh(z, 2) = pla)(rh)(z, y) +
p(0)(rh)(z, 2).

Dai, sejam 7,5 € Ry e h, k € B, logo para (z,y) € Ri x Ry:
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- (r(sh)) (@, y) = r(sh)(2,y) = r(sh(z,y)) = (rs)h(z,y) = ((rs)h)(z, y);

- ((r+s)h)(2,y) = (r + s)h(z,y) = rh(z,y) + sh(z,y) = (rh)(z,y) +

- (r(h +F)(2,y) = r(h + k)(z,y) = r(h(z,y) + k(z,y)) = rh(z,y) +
rk(z,y) = (rh)(z,y) + (rk)(z, y);

- (Wh)(2,y) = 1h(z,y) = h(z,y).

Portanto B(, ) ¢ um Rz-mdédulo. ©

Na prova anterior é essencial que R3 seja um anel comutativo.

Proposicao 3.4.3 O conjunto acima definido também possui estrutura de

Ry e Ry-maodulo.

Prova: Nos dois casos definimos a soma de forma usual como na proposicao
anterior.
Agora, para cada caso deve-se definir uma operagao de multiplicacao por

escalar (-) e verificar as propriedades correspondentes:

i Para R;-médulo, - : Ry X B ) — B(op) € tal que (rh)(z,y) = o(r)h(z,y).

Verifiquemos inicialmente que da forma como foi definido o produto

temos que rh € B, )

- (rh)(ax+by, z) = o(r)h(ax+by, z) = o(r)(o(a)h(z, z)+0(b)h(y, 2)) =
o(r)o(a)h(z,z)+o(r)o(b)h(y, z) = o(a)o(r)h(z, z) +o(b)o(r)h(y, z) =
o(a)(rh)(z,z) + a(b)(rh)(y, z) e

- (rh)(z,ay+bz) = o(r)h(z, ay+bz) = o(r)(u(a)h(z,y)+u(b)h(z, 2)) =
o(r)u(a)h(z, y)+o(r)ud)h(z, 2) = pla)o(r)h(z,y)+upb)o(r)h(z, z) =
p(a)(rh)(z,y) + pu(d)(rh)(z, 2).

37



Agora vejamos se essa operacao satisfaz as propriedades de um médulo,
para isso sejam r,s € Ry e h,k € B, entao para todo (z,y) em

My x Ms:
- (r(sh))(z,y) = o(r)(sh)(z,y) = o(r)(o(s)h(z,y)) = (o(r)o(s))
h(z,y) = o(rs)h(z,y) = ((rs)h)(z,y);
- ((r+ 9)h)(z,y) = o(r + s)h(z,y) = (o(r) + o(s)h(z,y) =
o(r)h(z,y) + o(s)h(z,y) = (rh)(z,y) + (sh)(z,y);

- (r(h+ B)(2,y) = o(r)(h + k)(z,y) = o(r)(h(z,y) + k(z,y)) =
a(r)h(z,y) +o(r)k(z,y) = (rh)(z,y) + (rk)(z, y);

- (k) (z,y) = o(Dh(z,y) = h(lz,y) = h(z,y).
Portanto,
r(sh) = (rs)h, (r +s)h =rh+ sh, r(h+ k) =rh+rk e 1h = h.
ii Para Ry-médulo, - : Ryx B, ) — Boy ¢ tal que (rh)(z,y) = pu(r)h(z,y).
A demonstracao é andloga ao primeiro caso. ©

Na prova anterior também é essencial que Ry e Ry sejam comutativos.

Teorema 3.4.1 Sejam M, My e M3 mddulos a respeito de Ry, Ry e Rs
respectivamente. Fizemos 0 : Ry — R3 e pu: Ry — R3. Entao existe um

Rs-isomorfismo (no sentido usual) entre os R3-mddulos

B(U#)(Ml X MQ,Mg) (& HU(Ml,Hu(MQ,Mg)).

Prova: Nesse teorema consideramos ambos os conjuntos B, € H, (M,
H,(My, M3)) como Rs-médulos. Definimos a funcao F' : B,y — Ho(Mi,
H,(Ms, Ms3)) da seguinte maneira: seja f € B, entao F(f) : My —

H,,(My, M;) deve ser um o-homomorfismo. Dal para todo x € M; a fungao
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F(f)(x) : My — M3 deve ser um p-homomorfismo. Finalmente, entdo,
definimos para todo y € My, F(f)(z)(y) = f(z,y). Mostraremos que essa
funcao é um Rs-isomorfismo usual ou seja que é um R3-homomorfismo usual
e é bijetora, mas primeiro verifiquemos que F(f) € Ho (M, H, (M, Ms):

De fato, para cada z € My, F(f)(x) € H,(Ms, M), pois F(f)(z) = fa,
que ja vimos que é um p-homomorfismo. Agora verifiquemos que F'(f) :
My — H,(Ms, M3) é um o-homomorfismo:

Sejm x,x1,x5 € My e r € R3, entao par todo y € My

- F(f) (1 +x2)(y) = f(r1+22,y) = f(o1,9)+ f(22,9) = F(f) (1) (y) +
F(f)(z2)(y) = (F(f)(21) + F(f)(z2))(y) e

- F(f)(ra)(y) = f(re,y) = o(r)f(z,y) = o(r) F(f)(2)(y)-

i F' ¢ um Rz-homomorfismo: Sejam f,g € B(,,) e r € R3, entao para todo

x € M,y e My

-F(f+g9)(x)(y) = (f+9)(x,y) = f(z,y)+g(z,y) = F(f)()(y)+
F(g)(z)(y) = (F(f)(z) + F(9)(2))(y) = (F(f) + F(9)(@)(y);

- Frf)()(y) = (rf)(@,y) = rf(z,y) = rF(f)(@)(y).
Logo F(f +g) = F(f) + F(g) e F(rf) = rF(f).

ii F éinjetora: Sejam f, g € By, tais que F(f) = F(g), isto é para todo = €
My e todo y € M, temos F(f)(z)(y) = F(g)(@)(y), ou seja f(z,y) =
g(x,y), Vo € My Yy € M,. Portanto f = g.

iii F' é sobrejetora: Seja H € Hy(My, H, (M, Ms)), isto é Vo € My, H(x) :
M; — Mj é um o-homomorfismo tal que H(z)(y) € M3 Yy € M.

Tomemos entao a funcao f € B, ) tal que Vo € M, e Vy € M, tem-se

f(z,y) = H(x)(y). Dai temos que F(f)(z)(y) = f(z,y) = H(z)(y).
Portanto F(f) = H. ©
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Podemos ainda perguntar se B,y e Ho(Mi, H,(Ms, Ms3)) sdo isomor-
fos como R; ou Ry-mdédulos, ou se ha isomorfismos mistos considerando os
modulos acima em relacao a anéis diferentes. Por exemplo, o que acontece
se considerarmos B, ,) como Ri-médulo e H, (M, H, (M, Ms)) como Rs-
médulo? B facil verificar que eles sao isomorfos como R; ou Ry-moddulos, e

que no ultimo caso ha um o-isomorfismo entre esses modulos.

3.5 Mobdulos Mistamente Livres

Definicao 3.5.1 Seja M um A-moddulo e S C M, diremos que M € mis-
tamente livre sobre S se para todo B-mddulo N, para todo 0 : A — B
homomorfismo de anéis e toda funcao f : S — N, existe um unico o-

homomorfismo g : M — N tal que gls = f.
Proposicao 3.5.1 Todo A-mdédulo livre € mistamente livre.

Prova: Seja M um A-moédulo livre com base S e sejam N um B-méddulo,
0 : A — B um homomorfismo de anéis e f : S — N uma funcao. Defini-
mos g : M — N da seguinte maneira:

Sem € M, entaom =Y. _,rie;comr; € Aee € 5, Vi € I(por S ser

i€l
uma base de M). Entao g(m) =>_,.; o(r;) f(e;). Provemos entao que desta

forma g é o inico o-homomorfismo que satisfaz g|s = f:

1. g é um o-homomorfismo : Sejam m,n € M, entdo m = ) ., ae; e
n =7y, bie; coma;, b € Aee; €S. Podemos supor que m e n estao
definidos sobre o mesmo conjunto (finito) de indices 1. Logo, m +n =
Yoier@i€i + Y icrbiei = >, (a; + by)e;. Aplicando a fungao temos
g(m+n) = g(Qier(ai +bi)es) = D ierolai +bi)flei) = 3 ieq(o(as) +

o(bi))f(e:) = 2ierolai) fe) + i  o(bi) f(ei) = g(m) + g(n).
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Agora seja também v € A, dal ym = Y. (va;)e;. Logo g(ym) =
9 ier(vai)e) = 3 icro(vai) fed) = Yy o(v)o(ai) f(e) = o(v)
Yicro(ai) fei) = a(v)g(m).

2. Unicidade: Seja h : M — N um outro o-homomorfismo tal que
hls = f. Seja também m € M qualquer, dai m = ., a;e; com
ai € Aee € S. Logo h(m) = h(D . aie;) = Y o 0(ai)h(e;) =
> icrol(ai) f(ei) = g(m). Portanto h = g. ©

3.6 Produto Tensorial Misto

Esta é a parte final e mais importante deste trabalho. Nela conjugam-se

muitas das defini¢oes e construcoes realizadas anteriormente.

Definicao 3.6.1 Sejam M; um Ri-maodulo, My um Ry-mddulo e S um outro
anel junto com os homomorfismos de anéis o0 : Ry — S e pu: Ry — S.
Entao, um S-produto tensorial de My e My é um S-modulo T junto com
uma aplicagdo (o, p)-bilinear f : My x My — T tal que para todo Sa-mddulo
X, para todo homomorfismo de anéis n : S — Sy e para toda aplicacao
(noo,nop)-bilinear g : My x My — X, existe um unico n-homomorfismo
h:T — X tal que ho f = g.
Notacao: T = M; ®g M,

Teorema 3.6.1 (Teorema da Existéncia) Dados M; um Ry-mddulo, My
um Ro-mddulo e S um anel junto com os homomorfismos de anéis o : Ry —

S ep: Ry — S, entao existe um S-produto tensorial de My e M.

Prova: Consideremos o conjunto M; x My e seja F' o S-médulo livre

gerado por My x My. O S-moédulo T' sera um certo quociente de F.
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Seja €' = {(ax + by, z) —o(a)(x, 2) = o (b)(y, 2), (2, cy + d2) — p(e)(z,y) —
pu(d)(z,2)/a,be Ry ec,de Ry} CF e (C) o S-submédulo de F' gerado por
C.

Consideremos T = % que é um S-moédulo. Definimos a funcao f :
M; x My — T da seguinte maneira: f = 7|y, xn, onde 7 : FF — T é a

projecao canonica.

Afirmagao 1 f é (o, p)-bilinear:

- flax+by, 2)—o(a) f(z,2) =0 (b) f(y, 2) = w(ax+by)—o(a)m(z, z)—
o(b)r(y,z) = n((ax + by, z) — o(a)(x,z) — a(b)(y,z)) = 0, pois
(ax + by, 2) — o(a)(z, z) — a(b)(y, 2) € (C).

Portanto f(ax + by, z) = o(a)f(x,2) + o(b) f(y, 2);

- f(x,cy + d'z) - :u(c)f(xvy) - :u(d)f(xaz> = 7T(:1:,cy + dZ) -
ple)m(z, y)—p(d)m(z, 2) = 7((x, cy+dz)—p(c)(z, y)—p(d)(z, 2)) =
0.

Portanto f(x,cy + dz) = u(e)f(x,y) + p(d) f(x, 2).

Afirmagao 2 T e f satisfazem a definicao dada de S-produto tensorial:
Sejam X um S;-médulo, n : S — Sy um homomorfismo de anéis e
g : My x My — X uma aplicacdo (noo,nou)-bilinear. Como M; x Mo
gera F' e I’ é mistamente livre, podemos estender g ao n-homomorfismo
g : F — X, isto é ¢'|apyxa, = g Temos entdo g = ¢’ o i onde

1: M; x My — F é a inclusdo.

xr = [z] = 7(2) para algum z € F, entao definimos h(z) = h(n(z)) =
(hom)(z) =g'(2).
- Vejamos se h esta bem definida: Sejam [z], [w] € T tais que [z] = [w],

entdo h([z]) = ¢'(2) e h([w]) = ¢'(w). Devemos mostrar que ¢'(z) =
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g'(w), isto é, ¢'(z — w) = 0. Ora, temos que z — w € F, dai como
[z] = [w] temos [z — w] = [0], ou seja z — w € (C), entdo podemos
escrever z —w = » | 8;¢;, onde para todo i, s; € S e ¢; € C. Além
disso para cada i, ¢; é da forma (ax + by, 2) — o(a)(z,2) — o(b)(y, 2)
ou da forma (z,cy + dz) — p(c)(x,y) — p(d)(z, z). Dai temos ¢'(¢;) =
g ((ax+by, z)—o(a)(x,2) =0 (b)(y, 2)) = ¢'(ax+by, z)—n(o(a))g'(x, z) -
(0 (b))g'(y; 2) = glax + by, 2) = (noo)a)g(z,z) = (nea)(b)gly,2) =
(noo)(a)g(x, 2)+(noa)(b)g(y, z) = (noo)(a)g(x, z) = (noo)(b)g(y, 2) = 0
ou g'(ci) = g'((z, cy +dz) — p(c)(x, y) — pld)(z, 2)) = g'(x, cy + dz) —

n(u(e))g'(z,y) —n(u(d)g (z,2) = gz, cy +dz) — (nop)(c)g(x, y) — (no

p(d)g(x, z) = (nop)(e)g(x,y) + (nop)(d)(z,z) — (nouc)g(e,y) -
(nop)(d)g(z,z) =0.

Com isso ¢'(z —w) = ¢'(D"1, 8ici) = Yoy Sig

"(¢;) =>7,0=0. Por-
tanto ¢'(z) = ¢'(w), o que implica que h([z]) = h([w]) como querfamos.

- h é um n-homomorfismo: Seja [z],[w] € T e s € 5, entao

- W[zl + [w]) = Mz + w]) = h(x(z + w)) = ¢'(z + w) = ¢'(2) +
g'(w) = h([2]) + h([w]) e
- h(s[z]) = h([sz]) = ¢'(s2) = n(s)g'(2) = n(s)h([2]).

- Temos também que ho f = g: Seja (z,y) € My x M, qualquer, entao

(ho f)(z,y) = h(f(z,y)) = h(n(z,y)) = (hom)(z,y) = g(x,y).

- Unicidade de h: Seja k : T — X um n-homomorfismo tal que
ko f =g. Daise[z] €T, comoz € F, para algum conjunto finito
de indices I existem {(z;,y;)}ier € My X My e {s;}ier € S tais que
2= ier i@, i), portanto [2] = 37,0 sil (@i, yi)] = Doiep sim(@i, yi) =
Ziel Sif(xia yz)
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Dal V[z] € T, teremos

k([2]) = (s sif (i, 9i)) = Xier n(si) (ko f) (i, yi) =
et ()@ yi) = Diern(si)(ho [) (@i, yi) = Xier h(sif (xi,yi)) =
(> ier sif (@i, ui)) = h([z]). Ouseja k= h. O

Teorema 3.6.2 (Teorema da Unicidade) Sejam (T3, f1) e (15, f2) S-pro-
dutos tensoriais de My e My (a respeito de o e 1), entdo, existe um unico

S-isomorfismo h : Ty — T tal que ho f; = fs.

Prova: Consideremos (T}, f1) um S-produto tensorial, como T» é um S-
modulo e fo : My x My — Tp uma aplicacao (o, u)-bilinear, entao, pela
definicao do produto tensorial para n = id : S — S temos que existe um
unico S-homomorfismo h : T} — T5 tal que ho f; = fs.

Por outro lado, se tomarmos (T3, fo) como S-produto tensorial temos
pela definicao que existe um tnico S-homomorfismo k : T, — T tal que
ko fo= fi.

Veremos que h é bijetora e que h™! = k:

Para isso, basta mostrar que hok = id e koh = id. Considerando (T, fo)
como S-produto tensorial, entao para o préoprio S-médulo Ty e a funcao fo,
existe um tunico j : Ty — T3 tal que j o fo = f5. A identidade satisfaz a
condigao id o fo = fo. Mas j = h o k também satisfaz pois (ho k) o fo =
ho (ko f3) =ho f; = f;. Portanto, pela unicidade, h o k = id.

Analogamente, chegamos a ko h = id. O

Proposicao 3.6.1 Tomando na definicao do produto tensorial S = S e

n = id temos para todo S-modulo X
B(O',M) (Ml X MQ, X) = ’Homg(Ml KRg MQ, X),
como S-modulos.
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Prova: Consideramos nessa proposicao ambos os conjuntos como S-mé-
dulos.

Vamos definir um isomorfismo ¢ : By, ) — Homg(M; ®g My, X). Seja
g : Myx My — X em B, ), entdo devemos ter ¢(g) € Homg (M ®gM,, X).
Seja f a aplicagao bilinear que acompanha o S-produto tensorial de M; e
M, definiremos entao ¢(g) = h onde h é o tnico homomorfismo dado pela

definicao de S-produto tensorial, isto é ho f = g.

- ¢ é homomorfismo: Sejam g1, g2 € Bop), entao ¢(g1) = hi, ¢(g2) =
hy e ©(g1 + g2) = h tais que hyo f = g1, hoo f = goe ho f =
g1 + g2. Devemos mostrar que h; + ho = h. Para isso veremos que
(h1 + ha) o f = g1 + go. Como pela definicao h deve ser a unica que
satisfaz isso, teremos h; + hy = h. Pois bem, ((hy + ha) o f)(z,y) =
(h1 + h2)(f(z,y)) = m(f(z,y)) + ha(f(z,9)) = (h o f)(z,y) + (h2 0
N@,y) = g1z, y) + g2(2,y) = (91 + g2) (2, ).

Seja agora também s € S, analogamente ao caso anterior veremos que
se p(sg) = h e p(g) = hy entdo h = shy. Para isso basta verificar que
shy o f = sg. Pois bem

((shi) o [)(@,y) = (shi)(f(z,y)) = s(hi(f(z,y))) = s(hio f)(z,y) =
s(g(z,y)) = (sg)(x,y).

- ¢ é injetora: Sejam g1, 9> € By tais que ¢(g1) = ¢(g2), isto é se
©(g1) = hy1 e v(g2) = hg entdo hy = hg, hyo f = g1 e hg o f = go. Dai
g2=hgo f=hiof=g,istoé g = g

- p é sobrejetora: Seja h € Homg(M;®gM,, X). Basta tomar g = hof.

E f4cil verificar que ¢ € B(s,)- Dal temos ¢(g) = k tal que ko f = ho f.
Mas pela definigao, k é tnica, portanto k = h. Logo ¢(g) = h. ©
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Corolario 3.6.1 Com as hipdteses da proposicao 3.6.1, temos
Ho‘ (MlyHu (MQaX)) = HomS(Ml ®S M27X);

como S-mdodulos. Q
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