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1 - Permutacoes

Introduzimos, nesta se¢do, o conceito fundamental de permutagdo que servird de base para todo nosso
estudo.

Com a finalidade de sermos concisos, denotamos, para todo n € N, o conjunto finito {1, 2, ...,n} pelo
simbolo [n].

Definicdo 1.1 Dado um conjunto ndo-vazio X, uma bije¢do o : X — X é denominada uma permutacao
do conjunto X.

Exemplo 1.1 Considere um baralho de 52 cartas em certa ordem (by,bs, ..., bs2). Qualquer embaral-
hamento de X = (by, ..., bsa) € perfeitamente descrito por uma reindexa¢do conveniente de seus indices
(bjy, s bjsy ), com {1, ..., Jsa} = [52] = {1, 2,3, ..., 52}. Qualquer embaralhamento das cartas possui uma
ordem, geralmente diferente da anterior, se bem embaralhado, digamos (byo, bia, b1, bg, ..., b3s) mas ainda
¢ composto das mesmas cartas {by, ..., bs2 }.

Assim podemos pensar no embaralhamento como uma permuta¢do do conjunto X = {by, ..., bs2} das
52 cartas do baralho.

Denotamos o conjunto S (X') como o conjunto de todas as permutagdes do conjunto X. Se X ¢ finito
com #X = n,isto é, X = {x, ..., z,,}, entdo para formar qualquer permutagio destes n elementos, temos

n|n—-1]..]2]1]

n possibilidades de preenchimento para o primeiro quadrado da fila, n — 1 possibilidades para o
segundo, ..., 2 possiblidades para o (n — 1)-ésimo e 1 para o enésimo (Gltimo).

Assim, pelo principio multiplicativo temos n! permutagdes em S (X), isto é, #5 (X) = nl.

Na maioria dos casos, estaremos mais interessados em estudar permutagdes de X = [n| e denotamos
S = 5 ([n]).

Se o € S, e j € [n], anotagdo o (j) denota o valor da fungdo bijetiva o no ponto j. Desta forma
podemos denotar a permutagdo o pelo seguinte diagrama

o= (ol " olw)

exibindo visualmente o dominio e o contradominio da bijecao o considerada.

Exemplo 1.2 o0 = ) € Sg. Observe que apos aplicada esta permutagdo, os

1 5 2
numeros 1 e 4 permanecem fixos.

A segunda representacdo, muito importante para nos, € a representacao por ciclos. Antes de introduzi-la,
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¢ conveniente olharmos o exemplo acima por diagrama de setas

1—1

2—5

3—2 1—1

g : g que ¢ equivalente a 2725 Zi: 32 e que iremos denotar por (1) (2563) (4) (78)
6— 3 7T—8—=7

7T—8

8§ — 17

De maneira geral, se 0 € S, para todo j € [n] temos que deve existir /; € [n] tal que

di(j) = (co(oco(..o(a(j))...) =13

(. J
-~

[; aplicagdes

Se ndo existisse tal [;, ou [; > n + 1, entdo apos a n-ésima iteragdo teriamos o valor resultante fora do
conjunto [n], um absurdo pois o é uma bijecdo definida em [n]. Assim, temos um ciclo de o determinado
por (j,0(j),0?(j)...,0% " (j)) de comprimento ;. Tomamos um outro elemento & ndo contido no
ciclo (4,0 (j),02(j) ...,0% 7 (j)) e temos que deve existir Iy, tal que (k,o (k),0? (k)...,o" ! (k)) seja
um ciclo de comprimento /;. Aplicamos este procedimento sucessivamente aos elementos que ainda nao
tenham aparecido nos ciclos anteriormente construidos até que todos os membros de [n| sejam utilizados.
Desta forma obtemos uma representacao da permutacao o por meio de ciclos disjuntos. Denominamos um
ciclo de comprimento k£ simplesmente de k-ciclo; se £ = 1 dizemos que o ciclo € um ponto fixo e se k = 2
dizemos que o ciclo € uma transposigdo.

Exemplo 1.3 A permutag¢do (2 i g é Z g pode ser representada na notagdo de ciclos disjuntos

por (12) (3) (465). O ciclo (12) é uma transposigdo e o ciclo (3) é um ponto fixo da permutagdo.
Observe que se permutarmos ciclicamente os elementos de um ciclo qualquer, ou se reordenarmos os

ciclos isto ndo mudaré a permutacdo representada. A menos destas possiveis variagdes, a representagao
por ciclos disjuntos ¢ Unica.

E costume omitir da composicao de permutagdes o simbolo o, e simplesmente justapor os operandos.
Assim o7 o 0y ¢ denotada por 0105, onde entendemos que primeiro aplicamos o5 e depois o7;.

2 - Grupos de Permutacoes

A seguir demonstramos alguns lemas elementares que versam sobre S (X), e provamos que se trata na
verdade de um grupo com a operagao de composi¢ao de fungdes.

2.1 S(X) é um grupo de permutagdes

Consideramos nos resultados abaixo que X ¢ um conjunto ndo-vazio qualquer, mas podemos te-lo em
mente como sendo o conjunto [n].

Lema 2.1 O conjunto S (X) é fechado por composic¢do de permutagées, isto é,

01,02 € S(X) = 0109 € S(X)



Dem. Dadas 01, 05 € S (X), mostramos que 0,05 ¢ também uma bijecdo de X em X, e portanto pertence
asS(X).
0109 ¢é injetiva. De fato, se tomarmos z,y € X,z # y, como o5 € injetiva segue que oz () # 03 (y).
Assim, como o € injetiva também, segue que o102 () # 0103 (y) € portanto o104 é também injetiva.
Mostramos agora que o105 € sobrejetiva e para isso seja z € X. Como o, e 0 sdo sobrejetivas, Jy € X
com oy (y) = z, Jz € X com o3 (z) = y. Isto ¢, existe z € X tal que o4 (02 (x)) = z e portanto o109 é
sobrejetiva.

Assim concluimos que 0102 € S (X)), e o conjunto é fechado por composi¢éo de permutacdes. m

Lema 2.2 A4 fungdo e : X — X definida por e (x) = x para todo © € X é uma bije¢do e funciona como
a identidade de S (X), isto é
Vo € S(X), temos ce = eod = o

Além disso, dada qualquer permutagio o € S (X), existe uma permutagdo inversa o~* € S (X) tal que

Dem. E imediato verificar que a funcao e () identidade é uma permutacdo e que funciona como elemento
neutro de S (X). Como toda fungdo bijetiva possui inversa, e esta inversa também ¢ bijetiva, segue a
existéncia dos inversos em S (X). m

Sabemos que a composi¢do de funcgdes € associativa o que nos permite concluir diretamente, pela
defini¢@o de operag@o que demos em S (X)), que

Lema 2.3 Dadas as permutagées 01,09 € 03 em S (X), temos

01 (0203) = (0102) 03

Esses trés lemas acima mostram que S (X)) ¢ um grupo com a operagdo de composigdo de fungdes.
Na proxima secao, relembramos as definicdes dos axiomas de grupo e demonstramos alguns resultados
fundamentais.

2.2 Axiomas de Grupo

Uma operag¢ao bindria * em um conjunto G ¢ entendida como uma fungdo * : G x G — G que associa

a cada par de elementos de GG, um elemento de G. Desta forma, se uma tal operagdo bindria * puder ser

definida em G, teremos que obrigatoriamente GG € fechado por ela. Assim o conceito de o conjunto G ser
fechado pela operagao * esta implicito no conceito de operagao binaria em G.

Definicdo 2.1 Um grupo é um par ordenado (G, *), onde G é um conjunto e * é uma operagdo bindria em
G satisfazendo:

(G1) Identidade: Existe e € G tal queVr € G = r*xe=e*xx =1

O elemento e é chamado de identidade de G.

(G2) Inversos: Vx € G, existex™ € Gtalquex vz~ ' =x vz =¢

Dado z, o elemento x=' é chamado de inverso de z.

(G3) Associatividade: Nz, y, z € G, temos x x (y * z) = (x xy) * 2
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A associatividade nos permite abandonar os parénteses na composi¢do de operagoes entre elementos de

G.

Temos entdo o seguinte teorema, que ¢ conseqiiéncia dos lemas da se¢do anterior:

Teorema 2.1 Se X é um conjunto ndo-vazio, (S (X),0) é um grupo chamado de grupo de permutagoes
de X, e denotado simplesmente por S (X).

Exemplo 2.1 Como exemplos basicos, temos que os seguintes pares sao grupos.:

(Z,+),(@Q +), (R, +),(C,+)

Exemplo 2.2 Todos os conjuntos do exemplo acima sdo fechados por multiplicagdo, tendo 1 como identi-
dade. No entanto, apenas os elementos ndo-nulos dos conjuntos Q, R e C possuem inversos. Assim temos
mais trés exemplos de grupos,

(@, %), (R*, %), (C*, x)

Exemplo 2.3 Seja p um primo, Z, = {ﬁ, 1,...p— 1} a classe dos residuos médulo p. Entdo (Z,,+,) e
(Z;, Xp) sdo grupos com as operagoes de soma e multiplicagcao modulo p, respectivamente.

Exemplo 2.4 O grupo simétrico S,, formado pelas permutagées dos simbolos {1,2, ..., n}.

2.3 Subgrupos e o Teorema de Lagrange

A seguir apresentamos a definicdo de subgrupo de um grupo G. Essencialmente, entendemos por um
subgrupo H de G, um subconjunto H de G tal que H se comporte como um grupo pela operacao herdada
da definida em G.

Como H C @, consideramos como operacao binaria « em H a restri¢do de * ao dominio H x H. Pelo
fato de a associatividade ser valida para todos os elementos de (&, em particular ¢ valida para todos os
elementos de H, H C G.

Definiciio 2.2 Dado um grupo G e H C G, H é um subgrupo de G se
(SG1) H é fechado sob a operagdo %, isto é,Vx,y € H = v *xy € H
(SG2) H contém o elemento identidade e de G.

(SG3) H contém inversos, isto é,Vx € H temos v~ € H

As condi¢des da defini¢dao acima sdo equivalentes a uma mais concisa, que ¢ dada na proposi¢ao abaixo

Proposi¢do 2.1 Se G é um grupo e H # () é um subconjunto de G, entdo

H ¢é subgrupo de G <= Vg,h € H temos g x h™ € H.



A partir de agora, omitimos, como de costume o simbolo * da operagdo do grupo G e simplesmente
justapomos os elementos sendo operados, como na notagdo multiplicativa, onde xy significa x * y.

Vamos definir alguns conceitos que nos serdo uteis na demonstra¢do do Teorema de Lagrange.

Definicao 2.3 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Para cada g € G, a classe lateral gH é definida
como sendo o conjunto
gH ={gh:he H}

Lema 2.4 Se H é um subgrupo de G, e g1, g2 € G, entdo temos

ng:g2H<:>g;1g1 cH

Dem. Supomos primeiramente que g; H = go H. Como a identidade e € H, temos

gie=g1 € (g H) = g1 € (g2H)
Assim, existe h € H tal que g; = g»h, 0 que equivale a g, 'g; = h, e portanto g, 'g; € H.
Agora supomos que g, 'g; € H. Disto tiramos que g, '¢; = h € H, ou seja, que g; = goh.
Vamos mostrar que g1 H C goH. Sejax € g1 H, isto é, x = g1hy para algum h; € H. Temos
x = g1hy = (g2h) h1 = g2 (hhy) = ga2he com hy € H, pois H ¢ subgrupo de G

Desta forma temos que = € go 1 e portanto g1 H C goH.

Reescrevemos a equacdo g; = goh utilizando o inverso de h em H, obtendo g» = g;h~! (Ilembre-se que
H é subgrupo de G, e portanto h~* € H). Assim podemos aplicar o raciocinio anterior para mostrar que
goH C gy H. Portanto temos a igualdade g1 H = goH. ®

Lema 2.5 Se H é um subgrupo de G entdo quaisquer classes laterais de H ou sdo idénticas, ou sdo
disjuntas. Em simbolos:

Vg1, 92 € H, temos exclusivamente que g1 H = gy H ou g1 H N go H = ().

Dem. Suponha que g1H N goH # 0 esejax € gtH N goH. Entdo existem hy, hy € H tais que
r = gih1 = gohy, 0 que significa que g, 'g1 = hohy'. Mas hoh;! € H, pois H é subgrupo de G, o que
implica que g, 'g; € H e assim pelo lema 2.4 temos g1 H = g, H. m

Definicio 2.4 Em vista do lema anterior, definimos como indice de H em G o numero de diferentes
classes laterais de H em G, e denotamos por |G : H|. Em simbolos,

|G : H|=#{g9H : g€ G}

Agora temos as ferramentas necessarias para a demonstragdo do importante Teorema de Lagrange,
acerca da ordem de subgrupos de G.

Teorema 2.2 Se H é um subgrupo de um grupo finito G, entdo

|G : H| x |H| = |G|



Dem. Como H ¢ subgrupo de G, a identidade e estd em H. Portanto, paracadag € G, g = ge € gH, e
assim cada elemento de GG estd em alguma classe lateral de H em G.

Mostramos agora que cada classe lateral de HH em G possui ordem igual a ordem de /. Como H C G'e
H ¢ subgrupo, temos que |H| < co. Seja H = {hq, ..., hy,,} com os h; todos distintos (isto ¢, |[H| = m).
Afirmamos que para todo g € G, gh; sdo todos distintos com j percorrendo os valores 1, ..., m. De fato, se
tivéssemos gh; = gh;, com j # k, poderiamos cancelar g a esquerda e obter h; = hj, um absurdo. Assim
concluimos que para qualquer classe lateral gH, |gH| = |H|.

Portanto, utilizando o lema 2.5 temos que as diferentes classes laterais de H em G particionam G em
|G : H| conjuntos de cardinalidade | H| e concluimos nossa demonstragdo. m

Assim obtemos o importante

Teorema 2.3 (Teorema de Lagrange) Se H ¢é subgrupo de um grupo finito G, entdo a ordem de H divide
a ordem de G.

Dem. Como G e H sdo grupos finitos, os nameros |G : H|, |H| e |G| sdo inteiros positivos. Portanto, pela
definigdo de divisibilidade e pela equagdo do teorema anterior, temos que |G| é divisivel por |H|. =

3 - Grupos de Simetria

A seguir definimos o que se entendera por simetria de figuras planas ou espaciais.

Definicdo 3.1 Entendemos por uma figura um conjunto F de pontos de R? ou R,

Defini¢ao 3.2 Dada uma figura F, uma simetria de F' é uma aplicagdo f : F' — F com as seguintes
propriedades

(1) f é uma isometria
(17) f é sobrejetiva

Pela definicdo dada, uma simetria ¢ uma aplicagdo que leva a figura nela mesma e que preserva
distancias.

Exemplo 3.1 Um tridngulo equilatero possui 6 simetrias: 1 delas é a identidade, 2 sdo rotagoes horarias

centradas em seu centro de gravidade de dngulos 2?” e %” e 3 delas sdo reflexoes através de suas medianas.

Exemplo 3.2 Um quadrado desenhado no plano possui 8 simetrias: 1 delas é a identidade, 3 sdo rotagoes
hordarias centradas em seu centro de gravidade de dangulos %, T e 37”, 2 sdo reflexoes através de suas

2)
mediatrizes e 2 sdo reflexoes através de suas diagonais.

Podemos utilizar nimeros para marcar as figuras e assim relacionar os grupos de simetrias a grupos de
permutagdes. Fazemos isso comumente associando numeros aos vértices de figuras, mas de uma maneira
geral podemos também associar nimeros a lados, diagonais, ou outros elementos das figuras.
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Na Figura I abaixo, estdo listadas as 6 simetrias do triangulo e as 8 do quadrado, bem como as
permutagdes correspondentes de seus vértices numerados. Também denominamos as simetrias do
quadrado para referéncia futura.

TRIANGULO QUADRADO

SIMETRIA RESULTADO PERMUTACAO SIMETRIA RESULTADO PERMUTACAO

=

2
— D3 L1, e=02E®

2 3 2 3 /2
2n/3

1 2 3
Y i e
NSV
2 3 3 1 m

1 2

sl

4n/3 - . =142

>
N
> D D D D D

(123) m
_

2 3 2 . . . ag = (1342)
N
1M 2 2 1
. (1(23) L, — oL, m=e
2 3 3 2 i

1 2 3 4
- — , P2=(13)(29)

B e

3, (13)(2) a4 d
2 3 2 1
C;\ 1 3
L — L0, a=oe
(’A N (123) )
2 3 1 3 2 4 2
A, — LU, e-usee

Figura 1: Simetrias do triangulo e do quadrado

Teorema 3.1 Seja F' uma figura. Entdo o conjunto de todas as simetrias de F', com a operagdo de com-
posicado de fungoes, forma um grupo.

Dem. Seja GG o conjunto de todas as simetrias de F'. Verificamos a seguir que G munido da operagdo de
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composi¢do de fungdes satisfaz os axiomas de grupo.
A identidade I : F' — [ ¢é obviamente uma simetria, e portanto G possui um elemento identidade.
Denotando por d (z, y) a distdncia entre os pontos x e y, suponha que f, g € G. Inicialmente, temos que
f o g € uma isometria, pois

d(f(g9(x),f(g(y)) = d(g(x),g(y)),pois f ¢ uma isometria
= d(x,y), pois g ¢ uma isometria

Como (fog)(F)= f(g(F)) = f(F)=F,e fogéuma isometria, segue entdo que f o g ¢ uma
simetria e portanto estd em G.

Toda simetria (isometria) f é injetora, e portanto possui uma inversa f !. Dados z,w € F, como f é
sobrejetiva também,

d(f71 (), f7 () =d(f(f7(2), f(fT () =d(2,w)

Assim f~! é uma simetria e portanto pertence a G.
A associatividade da composi¢ao de simetrias segue diretamente da associatividade de composi¢ado de
fungdes. m

Exemplo 3.3 Temos 3 diferentes tipos de eixos de rota¢do para um cubo, indicados na figura abaixo:

@ (b) (©)

(a) Rotagdo em torno de um eixo que passa pelos centros de faces opostas,

(b) Rotagdo em torno de um eixo que passa pelos pontos médios de arestas opostas
(c) Rotagdo em torno de um eixo que passa por vértices opostos

Assim, as 24 simetrias rotacionais de um cubo sdo divididas em:

1) A identidade e;

2) 3 rotagdes de um dangulo de 5 pelo eixo indicado em (a);

3) 3 rotagoes de um dangulo de m pelo eixo indicado em (a);

4) 3 rotagoes de um dangulo de 37“ pelo eixo indicado em (a),

5) 6 rotagoes de um dangulo de m pelo eixo indicado em (b);

6) 4 rotagoes de um angulo de %” pelo eixo indicado em (c) e

7) 4 rotagoes de um dangulo de 4?“ pelo eixo indicado em (c).



4 - Ordens de Permutacoes

4.1 Tipo ciclico e particoes de inteiros

Pelas observagoes que fizemos anteriormente, uma permutagdo o € .S,, possui a seguinte representacdo por
t =t (o) ciclos disjuntos,

(1) (1 (1 (2) (2 (2 (t) (¢ (t
o= <J§ ' )---]z(l)> <J§ 'js )---Jé)) (Jf )Jé)---th))

com ¢t € N, [n] particionado pela seguinte reunido disjunta

t
o) = {3t 0
i=1

Sabemos que esta representacao ¢ unica a menos de permutagdes dos ciclos e de permutagdes ciclicas
dos elementos internos de cada ciclo.

Sendo GG um grupo finito, a ordem de um elemento ¢ ¢ definida como o menor inteiro positivo k tal que
g* = e. Isto implica que para qualquer multiplo m = rk de k, tambem temos a equagio g™ = e.

Portanto, uma permutagdo que seja um k-ciclo possui ordem k e este k-ciclo elevado a qualquer
multiplo de k£ também resulta na identidade. Como os ciclos da representacao de o sdo disjuntos, para todo

keN k k k
o = (A D) (02) ()

Assim para encontrarmos a ordem de o, precisamos que todos os ciclos de sua representagdao, quando
elevados a k, atinjam a identidade, o que ocorrera quando % for um multiplo comum de [, ..., [;. Mas pela
defini¢ao de ordem de um elemento, queremos o menor £ que seja um multiplo comum. Temos entdo que
a ordem de o ¢ igual a mme [ly, ..., l;].

Definimos agora um termo polinomial que de certa forma reflete a estrutura ciclica de uma permutacao
o€S,.

Defini¢do 4.1 Definimos o tipo ciclico de o € S,, como sendo o monémio T'C (o) dado por

t

TC (o) =[] =, (1)

=1

Exemplo 4.1 o =

< 1 2 3 4 5 6 _ (12) (3) (465)  tem tipo ciclico TC (o) =

2 1 3 6 4 5
T+ T1 - T3 = T1X2x3. Repare que a comutatividade do produto em T'C (o) expressa a propriedade de que
a ordem dos ciclos na representacgdo de o é irrelevante.

Exemplo 4.2 o = (1) (276) (3) (4589) € Sy tem tipo ciclico TC (c) = x1 - T3 - T1 - T4 = TIT3T4.
E costume omitir da representagio de o os ciclos unitarios, porém é fundamental para a determinagio do

tipo ciclico de uma permutagao, que os ciclos unitarios nao sejam "esquecidos". Desta forma, ou devemos
logo listar os ciclos unitarios, ou ter em mente o grupo subjacente ao qual a permutagdo analisada pertence.
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Observe que na representacao (1) podemos ter ciclos disjuntos de mesmo comprimento. Assim
os numeros [y, ..., [; podem ndo ser todos distintos. Suponha, sem perda de generalidade, que no
conjunto {ly, ..., 1, } tenhamos apenas s < ¢ nameros distintos, e os redenominamos na ordem crescente
[y <l < ... < ls. Consequentemente, podemos afirmar que existem k; ciclos de comprimento [y, ks ciclos
de comprimento /s, ..., ks ciclos de comprimento /,; onde k;,[; € [n] para j = 1,2, ..., s. Desta forma,
podemos concluir que para toda o € S, fixada, temos a unicidade dos niimeros s (o) , k; (o) e l; (o), onde
j=1,2,...,s.

Assim o tipo ciclico de o toma a seguinte forma, mais intuitiva e explicita,

TC (o) = ) z)>...a)*

onde £; é o niimero de ciclos de comprimento /; para j = 1, ..., s. Aqui o total de ciclos da representagado
€ky+ ko + ... + k.

Como o € S, ¢ uma permuta¢do dos niimeros de [n], devemos ter n simbolos distribuidos entre
todos os ciclos de sua representacdo. Isto implica que k1l; + ksls... + ksls = n, e pela ordenagdo
1<l <ly <...<ly <n,edefinigdes de k;, temos entdo uma parti¢do do inteiro n = kily + ... + kls.

Reciprocamente, se temos uma particao do inteiro n dada por

n = klll + l{iglz + ...+ k?sls
kj,lj S [n] <<y

onde temos k; partes iguais a [; para j = 1, .., s, entdo ¢ possivel encontrar uma permutagdo o € .S,, com
tipo ciclico TC (o) = a:fllejxf Na verdade existem muitas permutagdes em .S,, com este tipo ciclico

dado, e o teorema a seguir nos diz quantas sdo. A demonstracao abaixo ¢ devida a Cauchy.

Teorema 4.1 Seja uma particao de n, dada por n = kily + kalo + ... + kyls, com kj,l; € [n] el <y <
... < l,. Entdo existem

n!
I g NiB2 kel Tks k)

~ . ;7. k1 ko ks
permutagdes o € S, com tipo ciclico )} x;?...x;"

Dem. Seja h o nimero de permutagdes o € S, satisfazendo T'C (o) = a:fllef...xis, isto €, contendo £;

ciclos de comprimento /; para j = 1,...; 5.

Vamos considerar as permutagdes com o tipo ciclico desejado, quebradas em seus ciclos componentes.
Primeiro listamos os k; ciclos de comprimento /; e representamos cada ciclo por /; quadrados,
depois listamos os k5 ciclos de comprimento /5, € representamos cada ciclo por [, quadrados e assim
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sucessivamente, até finalmente listarmos os k; ciclos de comprimento [/, e seus quadrados.

( k1
l1 11 ll o
~ -\ -~ < Y / N
HEEEE R EEEEE e BN
k2
- Iy s s o
s ~ - ~ ~ ~ —N—

Sabemos que o total de quadrados do diagrama acima € n, pois trata-se de uma permutagdo em 5,,.
Entdo procedemos preenchendo arbitrariamente os n simbolos dentro dos n quadrados, isto ¢, vamos
inserir as n! permutagdes dos nimeros [n] dentro dos n quadrados. Assim obtemos uma aplicagdo do
conjunto das n! permutagdes no conjunto das permutagdes com o tipo ciclico determinado acima.

Claramente, ao preencher os quadrados, podemos ter mais de uma permutacao determinando o mesmo

resultado. Por exemplo, se n = 8, TC (o) = z,23x3, ambos os preenchimentos abaixo resultam na mesma
permutagdo (4) (23) (15) (687):

(4][2][3][5]1][7][6]8]
[4][1]5][3]2][8][7]6]

Seja P uma das h permutagdes de S,, com o tipo ciclico desejado. Como P possui k; ciclos de
comprimento /;, a fim de produzirmos P no preenchimento, suas k; /;-uplas de elementos devem ser
colocados nos k; blocos de /; quadrados cada. Cada /;-upla pode ser colocada em qualquer ordem entre
os ki blocos, assim temos k4! possiblidades para isso. Cada um dos k; blocos, pode ser rotacionado
ciclicamente e isto pode ser feito de /; maneiras por bloco, pois seu comprimento ¢ [;. Assim temos llfl
possibilidades para as rotacdes ciclicas dos elementos dos blocos e portanto no total temos kl!l’fl maneiras
de obtermos os k; ciclos de comprimento /; de P. O mesmo raciocinio pode ser aplicado aos demais ciclos
de P, isto &, temos kj!lfj maneiras de obter os k; ciclos de comprimento /; para j = 1, ..., s. Portanto,
temos um total de

8 R VB2 R M1k
permutagdes que quando colocadas nos quadrados geram os ciclos de P. Portanto, se plugarmos todas as
n! permutag¢des nos quadrados do diagrama, cada permutagdo com esse tipo ciclico ¢ gerada exatamente o
numero de vezes indicado acima. Assim concluimos que

b kg ko152 kM Es = n)

de onde segue o resultado. m

Corolario 4.1 Existe uma correspondéncia biunivoca entre os tipos ciclicos dos elementos de S,, e as
partigées do inteiro n. Portanto, existem p (n) diferentes tipos ciclicos para as permutagées de S,, onde
p(n) é o numero de parti¢des do inteiro n.

Abaixo colocamos, a titulo de curiosidade, uma tabela contendo alguns valores de p (n).
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p() [ [p()

1 10 | 42

2 20 | 627

3 30 | 5604

5 40 | 37338
7 50 | 204226

11 60 | 966467
15 70 | 4087968
22 80 | 15796476
30 90 | 56634173
Para encontrarmos a maior ordem que um elemento de .S,, pode ter, por exemplo, uma maneira ¢
procurar nas particdes de n = 1 + ... + x,, aquela que tem o maior valor para mmc [x1, ..., Tg).

© 00 IO U W S

4.2 Indice de ciclos

Definicdo 4.2 Se G é um grupo de permutagoes, o indice de ciclos de G, denotado Z (G), é definido como
sendo o polinomio

Z(G>:%|ZT0(U)

oceG

Observe que a soma dos coeficientes do polinomio deve ser igual a 1, isto porque temos |G| termos na
soma, dividos pelo fator |G]|.

Exemplo 4.3 Em S; temos apenas a permutagdo identidade que possui tipo ciclico xy. Isto nos da triv-
ialmente
Z (Sl) = I
Em Sy temos as permutagées (1) (2) e (12), que possuem tipos ciclicos iguais a x? e 1, respectivamente.
Portanto,

2(55) = 5 (& +m)

Para Ss, temos a permutagéo (1) (2) (3) com tipo ciclico igual a x3, as permutagées (12) (3), (13) (2),
(23) (1) com tipo ciclico x1x5 e as permutagées (123), (132) com tipo ciclico x3. Assim, obtemos para o
indice de ciclos

Z(S3) = = (2} + 32120 + 225)

[ N

Abaixo fornecemos a formula fechada para os coeficientes do indice de ciclos de 5,,.

Teorema 4.2 Temos a seguinte expressdo geral para o indice de ciclos do grupo simétrico S,

1
Z(S,) = Z Ty )Ry

k1 ko ks Il
PO AT (o U Sl N

onde a soma ¢ efetuada sobre todas as parti¢oes do inteiro n.

Dem. Este resultado sai diretamente do teorema 4.1 ¢ da defini¢dao de indice de ciclos. Basta somar nos
p (n) diferentes tipos ciclicos possiveis para as permutagdes de S,,. m
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5 - Acoes de Grupos

Considerando um tabuleiro 2 x 2 temos um total de 2* = 16 coloragdes utilizando 2 cores (preta e branca):

FH
m
n

C1l C2 C3 C4

5

C5

=

C8

n .

C10 Cl1 Ci12

C13 Cl4 C15 C16

Figura 2: 16 coloragdes de um tabuleiro de xadrez 2 x 2, nas cores preto e branco.
Do total listado acima, podemos inferir os seguintes conjuntos de padrdes equivalentes:

{C1}
{C2,C3,C4,C5}
{C6,C7,C8,C9}

{C10,C11}
{C12,013,C14, C15}
{C16}

Assim, por exemplo C'6 e C'8 estdo no mesmo conjunto, pois um pode ser obtido do outro através de
uma rotacao de um angulo 7. Num tabuleiro 2 x 2 por ser mais simples, ndo faz diferenga se considerarmos
ou nao as reflexdes; isto €, basta considerarmos as rotacdes para diferenciar os padrdes.

Se tivéssemos por exemplo, considerando tabuleiros 3 x 3, os diagramas abaixo ndo poderiam ser
obtidos um do outro apenas por rotagdes; necessitariamos também das reflexdes.
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De qualquer forma, nas nossas observacdes sobre padrdes de coloragdo equivalentes sdo as simetrias do
quadrado que estdo sendo consideradas na diferenciacdo. O que estdo implicitos em toda esta discussao
sd0 conceitos sobre a intera¢dao entre um grupo (como o de simetrias de um quadrado, por exemplo) e os
membros de algum outro conjunto (como as 16 colorag¢des do tabuleiro 2 x 2).

6 - Coloracoes

A seguir definimos rigorosamente o que se entende por coloragdes de objetos, sejam tabuleiros, contas,
veértices, faces, etc...
Primeiro, como um exemplo mais concreto, consideramos novamente o tabuleiro de xadrez 2 x 2.

ol | a2

o3 | o4

Entdo, se estamos colorindo de branco e preto, podemos considerar uma coloragdo f como uma aplicacio
do conjunto dos quadrados {1, a2, a3, a4} no conjunto das cores {preto, branco}, isto é

f:A{al,a2,a3, a4} — {preto, branco}

As 16 coloragdes diferentes correspondem entdo as 16 aplicagdes diferentes com os dominios e
contradominios definidos acima.

A titulo de exemplo, a coloragdo correspondente a C'10 denotada por f1o € a coloragdo

determinada por

fio(al) = fio(ad) = preto
fio(@2) = fio(a3) = branco

Como utilizaremos este exemplo do tabuleiro 2 X 2 de maneira recorrente, € conveniente denotar por f;
a coloragdo correspondente ao diagrama C'j da Figura 2.
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Procedemos agora para o conceito geral. Sejam C' e D dois conjuntos nao-vazios (em geral sdao
diferentes também), e X = F (D, C'), o conjunto de todas as fun¢des com dominio D e contradominio C'.

Entdo dizemos que qualquer funcdo f € X ¢é uma coloragdo de D. Este € o caso mais abstrato.

Estaremos mais interessados nos casos em que C' e D sdo finitos, e se #D = n, #C' = m, temos pelo
principio multiplicativo um total de m™ coloragdes de D diferentes, isto ¢ #X = m"

Exemplo 6.1 Se D ¢ um conjunto de provas de alunos, podemos ter C' como conjunto de notas (nimeros)

Exemplo 6.2 Se D é um conjunto de contas ou pedrinhas, podemos ter C' como conjunto de cores.

Exemplo 6.3 Se D é um conjunto de quadrados de um tabuleiro 2 x 2, podemos ter C' como o conjunto
das cores {preto, branco}

7 - Os Axiomas de Ac¢iao de Grupos

Queremos descrever a situagdo geral onde temos uma interagdo entre um grupo G ¢ um conjunto X nao
vazio.

Definicao 7.1 Seja G um grupo e X um conjunto ndao-vazio. Dizemos que G age em X se, para todo
g € G epara todo x € X, existir um elemento g - x € X satisfazendo as seguintes propriedades:

(A1) Para todo x € X, e - x = x, onde eg é a identidade de G.
(A2) Para todo g, h € G, x € X, temos

g+ (h-a)=(gh)

O axioma A1 significa que a acdo do elemento identidade de GG € sempre trivial, isto ¢, fixa todo
elemento de X.

O segundo relaciona a a¢cdo do grupo a sua operagao.

Sempre que um grupo age em um conjunto, dizemos que temos uma a¢do de grupo, € os axiomas Al e
A2 sdao chamados de axiomas de agdo de grupos.

Ao contrario do que fazemos com as operagdes de grupos, jamais devemos omitir o simbolo - que

representa a agdo de grupos. Isto porque estamos combinando elementos de conjuntos que geralmente sdo
diferentes (G ¢ X).

Exemplo 7.1 Tome G como o grupo das simetrias do quadrado, e seja X o conjunto das coloragoes de
um tabuleiro 2 X 2 nas cores preta e branca.

Exemplo 7.2 Tome GG como o grupo das simetrias rotacionais de um cubo, e X o conjunto de coloragoes
das faces do cubo usando vermelho, preto e verde.
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Exemplo 7.3 Seja G qualquer grupo e X o conjunto dos elementos de G. Definimos uma a¢do de grupo

por
Vg,x € G, temos g - & = grg "

Esta agdo é chamada de conjugacdo e o elemento do grupo gxg~' é chamado de conjugado de x.

Lema 7.1 Seja G um grupo que age no conjunto X. Entdo para todo g € G, v,y € X, temos
g-xzy:)g_l-yzfﬂ
Dem. Sejam g € G, x,y € X e suponha que g - © = y. Entdo

gty = g'-(9g-m)

= (gil.g).x
= e-x
= X

A reciproca ¢ obtida aplicando o que acabamos de demonstrar, trocando  por y € g por g~ .

Retornamos agora ao exemplo de coloragdes de tabuleiros 2 x 2, e vamos avaliar como uma permutacao
age sobre uma colorag¢do. Considere novamente o tabuleiro:

ol | o2

o3 | o4

E facil ver que para cada simetria do quadrado aplicada no tabuleiro, existe uma permutacio correspondente
o do conjunto dos quadrados {1, a2, a3, ad}. Assim, se considerarmos a rotagdo a; do tabuleiro por um
angulo de 7, temos

ol | a2 & o3 | al

o3 | o4 od | a2

que corresponde a permutacdo 07 = (al a2 a4 @3). Vamos tomar entdo nosso grupo G como sendo
o das permutagdes dos simbolos {al, a2, a3, a4} e considerar sua a¢do no conjunto de coloragdes
X = F({al,02,a3, a4}, {preto, branco}).

Por exemplo, a permutagdo o; agindo na coloragdo fj, resulta na coloragdo fi;

01
—

C10 Cl1
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e portanto
01 f 10 = f 11
Desta forma notamos que oy - fio designa a cor branca para o quadrado a1, porque esta € a cor que fig
designa para o quadrado a3 que acabou de ser movido para o quadrado a1 por o1. Como o * (al) = a3,
podemos concluir que este processo ¢ equacionado por

o1+ fio (1) = fio (Ufl (al))

Esta formula se aplica em geral, e abaixo desenvolvemos mais rigorosamente este conceito.

Na notagéo da se¢do anterior, temos o conjunto de coloragdes X = F (D, ') e tomamos G como
algum grupo de permutagdes de simbolos de D. Isto é, G ¢ algum subgrupo de S (D), o grupo de todas as
permutagdes do conjunto D.

Definimos uma acdo de GG no conjunto das coloragdes X, por

VocGVfeX=o0-f=foo ! (2)

e verificamos que realmente isto define uma agdo de grupo.

Teorema 7.1 A formula (2) acima define uma agdo de grupo.

Dem. Seja e a identidade de GG. Entdo e € a aplicacdo identidade e : D — D e paratoda f € X,
¢-f=foet=foe=f

e assim (A1) se verifica.
Sejam 01,05 € G'e f € X. Entdo, pela nossa defini¢ao,

oy (o1 f) = 02-(foc71_1)
= (foafl)oagl
= fo(al_loagl)
= fo(ogooy) "
= (02001)- f

e portanto (A2) também ¢é valido concluindo a demonstragdo. m
8 - Orbitas

8.1 Relacdes de equivaléncia por aciao de grupos

Definimos o conceito de acdo de grupos, de forma a estabelecer o que entendemos por diferentes padrdes de
coloragdo. No caso do tabuleiro 2 x 2, o grupo relevante € o grupo de simetrias do quadrado. Consideramos
que duas coloragdes do tabuleiro sdo essencialmente as mesmas se a agdo de uma das simetrias leva uma
coloragdo na outra. Agora tornamos mais precisos estes conceitos de equivaléncia.

Definicao 8.1 Seja G um grupo agindo em X. Definimos uma relagdo ~¢ em X da seguinte forma:

Para todo x,y € X,
xr ~ quy<=3dgeGtalqueg-r =y
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Lema 8.1 A rela¢do ~¢ no conjunto X é uma relagdo de equivaléncia.

Dem. Mostramos que ~ ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

Sejam z,y, 2z € X. Como e € G ¢ sua identidade, por (A1) segue que e - © = x e portanto temos que
T ~qg T e ~¢ € reflexiva.

Se tivermos que = ~¢ ¥, entdo existe ¢ € G com g-x = y. Como G é grupo, existe o inverso g~! e pelo
lema 7.1 temos que ¢! - y = x e portanto y ~¢ x. Assim ~ é simétrica.

Suponhamos agora que x ~¢ y € y ~¢ z. Entdo existem g.h € Gtaisqueg-x =y e h -y = z. Como
G ¢ grupo, temos que hg € G e usando (A2) obtemos

(hg)-x=h-(g-x)=h-y==

o que implica em x ~¢ 2. Isto mostra que ~ ¢ transitiva, e encerramos a demonstra¢do do lema. m

No exemplo envolvendo as coloragdes do tabuleiro de xadrez, temos que as classes de equivaléncia sdao
aqueles conjuntos que possuem coloracdes todas com o mesmo padrao.

Em geral, as classes de equivaléncia da relagdo ~¢ sdo chamadas de orbitas da agdo do grupo. A orbita
a qual o elemento x pertence é denotada por O,. Assim

0, =0, <=2 ~qVy

e como x ~g Yy <= y = g - r para algum g € G, segue que
O,={g-v:9€G}

No exemplo 7.3, as classes de equivaléncia sdo chamadas de classes de conjugacao do grupo em
questdo. Pode-se mostrar, por exemplo, que duas permutacdes em .S,, sdo conjugadas se, € somente se,
possuirem o mesmo tipo ciclico. Assim, se G = S,,, existe um total de p(n) classes de conjugagio.

Como as orbitas sdo classes de equivaléncia, elas particionam o conjunto X em conjuntos disjuntos.

Assim nossa pergunta de quantos padroes diferentes temos ao colorir os tabuleiros ¢ na verdade a de
quantas Orbitas diferentes existem.

8.2 Inventarios de coloracoes

Vamos desenvolver um método algébrico para descrever coloragdes, utilizando fungdes geradoras. Aqui a
situagdo ideal € obter uma funcao geradora que determine o nimero de padrdes de cada tipo para a situacao
em questao.

Ja vimos que temos um total de 16 maneiras de colorir um tabuleiro de xadrez 2 x 2, sem considerarmos
as relagdes de equivaléncia de padroes; isto €, ndo estamos contando as orbitas. Observe que na expansao

(p+b)*=(p+b)(p+b) (p+b) (p+b) =p*+4p°b + 6p*b? + 4pb° + b

obtemos cada coeficiente escolhendo de cada parénteses o simbolo p ou b, e isso corresponde as 16
coloragdes diferentes do tabuleiro 2 x 2 nas cores preta e branca. Mais ainda, cada termo na expansao lista
o numero de coloragdes de acordo com quantas cores brancas e pretas estdo sendo utilizadas. Deste modo,
o termo p3b tem como coeficiente 4, que é o niimero de colora¢des (C12, C'13, C'14 e C'15) contendo 3
cores pretas e 1 branca. O termo p* tem coeficiente 1, indicando que temos apenas 1 coloragdo (C'16)
contendo 4 cores pretas.

No entanto, esta expressao algébrica nao nos diz nada acerca de quantos padrdes diferentes existem
por equivaléncia; isto €, ndo nos exibe informagdes sobre as Orbitas das coloragcdes. Mais a frente,
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enunciaremos um teorema que nos permitird obter uma fun¢ao geradora que contenha tal informacao; e as
defini¢des a seguir serdo necessarias para a aplicacao daquele resultado.

Os simbolos algébricos p e b correspondem as cores preta € branca, respectivamente, ambas elementos
do conjunto C'. No caso geral, entendemos por uma fun¢do peso no conjunto C', uma fungao w que associa
a cada ¢ € C, um simbolo algébrico ou um nimero denotado por w (c), denominado peso de c.

O enumerador de estoque é definido pela soma ) . w (c), isto é, representa de maneira algébrica

todos os valores que os elementos do conjunto D podem receber através das coloracdes de D em
C. Por exemplo, sejam C' = {vermelho claro,vermelho escuro, azul}, w (vermelho claro) = r,
w (vermelho escuro) = R e w (azul) = a. Entdo o enumerador de estoque (de tintas, ou cores, no caso)
¢ r + R + a; isto ¢, interpretando a soma como fungao geradora, significa que temos exatamente 1 cor
vermelho clara, 1 cor vermelho escura e 1 cor azul. Assim, nosso enumerador de estoque ¢ na verdade uma
generalizagdo do conceito de funcdo geradora. Se colocarmos » = R, temos como enumerador de estoque
2R + a, o que significa que temos 2 cores vermelhas e 1 cor azul para designar aos elementos de D. Vale
ressaltar que os dois tipos de tinta vermelha ainda sdo dois tipos distintos, mesmo que tenhamos designado
0 mesmo peso para as duas. Se os dois tipos de tinta vermelha fossem indistinguiveis, o enumerador de
estoque seria dado por R + a, ao invés de 2R + a.

Para cada coloragdo f € X, definimos seu peso W (f) pela equagéo

W (f)=T]w(f (@)
deD
Finalmente, dado um subconjunto S de X, o inventdrio de S é definido por

> W)

fes

Exemplo 8.1 Suponha que desejamos saber todas as maneiras de pintarmos 3 bolas distintas nas cores
solidas vermelho claro, vermelho escuro e azul. Seja D o conjunto das 3 bolas, e seja C o conjunto dos 3
tipos de tinta mencionados. Designamos os pesos para as cores como anteriormente, obtendo o enumerador
de estoque r + R + a que nos fornece o numero de maneiras que 1 bola pode ser pintada nas cores de C.
Assim, como as bolas sdo distintas, (r + R + a)3 nos da o total de maneiras diferentes de pintarmos 3
bolas com as cores escolhidas. Em outras palavras, (r + R + a)3 ¢ o inventario do conjunto de todas as
coloragoes de D em C.

Retornamos ao exemplo do tabuleiro 2 x 2 para tornar claras as defini¢des dadas acima.

Relembramos que D = {al,a2,a3, a4}, o conjunto dos 4 quadrados do tabuleiro, C' =
{preto, branco}, o conjunto das cores e X = F ({al,a2,a3,ad}, {preto,branco}) é o conjunto das
coloragdes de D em C'.

A fungdo peso no nosso exemplo ¢ dada por

w (preto) = p

w (branco) = b
A coloragdo fy € tal que
fio(al) = preto
fio(a2) = branco
fio (@3) = branco
fio(ad) = preto



e portanto

W (fio) = Hw(flo(d)):W(flo(gl))w(flo(042))W(f10(043))W(f10(044))

deD

w (preto) w (branco) w (branco) w (preto)
pbbp

p2 b2

O inventario de todas as 16 coloragdes (isto ¢ S = X), como visto anteriormente, ¢ dado por

S W(f) =p*+4p°b + 66 + 4pb’ + b* = (p+ b)°*
fex

O problema de maior interesse para nosso estudo ¢ o de determinar o inventario das coloragdes que
contém exatamente 1 coloracdo de cada padrdo (6rbita). No caso dos tabuleiros ele seria dado por

p* + pPb+ 2p%% + pb® + b

conforme pode ser visto na Figura 2 da pagina 14.

Este inventario ¢ chamado de inventdrio padrdo, e o teorema que determina sua fungdo geradora € o
celebrado Teorema Enumerador de Polya.

9 - KEstabilizadores

Na secéo 7, através do axioma (A1), determinamos que a identidade e de um grupo G agindo em X,
fixasse todos os elementos de X. No entanto, podemos ter, além da identidade, outros elementos de g
fixando elementos de X.

Assim, dado = € X, chamamos de estabilizador de x, o conjunto dos elementos de G' que na agao de
grupo fixam .

Em simbolos, o estabilizador de = ¢ definido por

S:={9e€G:g-v=ux}

A seguir mostramos que para qualquer x € X, o estabilizador S, ¢ um subgrupo de G.

Lema 9.1 Seja G um grupo agindo em X. Entdo, para todo x € X, temos que S, é subgrupo de G.

Dem. Verificamos as condigdes de subgrupo para S,.. Primeiro suponha que g,h € S,. Entdog-x =z ¢
h - x = x, e pelo axioma (A2) temos que

(gh) - z=g-(h-z)=g-z=1

e assim gh € S, o que mostra que .S, ¢ fechado.

Por (Al), e - © = x e assim S, contém a identidade de G.

1 1

Novamente, se g € S, temos que g - x = x € pelo lema 7.1 temos que g~
também estd em S,. Assim .S, € um subgrupode G. m

- X = 2 0 que mostra que g~

Abaixo colocamos um quadro com os estabilizadores e as orbitas das coloragdes de um tabuleiro de
xadrez 2 x 2:
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Flemento de X Estabilizador Orbita

C1 {€7a17a27a37p17p27QI7q2} {Cl}
02 {€>Q1}
C3 {e, g2}

’ C2,C3,C4,C5
C4 {67(]1} { 3 5 ) }
C5 {67Q2}
C6 {€7p2}
C7 {e,p1}

’ C6,C7,C8,C9
8 {€7p2} { 5 s s }
09 {eapl}
C10 {6 az, qi Q2}

T C10,C11

Cll {67CL27QIJQQ} { ’ }
C12 {e,q2}
C13 {e’ql}
o14 ! {C12,013,014, C15}
C15 {e,q1}
C16 {e,a1,a2,a3,p1,p2, q1, G2} {C16}

Observe que quanto maior o estabilizador, menor a Orbita e vice-versa. Mais ainda, repare que em todas
as linhas (elementos = de X)) temos a equagéo # (O,) X # (S,) = 8. Isto ndo é uma coincidéncia e abaixo
provamos este resultado, muito importante para nosso estudo.

Teorema 9.1 (O Teorema Orbita-Estabilizador) Seja G um grupo que age em X. Entdo para cada
x € X,

# (0a) x # (5:) = # (G)
Dem. Pelo lema 9.1, temos que S, ¢ um subgrupo de G, e pelo teorema de Lagrange segue que

|G = Se| X # (S2) = # (G)
Assim precisamos mostrar que
Os elementos de O, possuem a forma g - z, para g € G e as classes laterais de S, possuem a forma
gS; para g € G. Podemos provar a equagdo (3) mostrando que a correspondéncia g - © < ¢S, € uma
correspondéncia um-a-um entre os elementos de O, e as classes laterais de S, em G. Em outras palavras,
basta mostar que, para todo g, h € G,

9gS; =hS, <= g-z=h-x
Sejam g, h € G. Entdo

gS, = hS, <= h7lgc S, pelolema2.4

< (h7'g) -z = z, pela defini¢do de S,
< h' (g-x) ==, por (A2)

— 9

-x = h-x,pelolema 7.1
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Corolario 9.1 Seja G um grupo finito que age no conjunto X. Entdo o numero de elementos de X em
cada orbita é um divisor da ordem de G.

Dem. Imediata a partir da equagdo multiplicativa do teorema Orbita-Estabilizador. m

O Teorema Orbita-Estabilizador fornece uma relagdo entre o nimero de elementos em cada orbita ¢ o
numero de elementos em cada estabilizador. Abaixo provamos facilmente um teorema que modifica esta
relagdo para derivarmos uma féormula para o nimero de diferentes orbitas da acao.

Teorema 9.2 Seja G um grupo finito agindo em X. Entdo o numero de orbitas distintas é dado por

1

zeX

Dem. Suponhamos que existam m Orbitas distintas O, , ..., O,, . Se 1 < 57 < m, temos para a j-ésima
orbita que

Z #(S,) = Z Z ((Oci)),pelo Teorema Orbita-Estabilizador

acEOxj erxj

= #(G) Z m, pois O, = O, para todo x € O,

= #(G)

Assim, somando para todas as orbitas obtemos,

DH(S) =D D #(S) =D #(G) =m#(C)

zeX j=1 IEOIj j=1

o que nos fornece o resultado desejado. m

Observe que esta formula ainda nao ¢ de muito uso, pois devemos listar todos os elementos de X, o que
nos possibilitaria, sem nenhuma teoria elaborada, diferenciar os padrdes desejados por inspegdo. No caso
do tabuleiro 2 x 2, temos que # (X) = 16, mas no caso do tabuleiro de xadrez 8 x 8, por exemplo, temos
que # (X) = 2% > 109, o que torna impraticavel listar todos os elementos de X.

Na sec¢do seguinte, demonstramos um resultado que nos permite obter o nimero de 6rbitas somando nos
elementos de (G, ao invés de X.

10- O Teorema de Burnside

Apesar do teorema (usualmente chamado de lema) a seguir ter se associado ao nome de William Burnside,
ele foi primeiramente provado por Georg Frobenius em 1887. Burnside publicou um livro muito influente
em teoria dos grupos e sua primeira edi¢do foi o primeiro texto em inglé€s deste assunto, por exemplo.
Nesta primeira edicdo, Burnside coloca o teorema e o atribui a Frobenius, mas essa atribuicdo nao passou
para a segunda edi¢do, de muito maior penetragdo. E provavel que isso tenha originado toda essa confusio
historica.
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A fim de obtermos a versao desejada para o nimero de orbitas, consideramos a tabela abaixo,

Elementos de X

Elementos de G
«Q

—— -

onde as linhas correspondem a elementos de (& e as colunas a elementos de X.
Marcamos uma entrada na tabela na interse¢do de uma j-ésima coluna com uma ¢-ésima linha, isto é,

da coluna de um elemento de X, com a linha de um elemento de G, se € somente se,
gi-Tj =Ty
isto €, se € somente se, g; € Sy,
Assim, o nimero de marcas em uma coluna j ¢ # (SI ) e portanto o nimero total de marcas na tabela ¢

Sex # ().

Agora ao invés de adicionarmos as marcas por colunas, adicionaremos por linhas.
O numero de marcas na ¢-¢ésima linha ¢ dado pelo numero de elementos do conjunto

{reX g -x=ux}

isto €, o nimero de elementos de X que sdo fixados pelo elemento g; de G.

Definicao 10.1 Seja G um grupo agindo em X, definimos o Fix de g € G como
Fiz(g)={r e X:g-z =12}

Desta forma se somarmos o total de marcas de cada linha, obtemos todas as marcas da tabela, isto é,
> #(Fix(g) = #(S:)
geG rzeX

Demonstramos entdo o seguinte teorema:

Teorema 10.1 (Teorema de Burnside) Se G é um grupo finito agindo em um conjunto X, entdo o numero
de orbitas distintas é dado por

> #(Fiz(g))

geG

L
#(G)
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11 - Aplicacoes

Problema 11.1 Obter o numero de permutacéoes circulares de n elementos, isto é, determinar o numero
de maneiras de arranjarmos n objetos distintos em torno de um circulo.

Solucdo 11.1 Neste problema, o conjunto X de coloragoes é formado pelas n! permutacées (aqui C' =
D = [n]) dos n objetos distintos. Para definirmos o grupo G de simetrias, basta notar que uma disposi¢do
em circulo é considerada a mesma que outra, se uma puder ser obtida da outra por alguma rotagdo.
Portanto o grupo G é o composto pela identidade e por (n — 1) rotagdes. A identidade e fixa todos os n!
elementos de X, mas qualquer outro elemento g € G é tal que Fix (g) = 0. Isto porque os n elementos
sdo todos distintos e qualquer rotagdo ndo-trivial leva uma configuragdo de X em alguma outra diferente.
Pelo teorema de Burnside temos entdo que o numero de permutagoes circulares de n elementos é dado por

n—1 zeros

——
—|n!4+0+...40] =(n—1)!
n

Problema 11.2 De quantas maneiras diferentes podemos pintar as faces de um cubo, utilizando c cores
diferentes? Calcule o numero de pinturas utilizando as cores vermelho, preto e verde.

Solug¢iio 11.2 O numero total de coloragdes presentes em X neste caso é dado por c®, pois um cubo tem 6
faces. Entendemos por igualdade entre uma pintura e outra, se uma puder ser obtida da outra por alguma
simetria de rotagcdo do cubo. No exemplo 3.3 listamos as 24 simetrias rotacionais do cubo descrevendo-as
em 7 itens. Uma coloragdo de X é fixada por g € G se, e somente se, todas as faces no mesmo ciclo de g
possuem a mesma cor. Vamos calcular aqui para cada simetria de cada item quantos elementos de X ela
fixa:

(1) A identidade e fixa todos os elementos de X = Fix (e) = ;

(2) Cada rotagdo de 5 pelo eixo indicado em (a) possui 1 ciclo de comprimento 4 e 2 ciclos de compri-
mento 1 nas faces. Assim, se uma coloragdo destas faces permanece inalterada apos a rotagdo, teremos c
diferentes possibilidades de cores para as 4 faces que compoem o ciclo de comprimento 4 e c cores difer-
entes para as faces de cada ciclo unitario. Portanto pelo principio multiplicativo, temos c - c - ¢ diferentes
coloragoes que sdo fixadas por cada rotagdo de 5 indicada em (a). A contribuigdo destas 3 rotagoes é de
3 03,.

(3) Para a rota¢do de 7 pelo eixo indicado em (a), temos 2 ciclos de comprimento 2 e 2 ciclos de com-
primento 1. Pelas mesmas consideragoes feitas no item (2) acima, concluimos pelo principio multiplicativo
que o Fix de cada uma das 3 rotagéoes é dado por c - ¢ - ¢ - c. Assim a contribuicdo destas 3 rotagoes é de
304,.

(4) Uma rotagdo de 37” pelo eixo de (a) é equivalente a uma de —7 pelo mesmo eixo. Por simetria temos
a mesma contribuicdo do item (2), isto é, 3¢3;

(5) Cada rotagdo de m pelo eixo indicado em (b) possui 3 ciclos de comprimento 2. Assim temos uma
contribuicdo de 6¢3;
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(6) Cada rotagdo de %” pelo eixo indicado em (c) possui 2 ciclos de comprimento 3. Portanto temos uma
contribuicdo de 4c?;

(7) Uma rotagdo de %” ¢ equivalente a uma de —%”, e por simetria temos a mesma contribui¢do do item
(6), isto é, 4c>.

Pelo teorema de Burnside, temos entdo que o numero de pinturas distintas das faces do cubo utilizando
c cores é . .

2 (CG + 3¢ +3c* +3¢® +6¢% + 4% + 402) =21 (06 +3c* +126% + 802)

Para 3 cores, basta substituir c = 3 no polinomio acima para obter 57 pinturas distintas.

Problema 11.3 Quantas moléculas organicas diferentes da forma

1
X—C—X
I
X

existem, onde C' é um datomo de carbono e cada X denota qualquer um dos 4 componentes C' H3 (metil),
Cs Hy (etil), H (hidrogénio) ou C| (cloro)? (Aqui da quimica sabemos que cada molécula desse tipo pode
ser modelada por um tetraedro regular com o carbono ocupando seu centro e os componentes X ocupando
os vertices).

Solucdo 11.3 Considere a figura abaixo exibindo os dois tipos de eixo de rotagdo que o tetraedro regular
POSSUIL:

(@ (b)

Temos um total de 4* = 256 coloragées diferentes no conjunto X, pois neste caso estamos colorindo os
vertices do tetraedro com 4 "cores" distintas. G é definido como o grupo das 12 simetrias rotacionais do
tetraedro regular e vamos calcular o Fix de cada uma elas:

(1) A identidade fixa todas as 256 coloragoes de X.
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(2)Temos 8 simetrias de rotagdo pelo tipo de eixo indicado em (a), que passa por um vértice e pelo centro
da face oposta. Sdo 4 simetrias de rota¢do de um dngulo de %’T e 4 simetrias de rota¢do de um dngulo de
—2?”. Cada rotagdo ¢ composta de 1 ciclo de comprimento 1 e 1 ciclo de comprimento 3. Assim temos uma
contribuicdo de 8 - 4 - 4 = 128 coloragodes fixadas.

(3) Temos 3 simetrias de rotagdo de um dngulo de m pelo tipo de eixo indicado em (b), que passa pelos
pontos médios de arestas opostas. Cada rotag¢do desta é composta de 2 ciclos de comprimento 2. Portanto
temos uma contribui¢do de 3 - 4 - 4 = 48 coloragoes fixadas.

Aplicando o teorema de Burnside obtemos que o numero de moléculas distintas nas condigoes do prob-
lema é igual a

1
15 (236 + 128+ 48) = 36

12- O Teorema Enumerador de Pdlya

Enunciamos o teorema de Polya e apresentamos nesta se¢do uma de suas aplicagdes aos problemas
anteriores.

Teorema 12.1 (Teorema de Pélya) Seja X = F (D, C) o conjunto de todas as coloragdes do conjunto
D em C, e seja w uma fungdo peso em C'. Seja G o grupo das permuta¢oes de D que age em X de maneira
usual. Se o indice de ciclos de G é

7 (G, xr1,T2,T3, )
entdo o inventario padrado é dado por

Z (G;Zw(c),Zw(C)Q,Zw(C)3,...)

ceC ceC ceC

Problema 12.1 De quantas maneiras podemos colorir as faces de um cubo utilizando as cores verde,
amarelo e branco, de maneira que em cada pintura tenhamos exatamente 2 faces amarelas e 2 verdes? E a
quantidade de pinturas contendo exatamente 1 face amarela?

Solucdo 12.1 Baseado nas consideracoes do problema 11.2, podemos obter facilmente a seguinte ex-
pressdo para o indice de ciclos das simetrias de rotagdo de um cubo:

1
21 (m? + 32325 + 617wy + 625 + 82:%)
Colocamos como peso de cada cor
w (amarelo) = a
w (verde) =
w (branco) = b

e assim obtemos o enumerador de estoque
a+v+b
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Entao, pelo teorema de Polya, temos que o inventario padrdo é dado por
1
ﬂ((a+v+b)6+3(a+v+b)2 (> + 02 +12)° +6(a+v+b)* (a* + v+ b*) +
+6 (a® + 0% +02)° + 8 (a® +0° +b%)7)

E conveniente usar algum software de dlgebra simbélica para expandir esta soma e obter

a® + 0% + 0% 4+ ab® + a®b + av® + a’v + bv° + bPv +

+2abv* + 2ab*v + 2a'bv + 24?0 + 24363 + 2a1V? +

+2a*v* + 2a®v® + 2a*0? + 20%0* + 20703 + 26%0° +

+3ab®v® + 3ab*v® + 3a’bv® + 3a*bPv + 3a’bv® + 3a’bPv + 6a’b*v?
Para responder a primeira parte do problema, buscamos o coeficiente do termo a*v*b?, que é igual a 6.

Para a segunda pergunta, devemos agrupar todos os termos que contém al:

a (b° +v° + 2bv* + 260 + 36°0° 4 36°07)

totalizando entao 12 maneiras distintas.

Problema 12.2 No problema 11.3, qual ¢ o numero de moléculas que contém um ou mais datomos de
hidrogénio?

Solucdo 12.2 O indice de ciclos para o problema 11.3 é facilmente obtido de sua resolugdo, sendo dado
por
1
Tz (:U‘l1 + 8x173 + 31’3)
Designamos os pesos

w(CHs) = w

w(CeHs) = ws
w (C1) w3
w(H) =0

a cada um dos componentes do problema.
Assim nosso enumerador de estoque é
w1 + Wa + Ws
que, pelas nosssas consideragoes na se¢do 8.2, é a fung¢do geradora para 1 componente C Hs, 1 compo-

nente CyHs, 1 componente C'l e nenhum componente H. Desta forma estaremos enumerando primeiro as
moléculas que nao possuem datomos de hidrogénio.

Pelo teorema de Polya, temos entdo que o inventario padrdo ¢ dado por

1
5 ((wl +wy + ws)* + 8 (wy 4wy 4+ wy) (w4 wh + w}) +3(w%+w§+w§)2>
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que ao ser expandido resulta em:
4 4 4 3 3 3 3
Wy + Wy + Wy + wwy + wiwse + wiwsy + wyws +
3 3 2 2 2
Fwaws + Wyws + WWawW3z + W1 WyW3 + WjWaws +
2,2 2,2 2,2
Fwjw; + wiws + wyws

Portanto temos um total de 15 moléculas ndao contendo datomos de hidrogénio. Repare que a expressdo
acima diz muito mais que isso, pois nela estd determinada qual a composi¢do em componentes de cada
uma das 15 moléculas. Também é interessante observar que, na fungdo geradora acima, temos apenas 1
molécula para cada combinagdo dos 3 componentes C Hs, CyHy e CI.

Como nesta resolugdo estamos interessados no numero total de moléculas, poupariamos trabalho se
tivéssemos logo atribuido o peso 0 ao componente hidrogénio e peso 1 aos 3 componentes restantes. Do
teorema de Polya obteriamos diretamente o numero

%(34+8~3-3+3-32)—15

Assim, como o numero total de moléculas obtidas no problema 11.3 é 36, temos
36 —15 =21

moléculas que contém pelo menos 1 atomo de hidrogénio.

13 - Apéndice: Enumerando colares distintos

Ao contar colares, necessitamos encontrar o indice de ciclos do grupo ciclico C), (se considerarmos apenas
rotacdes) e do grupo diedral D-,, (se inversdes sdao permitidas). Isto porque, num colar contendo n contas
distintas, podemos considerar cada conta como ocupando cada um dos vértices de um poligono regular
de n lados. Se um colar ndo puder ser invertido (virado, refletido), entdo ndo utilizamos as simetrias de
reflexdes presentes em Dy, nos limitando as rotagdes que compde C,.

Neste apéndice, denotamos o mdc (a, b) simplesmente por (a, b).

Definiciio 13.1 A funcdo totiente de Euler ¢ : N — N é definida por

p(n)= > 1

1<d<n
(d,n)=1

sendo dada pelo numero de inteiros positivos menores ou iguais a n que sdo coprimos com n. Esta fun¢do
também pode ser interpretada como o numero de classes de congruéncia modulo n que sdo coprimas com
n.

Para nossas aplicagdes, fazemos uso do seguinte resultado:

Lema 13.1 O grupo C,, (ciclico de ordem n) contém para cada divisor d de n, ¢ (d) elementos de ordem
d. Cada um desses elementos possui n/d ciclos de comprimento d.

Assim temos que o indice de ciclos de C), ¢ dado por

2(C) =~ ()
dn
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onde a soma ¢ efetuada nos divisores d de n e ¢ ¢ a funcao totiente de Euler.

O grupo diedral D, contém o subgrupo C), mais n reflexdes. Se n = 1 (mod 2) entdo cada reflexdo

tem um ponto fixo e ("—;1) transposigoes (2-ciclos); en(quar)lto que se n = 0 (mod 2), temos metade que sdo
-2

2 transposigdes e a outra metade sdo 2 pontos fixos e ~“7= transposigdes. Desta forma

Z (Dan) = 5 (Z(Cr) + Ry)

N

onde

n—1

T2, se n =1 (mod 2)

Rn — 1 n (n—2)
5123 +aiz,? ), sen=0(mod2)

A seguir apresentamos a enumeracao geral dos colares e alguns exemplos particulares.

Problema 13.1 Qual o numero de colares distintos, formados por n contas de m cores diferentes? (Con-
sidere os argumentos iniciais desta se¢do e divida o problema em dois casos).

Solucao 13.1 Se considerarmos apenas as rotagoes, pelo teorema de Polya, temos que o numero é dado
por
1
= ¢ (d)ym" 4)
n
dln
onde atribuimos peso 1 a cada uma das m cores, e substituimos

xd:Zw(C)d:ZFlzm

ceC ceC
no indice de ciclos de C,,.

Ao considerarmos também as inversoes (reflexoes), aplicamos o teorema de Polya e substituimos o
enumerador de estoque no indice de ciclos de Ds,. Desta forma obtemos a expressdo

1[/1
- n/d
5 n;qb(d)m + R, (m) ©®)
onde 1
m'e, sen =1 (mod?2)
R, (m) { %mg 1+m), sen=0(mod?2)

Problema 13.2 Calcule:
(a) o numero de colares diferentes, por rotagoes, com 6 contas coloridas em preto e branco;

(b) o numero de colares diferentes, por rotagoes e inversoes, com 5 contas coloridas em preto, cinza e
branco;

(c) as mesmas condigoes do item (b), exceto que cada colar devera ter exatamente 1 conta na cor preta.
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Solucdo 13.2 (a) Na formula 4 do problema 13.1 colocamos n = 6, m = 2 para obter

SO = (PP H0@)P 4 B2 +6(6)2)
d|6

1
= G (64+8+8+4)

= 14

Portanto temos 14 colares distintos como resposta.
(b) Substituimos na formula 5 do problema anterior n = 5, m = 3 e obtemos

(% (0(1)3°+¢(5)3) + 33)

N | —

% ézqs(d)sf’/u& 3| =
dl5

(é (243 +12) + 27)

255
== 427
(5 +)

— ~(18)
= 39

N~ N~

N[ —

Temos entdo 39 colares distintos como resposta. E interessante comparar as respostas dos itens (a) e (b)
e suas condi¢oes. De ld para ca, diminuimos 1 conta do total e consideramos colares refletidos como
idénticos, isto tende a diminuir o numero de padroes distintos. No entanto, aumentamos 1 cor no estoque
e isso foi o suficiente para termos quase o triplo de padroes distintos do item anterior. (Esta andalise pode
ser facilmente inferida no caso geral do formato do indice de ciclos utilizado)

(c) Desta vez atribuimos os pesos

w (preto) = p
w(cinza) = 1
w (branco) = 1

Aplicamos o teorema de Podlya e substituimos nosso enumerador de estoque no indice de ciclos de Dy,
obtendo

1(1

3 gz(b(d) (pd+1d+1d)5/d+(p+1+l) (p2+12+12)2
d|5

(p+2) (P*+2)°
2

= 1—10((p+2)5+4(p5+2))+

= 10p+ 12p* +6p> +2p"* +p° + 8

Nesta fungdo geradora buscamos o coeficiente de p* que é igual a 10. Portanto temos 10 colares difer-
entes nas condigoes requisitadas e contendo exatamente 1 conta preta (verifique na figura a seguir os 10
colares!).

Na pagina seguinte listamos todos os colares correspondentes aos numeros encontrados neste problema:
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