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Capitulo 1

Sistemas Lineares

Neste capitulo vamos apresentar a teoria bésica de sistemas equacoes diferenciais ordindrias lineares
que serd util para o estudo de sistemas de controle lineares.

O material relacionado a sistemas lineares contido neste capitulo pode ser encontrado citeso-
tomayor. O teorema da contracgao é assunto bésico dos cursos de matematica. O material que aqui
aparece foi retirado de [Hon].

1.1 Introducao

Sistemas Lineares sao aqueles que tém a forma:

1'/1 = all(t)ml + ...+ aln(t)xn + bl(t)

$12 = a921 (t)l‘l +...+ agn(t)l‘n + bg(t)
. (1.1)

xh, = ap1(t)x1 + ...+ apn(t)x, + by ()

onde os a;;, b; s@o funcoes continuas em um intervalo I, aberto com i,j=1,2,... n.
Equivalentemente podemos escrever

n

2 =Y lai(Da; () + bi(t)], i =1,2,...,n.

j=1

Se um conjunto de solucdes {1, @a,...,on } de classe C! em Iy C I satisfaz

%%—(t) = lai;()p;(t) + bi(1)], i =1,2,...,n.

Jj=1

n

entdo tal conjunto é solugao do sistema (1.1) em Iy para todo t € .
Considerando agora A(t) a matriz cujos elementos sao as funcdes a;; e b(t) o vetor cujos elementos
s@o as fungdes b;(t), temos a equagdo matricial:

' = A(t)x + b(t). (1.2)

Assim, se um conjunto {¢1, ¢2,...,0n } € solugao de (1.1) em Iy entdo a aplicagao p=(¢1, P2,-.-,¥n)
é solugao para (1.2) em Iy, isto é,

¢ = A(t)p(t) +b(t),Vt € .
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Antes de prosseguirmos, vamos apresentar algumas nogoes de espagbes métricos necessarios ao
desenvolvimento deste capitulo.

Defini¢ao 1.1.1 Um espago métrico é um par (X,d) onde X é um conjunto e d é uma fungao,

d: X xX —R
(Z',y) *)d(‘ray)a

chamada distancia de x a y, que satisfaz:
(a) d(xx) =0

(b) z#y=d(z,y) >0

(¢) d(xy) = d(yx)

(d) d(x,y) < d(x,2)+d(z,y) - (desigualdade triangular)

Definicao 1.1.2 Seja X um espago métrico com a métrica d. Dizemos que uma aplicagao T': X —
X é uma contracdo se existe ¢ € R, 0 < ¢ < 1 tal que Vzq1,z2 € X temos que d(T'(z1), T(x2)) <
cd(z1,22), onde ¢ é a chamada de constante de contracao de T.

Notacgao: Seja T : X — X, denotaremos T? =T oT, T3 =T oT? ousejaT™ =T oT" L.

Lema 1.1.3 Sejam 0<c<lem>n>1. Entiol+c+c?+...+cm 1< (1—-¢c)"L.

Demonstragao: Exercicio. |

Defini¢ao 1.1.4 Dada uma sequéncia (z,,) em (X, d) e um ponto € X, dizemos que (x,,) converge
a x se a sequéncia de nimeros reais d(z,,x) converge a zero.

Definigao 1.1.5 Uma sequéncia (z,,) de X é chamada de sequéncia de Cauchy se dado ¢ > 0, existe
ng € N tal que

d(Xp, Tm) < € para todo n, m > ng.

Dizemos que um espaco métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy neste espaco for con-
vergente.

Teorema 1.1.6 (Teorema do ponto fixro de Banach para contracées)
Sejam X um espago métrico e T : X — X wma contra¢do. Entdo:

()) AT:T(T)=7;
(i) ¥V x1, a seqiéncia (Tp)nen, onde xn11 = T™(x1), converge a T;

n—1

11) Y n temos d(x,,T) < ¢ d(x,,T).
1
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Demonstragao: (i) Mostremos primeiramente a ezxisténcia. Seja x1 € X qualquer e z,+1 = T(x,,),
n=12,..

Vamos demonstrar que (2, )nen € uma sequéncia de Cauchy.

Para n > 1, temos

d(zn; Z'nJrl) = d(Txnfla Txn) S Cd(xnflvxn)

e, por indugao sobre n, vem que
-1
d(Xp, Tpt1) < (w1, T2).

Entao, para 1 < n < m, temos

d(xn,zm) < d@n, Tnt1) + o +d(@m—1,Tm)
< c"_ld(ajl, x2) + ... + cm_Qd(ml, x2)
= " dzr,a) (L+c+ ...+
n—1
< S d(z1,2) (Lema (1.1.3)).

1—c

e, como ¢" — 0, segue que (z,,) é uma sequéncia de Cauchy. Como X é um espago métrico completo,
temos que existe & € X tal que x, — 7.
Mostremos agora que T'Z = Z. Assim sendo

ATz, xpy1) = d(Tz, Txy,) < cd(T,x,)

e, como d(Z,xz,) — 0, segue que x,, — TZ. Pelo teorema de unicidade do limite, temos entdo que

Tz = 7.

Mostremos agora a unicidade. Sejam T,y € X, T # 3, com TZ = &, Ty = . Entao
0<d(z,g)=dTz,Ty) < cd(Z,7)

e, portanto, ¢ > 1, o que contradiz a hipdtese.

(ii) Observe que a sequéncia definida em ¢) também pode ser escrita da seguinte forma

_7mn
Tn+1 = Tll

Sabemos que esta sequéncia converge a um ponto fixo, mas pela unicidade do ponto fixo temos que
ela converge a .

(iii) Da demonstragao de i) resulta que para 1 < n < m,

n—1

A0, T) < d(Tpy Tm) + d(Tm, T) < f d(z1,22) + d(zpm, T)

Como d(z,T) — 0, segue a afirmagao (4i7). |

Corolario 1.1.7 Seja T : X — X tal que, para algum m, T™ € uma contragao. Entdio T tem
um e somente um ponto fixo e, para qualquer que seja x1 € X, a seqiéncia (T™x1)nen converge ao
ponto fizo.



Demonstragao: Como 7™ é uma contragao, seja T seu tnico ponto fixo, ou seja T™Z = Z. Entao:

T™(T7) = T(T™7) = TT

Logo Tz é ponto fixo de T™. Mas como T é o Unico ponto fixo de T™, temos que T = 1T
(existéncia), ou seja T é ponto fixo de T
Para provar que T é uinico, tomemos  como um outro ponto fixo de T. Assim,

@) =T T2) =T" @) =T""*(T?)=.. =Tt =17

Logo x é ponto fixo de T™, e portanto T = .

Provemos entao a segunda parte do corolario.

Seja 1 € X. Tome y = (T’”)kyl7 onde y; = T"z1, com r € N fixo e k € N. Pelo Teorema do
ponto fixo de Banach para contragoes, yr — . Entao, para n > m, temos que 3r € N*, 1 <r <m,
tal que n = km + r. Assim,

Tnl'l — ka+TSC1 _ ka(Trl,l) _ (Tm)kyl = yp

Como y — T, temos que T"zr; — T. |
Consideraremos C(Iy, E) := {z : [y — E} o espago das fungdes continuas com a métrica

d(z,y) = max () —y(t)] =l 2 —y [l -

Observagao: Denotaremos por E os espagos R™ ou C™.

Teorema 1.1.8 Se as fungdes a;; e b;, i,j=1,2,...,n, sdo continuas em I, entdo existe uma Unica
solugdo p(t) (definida em I) da equagdo

v’ = A(t)z +b(t),

que satisfaz a condicdo inicial
p(to) = o, Vto € 1,

onde xg € E € um valor arbitrdrio.

Demonstragao: Seja T : C' — C definida por To(t) := xg + fti [A(s)e(s) + b(s)]ds. Assim T
estd bem definida. Provemos que T possui um unico ponto fixo em C, o que implica no resultado
desejado. Dados u,v € C, temos

[Tu(t) = To(®)] = | t [A(s)(u(s) — v(s))]ds] S/t 1 A(s) Il w = v [loo ds

< Klu=vo |t —tol,

onde K := supsey, || A(s) || - Também temos:

IT?u(t) — T?o(t)] = [T(Tu)(t)—T(Tv)(t)| < /t | A(s)(Tu(s) —Tv(s)) || ds
< K t [Tu(s) — Tv(s)|ds
< K2f|u—vx /t s — tolds = K2 | u—v || %
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Por inducao, provamos que

n mn Kn n
T u(t) = T < = | u =0 o |t~ to

Suponhamos que a desigualdade acima seja verdadeira para n € N. Entao

T () =T ()] = [T(TMu)(t) — T(T™)(t)] = I/t A(s)(T"u(s) — T"v(s))ds|

t 1
Kn n KnJr n+1
< K/to_”! || w—voo |$— to] dsgi(nﬂ)! || uw—v o |t — to] .

Sendo Iy = [a,b] com a < b, segue que

[T™u(t) — T o(t)] <

K™(b— a)™
Muuwnm, VneN.

n!

Logo, para algum m € N suficientemente grande, podemos afirmar que 7™ é uma contragao. Do
Corolério (1.1.7) segue que T possui um unico ponto fixo ¢ € C, tal que

Ty =,
isto é,
t
p(t) =0+ [ [A(s)els) + b(s)ds (13)
to
o que demonstra o teorema da existéncia e unicidade em questao. |
Consideremos a equagao diferencial
(n) — (n=1) (n—2) /
2™ =p(t)x + pa(t)x + .ot pa1 (@)’ + pu )z + g(2), (1.4)
onde as funcoes p1,pa,...,pn € g sdo continuas num intervalo I. Podemos transformar a equagao

(1.4) num sistema de n equagdes de primeira ordem, assim:

21 =X

Zi=a' =z

zh =a" = z3

G=a =2 15
Z’:l— = x(nfl) = Zn

2, = (™ = p; (t)x(”fl) + .otz +gt) =p1(t)zn + ...+ pu(t)z1 + g(t)

Com tal mudanca facilitaremos os cédlculos a serem feitos, ja que precisaremos apenas de achar a
solucao de equagoes diferenciais de primeira ordem.
O sistema (1.5) é equivalente na forma matricial &

2 = A(t)z + (o),
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onde

21 0 1 0 0 0
29 0 0 1 0 0
z= : , A(t) = : : : - : e b(t)=
Zn—1 0 0 0 s 1
Zn Pat) pa—1(t) pu—2(t) - pi(t) g(t)

Assim, como pelo Teorema 1.1.8 a equagao diferencial acima tem unica solucao, conseqiientemente,
a equagao (1.4) também tem solugao unica.

Exemplo 1.1.9 Transforme a equagao
ar” +bx+c=0

onde a,b e ¢ sao constantes, num sistema de equacoes lineares.

- . ) . R b c .
Solugao: O sistema dado é equivalente & z”/ + —2’ + = = 0. Facamos x; = z; entdo 2] = z’.
a a
b, ¢ b c

Fagamos agora, o = a’; entdo 24 =2’ = ——a2' — — = ——x1 — —.
. . a a a a
Assim, obtemos o sistema

que é equivalente a

Se a matriz A(t) do sistema de equagoes
' = A(t)r + b(t),

é constante, isto é, os elementos a;; sdo constantes, dizemos que o sistema associado é um sistema
autdénomo. Caso contrario, chamamos o sistema de sistema nao-auténomo. Trataremos agora
do caso mais geral, onde o sistema é nao-auténomo.

1.2 Sistemas Nao-Autonomos

Estudaremos equagoes da forma
' = A(t)r + b(t), (1.6)

onde todos os elementos da matriz A(t) e do vetor b(t) sdo fungoes continuas num intervalo I. Como
jé visto, a equagao (1.6) possui unica solugao.

Corolario 1.2.1 Sejam ¢, ¥ solugoes da equacdo homogénea

(a) Se a e b sao constantes arbitrdrias, entdo v = ap + W € solug¢do da equagao (1.7);



(b) Se p(s) =0 para algum s € I entdo p(t) =0,V t € I.

Demonstragao: (a) Se ¢ e ¥ séo solugoes da equacao (1.7), entdo satisfazem
o' =Alt)p e Y =A(t).

Logo,

V() = ap'(t) + b (t)
aA(t)p(t) + bA(H)(t)
= A()]ap(t) + by (t)]
A(t)y ().

(b) A funcgao nula é solugao da equagcao (1.7) e satisfaz a condi¢ao inicial ¢(s) = 0. Pelo Teorema
1.1.8 esta solucao é tnica. Entao

p(t)=0,Vtel.
[ |

Teorema 1.2.2 O conjunto A de todas as solugdes da equagio (1.7) é um subespago do espago
vetorial das funcgoes continuas ¢ : I — E, de dimensdo n, e para cada s € I, a aplicacdo que a
cada xg € E associa a solugdo ¢(t) satisfazendo p(s) = xg € um isomorfismo de E sobre A.

Demonstragao: A primeira parte é conseqiiéncia imediata do Corolario 1.2.1,Provemos a segunda
parte. Representemos por ¢ a aplicacdo de A em E, dada por

es(p) = ¢(s), sel.

Observemos que €5 € linear:
eslapr +2) = (ap1 + ¢2)(s)

ap1(s) + p2(s)
= aes(p1) +es(p2),

onde 1 e @9 sdo solugoes da equagao (1.7). Pelo Teorema 1.1.8, temos que paraVzg € E, ¢, € A
tal que e5(¢) = p(s) = zo, ou seja, 5 é sobrejetora. Agora
kere, = {p € A:es(p) = 0}.

Mas pela parte (b) do Corolédrio 1.2.1, a tinica solu¢ao que satisfaz p(s) = 0 é a solugdo nula. Logo
kere, = {0}, ou seja, £, é injetora. Portanto €4 é bijetora, e existe e ' (também bijetora),

e5 ' (wo) = @(t), com p(s) = wo.

Assim obtemos uma aplicacao de E em A, bijetora. Logo esta é isomorfismo de E sobre A e portanto

dimA = dimE. |

Notemos que como A é um subespaco vetorial, também é um espaco vetorial. Particularmente
se v1,va,...,0, formam uma base de E, entdo 1(t),a(t),...,on(t) com p1(s) = v1,p2(s) =
V2, ..., n(8) = v, formam uma base de A.



Consideremos agora as equagoes matriciais lineares
X' '=A(t)X, (1.8)

onde X é uma matriz quadrada de ordem n. ¢(t) é solugdo da equagio (1.8) se, e somente se, para
todo 1 < j < n, a j-ésima coluna ¢;(t) de ¢(t) é solugdo da equacao homogénea =’ = A(t)z.

Definimos a matriz fundamental da equacdo (1.7) como sendo uma matriz quadrada ¢(t) de
ordem n cujas colunas formam uma base do espago de solugoes de (1.7).

Como as colunas de uma matriz fundamental formam uma base do espago A de solugoes de
(1.7), estas sao linearmente independentes. Temos que a dimensao de A é n; logo temos n colunas
linearmente independentes, e assim a matriz fundamental é ndo-singular!.

Pelo Teorema 1.1.8, dado tg € I, e My uma matriz nao-singular, existe uma tnica matriz funda-
mental ¢ tal que ¢(tg) = Mp.

Seja C uma matriz constante, n x n. Entao se ¢(t) é uma solucdo da equagao (1.8), ¥(t) = ¢(t)C
é também solucao de (1.8), pois

P(t) = ¢ ()C = A)p(t)C' = At)¥(t).
Proposicao 1.2.3 Sejam ¢(t) e ¥(t) solugoes da equagao
X'=A(t)X,
sendo ¢ fundamental. Entao existe uma unica matriz C, n X n, tal que
P(t) =o(t)C, Vtel.
C € nao singular se e somente se ¥(t) € fundamental.
Demonstracao: Como ¢ é fundamental, é nao singular para todo ¢ € I. Entao temos
67 (OB = [0 OB + 67 (O (1), (1.9)
Mas ¢~1(t) = ¢~ (t)p(t) " (). Logo
@) = [ e~ (1)
o~ ()] ot ) ¢~ () + o7 () (7 () + o7 (B)o(t) 6T (1))
= o 1(t)] GEAOEAGEICEIO)
¢~ ()~ (
[fb*l(t)]’ = —¢7 () () (t)
= —¢ (AWMt (1)
- (DA(1), (1.10)

>
»n
&
=)
o
>
+
e}
=
o
w0
S
—_
—~
~
=
I
DN
9
—
—~
o~
=
,_.

t), ou seja,

e substituindo em (1.9), obtemos

[0~ Oe(1) = —o7 (OARY(E) + o~ () A)Y(t) = 0.
Portanto
¢~ ()Y(t) = C = ¥(t) = o(t)C.
Desta forma, temos que
det ¢ (t) det () = det[p™ () (t)] = det C.

Assim, det C' # 0, isto é, C' é ndo singular se e somente se det 1)(t) # 0, ou seja, se e somente se (t)
é fundamental. [ ]

Ldet[¢(t)] # 0, ou seja, é inversivel.



Teorema 1.2.4 Se ¢(t) é uma matriz fundamental da equagdo

entdo a solugao p(t), com p(ty) = xo, da equagao
' = A(t)x + b(t),

é dada por

o) = 6(0) [ o7 (o) + / o p(s)s] (1.11)

Demonstragdo: Por causa do Teorema 1.1.8 basta verificar que ¢(t) dada em (1.11) satisfaz a
condigao inicial ¢(tg) = 2o (0 que pode ser feito por inspegdo) e a equagdo (1.6). Verifiquemos que
©(t) satisfaz (1.6). De fato

& (1) = ¢ (£)[6 (to)o + / 671 (5)b(s)ds] + H(1) 6™ (to)zo + / 671 ()b(s)ds) =
AWODo™ (to)ro + | 67 (s)b(s)ds] + 0(1) ™! (1b(E) = Alt)e + b(1).
[ |

A titulo de ilustragao vamos mostrar como deduzir a “cara”’de ¢ usando o método de variagao
de pardmetros. Seja C(t) tal que

o(t) = ¢(t)C(t), ©(to) = wo. (1.12)
Como ¢(t) é fundamental, é ndo singular. Entio
C(to) = ¢~ (to)p(to) = ¢ (to)zo-
Desde que o(t) é soluco, satisfaz
¢'(t) = A(t)p(t) +b(t). (1.13)

Mas de (1.12), temos

(1.14)
De (1.13) e (1.14) segue que

A(t)o(t) +b(t) = A(t)p(t) + 6(t)C" (t) <= b(t) = p()C' (1) <= C'(t) = ¢ ()b(1).

Assim



onde k é um vetor constante arbitrario. Podemos determing-lo utilizando a condigao inicial C'(tg) =
¢~ (to)xo. Deste modo

t
C(t) = ¢~ (to)xo + / ¢~ (s)b(s)ds,
to
e portanto

1) = $(OC(1) = (1) [qsl(to)xo v ¢1<s>b<s>ds} |

Observemos que para a caso homogéneo,

a solucao é dada por

com
_ | . 0 1
z{tm} eA[_kQ 0}

Solugao: Uma matriz fundamental para esta equacao é dada por (na préxima se¢do veremos como
encontré-la):
sen kt  —cos kt
o(t) = [ k cos kt Kk sen kt } '

Efetuando os calculos, temos que ¢~ 1(¢) é dada por

k

—cos kt =+ sen kt

sen kt L coskt }
k

o= |

Vimos que a solucao é dada por
p(t) = d(t)o ™" (to)zo.
Assim temos que

() = xo, cosk(t — to) + xo, (1/k) senk(t — to)
v = —x0, k senk(t — tg) + xo, cosk(t —tg) |’

. . . Zo
onde zp, € o, sao as componentes do vetor xg, isto é, zo = { - ! } .
02

Um problema importante é o caso associado com o sistema adjunto ao sistema (1.7). Definimos
o sistema adjunto como sendo o sistema

Seja ¢(t) uma matriz fundamental para a equagao (1.7). Segue de (1.10) que [¢p~1(¢)]* é uma
matriz fundamental do sistema adjunto. Se A(t) = [—A(¢)]*, o sistema ¢é chamado auto-adjunto.
Neste caso [¢~1(t)] = ¢(t).

10



1.3 Sistemas Autonomos

Estudaremos equagoes da forma
' = Az + b(t), (1.15)

onde A é uma matriz n X n constante.
Consideremos primeiro o caso homogéneo

r' = Az. (1.16)

Seja ¢(t) a matriz fundamental da equagao (1.16), com ¢(0) = I,.

Proposicao 1.3.1 (a) ¢'(t) = A¢(t), ¢(0) = Ig;
(b) ot +35) = d(t)g(s), Vi, s €R;
(c) ¢7(t) = o(=1);

(d) a série

o th Ak

. (1.17)
k=0
converge para ¢(t) em R, uniformemente em cada intervalo compacto.
Demonstracgdo: (a) Como ¢(t) é a matriz fundamental,
¢'(t) = Ad(t), ¢(0) = Ia.
(b) Fixemos s. Consideremos a equagao matricial

X' = AX, (1.18)

e as matrizes

Para a primeira matriz, temos
P(t) = ¢ (t+5) = Ap(t + 5) = AY(?).

Logo 1(t) é a solugiio da equagdo (1.18), com X (0) = ¢(s). Para a segunda matriz, temos
0'(t) = [6(t)d(s))" = o(t)'d(s) = AO(t).

Logo 0(t) também ¢é solucdo da equagao (1.18), com X(0) = ¢(s). Porém, pelo Teorema 1.1.8 a
solugdo é tnica. Dai ¥ (t) = 0(t), ou seja,

ot +5) = o(t)(s)-
(c) Do item anterior, temos,

ot +s) = o(t)p(s) Vi, s eR.

Pondo s = —t, temos
Pt —t) = p(t)p(—t) == Lo = $(t)p(—t) == ¢~ (t) = d(~1).
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(d) Consideremos a sequéncia de aplicagoes ¢y, dadas por

{ ¢o(t) = Ia
Gr41(t) = Ia + fot Ay (s)ds.

Temos que
t t
01(t) = Ig+ / Ado(s)ds = Iy + / Ads = I; + tA,
0 0
t t t2
pa(t) = I+ / Agp1(s)ds = I+ / A(lg+ sA)ds = I+ tA + 5142,
0 0 :
t t 52
p3(t) = Q+/:MMQ@:JQ+/1Mm+sA+§A%@
0 0 :

20 s
= Lt tA+ AT+ A

Tomemos por hipdtese de indugao que

t k—2 j ; k-1 :
st AJ st AJ

(bkfl(t) :Id+/ A Z j' dS:Z j'

0 §j=0 §j=0
Logo
t t k—1 i AJ
ou(t) = Id+/ Aqsk,lds:lﬁ/ ALY as
0 0 = 7

t 2A2 k*lAk*l
Id+/ A(Id+SA+S—+...+87)dS
0

2l &k 1)
2, th o Nt AT
p

Portanto, por indugao temos

k . .
(bk (t) _ Z tJ AI
7=0

e
Procedendo como na demonstragao do Teorema 1.1.8, agora para a equagao linear homogénea
X' =AX, X(0) =1y,

temos que a sequéncia ¢y converge uniformemente para a solugao da equacao acima, em cada in-
tervalo compacto. Assim a série (1.17) converge para ¢(t) em R, uniformemente em cada intervalo
compacto. |

Observemos que a aplica¢io t — ¢(t) tem propriedades andlogas & fungdo exponencial. Defini-
mos a exponencial da matriz A como sendo a matriz e” definida por ¢(1). Assim

i
=
Logo, podemos reescrever a Proposicao 1.3.1.
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d
Proposigao 1.3.2 (a) %(em) = Aett e 94 = Iy;
(b) e(tJrs)A _ etAGSA;

tA\=1 _ ,—tA.
(c) () =e™™
tA _ S thak P - ' :
(d) e = > -, sendo a convergéncia da série uniforme em cada intervalo compacto.
k=0

Consequentemente a solugao da equacao (1.16) é dada por

o(t) = ethe b0y,

E voltando ao caso nao-homogéneo, com base no Teorema 1.2.4, a solugdo da equagao (1.15) é
dada por

o(t) = et [e_toAxo + /t e—sAb(s)ds} .

to
Na préxima sec¢ao trabalharemos com a condigdo inicial 2(0) = z¢. Neste caso as solugdes acima
tornam-se

e o(t) = e'4 para o caso homogéneo,

o o(t) = et [wo + fot e_SAb(s)ds} , para o caso nao-homogéneo.

Exemplo 1.3.3 Calcule e**, com

e
2k—1 0 (—1)ktt
e G TN
Portanto
o0 Aktk o AthQk o A2k—1t2k—1
= S-Sy
k! (2k)! (2k —1)!
k=0 k=0 k=1
[ oo 1)k g2k oo _)k+142k-1
ZO % 0 0 kzl e
= - o) X + o) X -
_1\kg2k 1 k42k—1
0 kX_:O ( (12)k)t! kz_:l ( (égc—tn! 0

cost sent
—sent cost
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Lema 1.3.4 Seja A uma matriz n X n constante. Se X\ € um auto-valor de A e v € um auto-vetor
correspondente, entdo (t) = e Mv € uma solucio da equagdo

¥ = Ax.
Demonstragao: Temos Av = Av. Logo
©'(t) = AeMv = hver = Aver = Ap(t).
|

Proposigao 1.3.5 Seja A uma matriz n X n constante. Se A tem auto-valores \i,Aa,...,Ap €
V1,Va,. .., U, SG0 auto-vetores linearmente independentes, com Av; = X\v;, entdo a matriz V(t),
cuja i-ésima coluna, i =1,2,...,n, € p;(t) = eMity;, € uma matriz fundamental da equacdo

¥ = Ax.
Em particular et* =V (£)V~1(0).

Demonstracao: Como os auto-valores v; sao linearmente independentes, o resultado é imediato do
Lema (1.3.4). A particularidade
et = V()VH0),

segue da unicidade da solucao da equacao
X'=AX, com X(0)=1I,.
|

Quando os auto-valores da matriz A (real) sdo complexos conjugados, teremos uma solugdo com-
plexa para a equagao (1.16). Mas podemos expressi-la como solugao real. Sejam A = « + if um
auto-valor e v = v1 + tv9 um auto-vetor correspondente; assim A=a— i3 também é um auto-valor
com auto-vetor correspondente U = v — v, pois Av = \v < Av = v < AT = \T.

Pela Proposicao (1.3.5), p(t) = e*v e p(t) = e\ sido solugdes linearmente independentes da
equagao (1.16). Deste modo

(1) = 5l + B0 e palt) = :l(t) ~ B0

s@o solugoes reais de (1.16), com ¢1(0) = v, @2(0) = va. Veja:

A1) = 31/ (0) + F0)] = 5 Ae(t) + AB(0)] = Agle(t) + BH)] = Apa (1),
A0) = 5:10'(8) ~ P (0] = 5:14(0) — AB(0] = Ax-[ilt) — B(0)] = A,
£1(0) = 31p(0) + PO)] = 3lo+7] = 3 2u] = wr,
£2(0) = 2:[6(0) ~ B(0)] = -lv — 7] = 5-[2ivs] = va

Os vetores v1 e v2 sao linearmente independentes, pois, caso contrario teriamos vy = cvy e assim
v =01 +1ive = v1 +icv; = (1 +ic)v; € T = w1 —ivg = v1 —icv; = (1 —ic)vy resultariam linearmente
dependentes, o que nao é verdade. Entao as solugbes 1(t) e @2(t) sdo linearmente independentes.
Agora,
o(t) = el TPty = e (cos Bt + i sen Bt)(v1 + ivy),
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B(t) = el @ tg = e (cos Bt — i sen Bt)(vy — ivy).
Logo

ot) = 3lolt) +B(0] = 3120 cos Bt — 2 sen fi).

= e™[(vy cos Bt — vy sen Bt)],

[p(t) — ()] = %[eat(%vl sen (Bt + 2ivy cos (t)]

[(v1 sen Bt + va cos B)].

1
pa(t) = %
ea

Exemplo 1.3.6 Encontre uma matriz fundamental para a equacgao
' = Az,
com
[z] ¢ a2 2]
Solugao: Temos que ik e —ik sao auto-valores de A e
[ ]-[2] ]3]
k k 0

é um auto-vetor correspondente ao auto-valor ik. Portanto

01(t) = e*(vy cos Bt — vy sen ft)
0 -1
= [k]coskt[ 0 }senkt
B sen kt
o k cos kt |’
e
wa(t) = e (v sen Bt + vy cos Bt)

0 -1
= [k]senkt—i—[ 0 ]cosk:t
B —cos kt
o ksenkt |’
Consequentemente uma matriz fundamental para a equagao dada é

sen kt —cos kt
Ht) = [ k cos kt ksen kt }

Agora considerando a equagao nao-homogénea (1.15), devemos ressaltar que o Teorema 1.2.4,

naturalmente, também é valido para sistemas autonomos; tanto é que ja o usamos na solugao do
Exemplo (1.2.5).
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Capitulo 2

Controlabilidade

Neste capitulo vamos introduzir as nogoes basicas de controle de sistemas lineares. Para isto vamos
estudar a controlabilidade & origem e as propriedades do conjunto de estados controlaveis. Vamos
introduzir a matriz de controlabilidade e algumas propriedades desta que, em conjunto com outras
condigoes, caracterizam a controlabilidade do sistema linear.

Também serd objeto de estudo neste capitulo as propriedades do conjunto dos estados atingiveis
do sistema.

2.1 Controlabilidade Para Sistemas Lineares
Estudaremos sistemas autoénomos da forma
t' = Az + Bu, (2.1)

onde A € R"*™ e B € R™™ gio matrizes constantes. Denominamos o vetor z (n-dimensional) de
vetor estado e u (m-dimensional) de varidvel de controle.

Consideraremos primeiramente controlabilidade & origem; desta forma, o alvo é x = 0. Por
trabalharmos com sistemas auténomos, podemos escolher o tempo inicial como sendo zero. Assim,
o estado inicial é dado por

z(0) = xo. (2.2)

As varidveis de controle sdo fungées de t, integraveis. Atribuiremos classes aos diferentes tipos
de varidveis de controle; se as fungoes sao ilimitadas, dizemos que u € U,,; se sao limitadas, isto é,
se |lui(t)| <1,i=1, 2,..., m, dizemos que u € U. Quando |u;(t)] =1, i=1, 2,..., m, dizemos
que u € Upp. Desta forma
Uy C Uy C U,

onde Uy, Uy, € U,, sao os conjuntos de controle.

Definimos o conjunto controlavel no tempo ¢; como sendo o conjunto de estados iniciais xg
que podem ser levados & origem no tempo ¢; usando um controle admissivel, isto é, um controle
pertencente ao conjunto de controle escolhido. Denotaremos o conjunto definido acima por C(t1),
mas, podemos ser ainda mais exatos, denotando tal conjunto por C(t1,u,0), onde t; é o tempo e
u € U é o controle usado, e 0 (zero) ¢ o alvo.

Definimos o conjunto controlavel C como sendo o conjunto de pontos que podem ser levados a
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origem em qualquer tempo finito, ou seja,

c=Jct).

t1>0

Temos que C C R™, porém ¢ desejavel que C = R™. Quando isto ocorre todos os estados iniciais sao
controldveis a origem e dizemos que o sistema é completamente controlavel.

Proposigao 2.1.1 Se xg € C e se y € um ponto na trajetéria de xo a 0, entao y € C.

Demonstragao: Suponhamos que z(t) seja a trajetéria, com controle u(t). Por hipétese g € C,
assim z(t1) = 0, para algum ¢; > 0. Também por hipdtese, y é um ponto na trajetéria de xzg a 0,
entdo para algum tempo 7, (1) = y.

Tomemos o controle v(t) = u(t + 7) (para comegarmos a partir de y, ou seja, mudamos a origem).
Entao com z(0) = y, seguimos a mesma trajetéria de zo e alcangamos a origem no tempo t; — 7.
Deste modo y € C(t1 — 7) e portanto y € C. |

Com este resultado podemos afirmar que toda trajetéria de zg a 0 fica totalmente no conjunto
controlavel.

C

Figura 2.1: Tlustracao referente a Proposicao 2.1.1

Apresentaremos a seguir, algumas definigdes necessarias para préoximas demonstragoes.

Definicao 2.1.2 Um caminho num espago métrico X é uma aplicagao continua « : I — X onde
I =[0,1] C R. Os pontos 1 = a(0) e z2 = (1) sdo chamados respectivamente, de ponto inicial e
ponto final do caminho «. Dizemos também que o é um caminho ligando os pontos 1 e zs.

Definigao 2.1.3 (Conexidade por Caminhos) Um espago métrico X ¢é conexo por
caminhos, se para todo x1,x2 € X existe um caminho « ligando =1 e xo.

Proposigao 2.1.4 C € conexo por caminhos.
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Demonstragao: Sejam xg, yo € C. Pela Proposicao 2.1.1, existe um caminho de cada ponto a
origem que fica totalmente em C. Assim existe um caminho em C conectando xg e yg. De maneira
andloga se mostra que C(t1) é conexo por caminhos. Portanto podemos observar que C nao é com-

posto de um numero de partes disjuntas.

Figura 2.2: Tlustragao referente a Proposicao 2.1.4

Proposicao 2.1.5 Se t1 < t2, entdo C(t1) C C(t2).

C

Demonstragao: Seja 2o um ponto qualquer de C(t1), com controle u(t). Consideremos o controle

v definido por

v(t){ u(t) para0 <t <t,

0 para t; <t < to.

Apliquemos este controle em zy. Entao

x(t1) =0 pois g € C(t1),
¢ =Ar parat; <t <ts.

Logo x(t) = 0 para t; < t < t3. Claramente o controle v é integrdvel e assim é admissivel. Desta
forma xy é um ponto de C(t2) e assim mostramos que o conjunto controldvel em qualquer tempo

contém o conjunto controlavel em todos os tempos anteriores.

Obviamente 0 pertence a C(0). Logo 0 € C(¢1) para qualquer ¢; > 0 e entdo 0 € C.

Proposigao 2.1.6 C ¢ aberto, se e somente se, 0 € int C.'

Demonstragao:[=] Vimos que 0 € C. Mas quando C é aberto, temos que C = int C. Logo 0 € int

C.

[«<] Se 0 € int C, entdo existe uma bola B(0,r) C C. Seja u o controle que leva um ponto arbitrario
xo & 0 no tempo t1. Seja y(t) a solugdo com y(0) = yo, onde yg € B(xo, 7). Pela continuidade da

Lint C denota o interior de C
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solugdo do PVI, y(t1) = y1 € B(0,r) para 7 suficientemente pequeno. Como B(0,7) C C, podemos
encontrar um controle @ que leva y; a 0 no tempo t2. Tomemos o controle v definido por

(t) = u(t) para 0 <t < ty,
YWWEL at—t) paraty <t <t

Logo usando este controle, é possivel levar yo & 0 no tempo t1 + to. Deste modo yo € C(t1 + t2) e
B(xg,r9) C C,Vao € C. Portanto C é aberto se 0 € int C. |

Figura 2.3: ITlustragao referente a Proposicao 2.1.6

As equagoes estado para o sistema linear autonomo sao dadas conforme ji vimos por z’ =
Ax + Bu, da secao anterior temos que a solugao é dada por

x(t) = et (zo + /Ot eSABu(S)d5> . (2.3)

Temos que xy € C(t1) se e somente se existe um controle u € U, tal que x(t1) = 0, ou seja,

t1
0=elt4 (wo +/ e_SABu(s)ds) )
0

e como a fungao exponencial nunca se anula,

t1
xo = —/ e *ABu(s)ds. (2.4)
0

Precisamos agora saber sob que condigbes o sistema é completamente controlavel, isto é, C = R".
Os conjuntos de controle que usaremos sao integraveis, com ou sem limite, ou seja, U pode ser U,
ou Uy. Provaremos agora alguns resultados sobre o conjunto controlavel. Adimitimos que o conjunto
de controles admissiveis U é convexo

Proposicao 2.1.7 C(t1) € simétrico e convezo.
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Demonstragao: Primeiro provemos que C(t1) é simétrico. Seja xg € C(t1) com controle u(t). Da
equagdo (2.4), segue que —x € C(t1) com controle —u(t), e assim C(t1) é simétrico.
Agora provemos a convexidade. Temos que o conjunto U é convexo:

cur + (1 —c)us €U, para 0 < ¢ < 1,uq,us €U.

Suponhamos que os controles u; e us levam os pontos 1 e x3 a origem no tempo t1, respectivamente.
De (2.4), segue que

t1 ty
T, = —/ e_SABul(s)ds e xy = —/ e_SABug(s)ds.
0 0

Temos que
t1 t1
et (=dns = — [ e B~ (-0 [ e Bus)ds
0 0
t1
= —/ e *ABlcup (s) + (1 — ¢)us]ds, para 0 < ¢ < 1.
0

Logo cx1 + (1 — ¢)xa € C(t1) e portanto C(t1) é convexo. |

Proposigao 2.1.8 C € simétrico e convezo.

Demonstragao: Lembremos que C = Uy, >0C(¢1). A simetria é ébvia. Provemos que C é convexo.
Sejam x1 € C(t1) e 2 € C(t2) com t; < ta. Desde que t1 < ta, C(t1) C C(t2), e dai segue que
x1 € C(t2). Pela Proposicao 2.1.7 C(t2) é convexo, entao

cx1+ (1 —c)xg € C(t2), paral0<ec<1.
Mas C(t2) C C. Logo C é convexo. |

Exemplo 2.1.9 Consideremos um sistema instavel com dois componentes, isto é, qualquer desvio
da origem, se o sistema for incontrolavel, levard a um estado de desequilibrio. Para um sistema
controlavel com estas caracteristicas, podemos considerar as equagoes estado

/!

T, =21 +ur
!

Ty = X2 + U1

e u1 € Up, ou seja, |ur| < 1. Encontre C(t1) e C.
Solugao: O sistema dado é equivalente a

2’ = Az + Bu,

comac:[gc1 ],A:{(l) (1)]eB:[i].De(2.4)seguequem€€(t1)se

t1
($1,$2)t = —/ e~ 14 Buyds.
0

Mas




Logo

ty
T] =29 = f/ e *uyds.
0

Agora, como |u1| < 1 temos

t1 t1
|z1| = ‘—/ e *uids S/ le™®]Ju1|ds
0 0

t1
< / e %ds = —e 1 4+ 1.
0

Assim

C(tl) = {3?1 =9 : |$1| <1- e_tl},

C={zr1 =2 |z1| <1}

Observemos que, como parte do R?, int C=(). Daf segue que C nio é aberto (Proposicio 2.1.6).
Com C = {x; = 22 : |z1]| < 1} podemos concluir que para qualquer estado inicial fora do intervalo
—1 < x; < 1, o sistema é incontrolavel. Porém a origem pertence a este intervalo e o sistema é
controlavel ai. O sistema continua controlavel para qualquer desvio da origem menor que 1. Mas,
em geral, nao é possivel controlar os dois componentes simultaneamente com o mesmo controle. Isto
86 é possivel se os desvios iniciais dos dois componentes forem iguais.

Geralmente sao necessédrias duas condigoes para o sistema ser completamente controlavel. O
conjunto controldvel deve ser n-dimensional e ilimitado, mesmo quando os controles pertencem a Uj.

A Cw A C

~(1-¢") -1

1-eb 1

Figura 2.4: Tlustracao referente ao Exemplo 2.1.9
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2.2 A Matriz de Controlabilidade

Definimos a matriz de controlabilidade M, como sendo a matriz formada pela matriz B,n X m,
e o seu produto com poténcias da matriz A,n X n, ou seja, a matriz

M =[B AB A’B--- A" B],
que tem n linhas e nm colunas.

Exemplo 2.2.1 Ache a matriz de controlabilidade para o sistema do exemplo anterior, onde

] e lt)

Solugao: Temos que

e[

Logo

M[BAB]“ H

Provaremos agora, alguns resultados sobre a controlabilidade completa que dependem do posto
de M e dos auto-valores de A. Observemos por exemplo, que o posto da matriz de controlabilidade
no exemplo anterior é 1, e pelo Exemplo 2.1.9 existem pontos préximos a origem que nao sao
controlaveis.

Proposicao 2.2.2 0 € int C < posto(M) = n.

Demostragao:[=] Temos que posto(M) < n. Suponhamos que posto(M) < n. Entdo ndo existem
n colunas de M linearmente independentes, e assim existe pelo menos um vetor y € R™, com || y ||= 1,
que ¢ ortogonal a todas as colunas de M. Deste modo y também é ortogonal a cada coluna de B e
a cada coluna de A*B, k=1,2,...,.n— 1, ou seja,

y'B=y'A*B=0,k=1,2,...,n—1.
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton (Ver [Lim]) concluimos que
y'A*B=0,Yk €N, (2.5)

Da segao anterior sabemos que

X Ak(_g)k
e™sA = 27‘4 (k! ) : (2.6)

k=0

isto é, e7%4 6 uma combinacio linear de A*, onde k € N. Portanto de (2.5) e (2.6), segue que
yle 4B =0.
De (2.4), temos que xg € C(t1) se

t1
xo = —/ e *4Bu(s)ds.
0
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Entéo, para todo zp € C(t1)

ty
ylay = f/ yte *ABu(s)ds = 0.
0

Consequentemente C(t1) fica num hiperplano com normal y, para todo ¢t; > 0. E o conjunto con-
troldvel fica no mesmo hiperplano, e entdo qualquer bola B(0,r) ¢ C,Vr. Portanto
0 ¢ int C, o que contradiz a hipétese. Logo posto(M) = n.

[«<] Suponhamos que 0 ¢ int C. Como C(t1) C C, Vi1, temos que 0 ¢ int C(¢1), o que implica que
0 € fr? C(t1). Como ja vimos, C(t1) é convexo. Deste modo existe um hiperplano suporte a C(t;)
passando por 0, para todo t;. Seja b(t1) o normal a este hiperplano. Entao bfxg < 0,Vzg € C(t1).
De (2.4), temos que zo € C(t1) se

t1
o = —/ e *ABu(s)ds.
0
Assim,
t1
/ ble *ABu(s)ds = —b'xy >, Vo € C(t1). (2.7)
0

Mas v € U = —u € U. Portanto
t1
/ bte *ABu(s)ds = —btzy < 0,Vaxo € C(ty). (2.8)
0

Assim de (2.7) e (2.8) segue que
t1
/ ble™*A Bu(s)ds = 0,
0

o que implica que
ble™*AB =0, para 0 < s <t;. (2.9)

Como (2.9) é valida para qualquer s € [0, 1], tomemos s = 0. Assim
b'B = 0.

Derivando (2.9) k vezes e tomando sempre s = 0, obtemos
b'A*B = 0.

Logo b é ortogonal a todas as colunas de M, e assim posto(M) < n, contradizendo a hipétese.
Portanto 0 € int C. n

Com este resultado temos uma relagao entre o posto da matriz de controlabilidade com a origem,
e consequentemente (de acordo com a Proposigao 2.1.6) com o conjunto ser aberto ou nao. Se o
posto de M é menor que n, o sistema nao é completamente controlavel. Porém, se o posto de M é
igual a n, o sistema pode ou nao ser completamente controlavel, dependendo agora do conjunto de
controle.

Proposicao 2.2.3 Se posto(M) =n, e u € U,, entao C =R™.

2fronteira de C(t1)
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Demonstragao: Por hipétese posto(M) = n. Logo, pela proposicao anterior, 0 € int C. Entao

existe uma bola B(0,r) C C, para algum r > 0. Seja x¢p € R™ um ponto arbitrdrio. Consideremos

Yo = cxp,com ¢ = %rm Temos que || yo ||=|| cxo |[|= ¢ || o ||= 37. Logo yo € B(0,r), e assim é

controlavel com um controle v pertencente a U,,. Portanto

i1
Yo = f/ e *ABu(s)ds.
0

Entao

R " apv(s) "
cry = —/ e Bu(s)ds = xo = f/ e " B——ds = —/ e %" Bu(s)ds,
0 0 0

c

onde

Deste modo zq é controldavel, e como z( foi tomado arbitrariamente temos que C = R™. De maneira
andloga podemos mostrar que C(t1) = R",Vt; > 0. |

A partir de agora consideraremos apenas o conjunto U como sendo o conjunto de controle.

Proposigao 2.2.4 Se posto(M) = n, e Re(\;) < 03 para cada auto valor \; de A, entdo C = R™.

Demonstragao: Suponhamos a principio que A é diagonalizdvel. Seja zg € R™ um ponto arbitrario.
Consideremos a equacao
r' = Az, (2.10)

e fagamos a transformacao xr = Py, onde P é a matriz formada pelos auto-vetores linearmente
independentes correspondentes aos auto-valores \; de A. De x = Py, temos

' =Py (2.11)
Assim, das equagoes (2.10) e (2.11) segue que
Py = Ax = APy = ' = P~'APy = Dy,

onde D é a matriz

A 0 ...0
0 X ... O
D=1 . . . :
0 0 ... A\

A solucao da equagao diferencial acima é dada por

y(t) = ePlyo,

onde yo = P~ 'zy. Determinemos e”?. Temos que

Moo o...00
. 0 XN ..o
DFf=| . . s
0 0 A

3Re(\;) representa a parte real de \;
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logo,

) k Kk
> M 0 0
k=0
. X Akgk
i _ Dl:tk _ 0 kz::o = 0
k=0 ’ :
X ARk
0 0 >
L k=0
[ eMt 0 0
0 e ... 0
= , . . (2.12)
. 0 0 etnt

Desde que Re();) < 0, temos que e*! — 0 e assim || y(¢) |— 0 quando t — co. De z = Py segue
que || z(t) ||=] Py@) [I<|| P |l y(¢) ||— 0, ou seja, || x(t1) ||< ¢ para algum t; > 0 e d > 0 é tomado
arbitrariamente pequeno. Por hip6tese posto(M) = n, entdo pela Proposigdo 2.2.2 0 € int C. Assim
existe uma bola B(0,4) C C. Como || x(t1) ||< 0, z(t1) pode ser levado & 0 em algum tempo ¢2 por
um controle 4, digamos, pertencente a . Consideremos o controle v definido por

. 0 para0<t <ty
”(t)_{ @ parat; <t <t.

Usando o controle v, podemos levar zg a 0 em algum tempo t¢; + t3. Portanto
29 € C(t1 + t2) C C. Como zp era um ponto arbitrario em R™, temos que C = R™. Se A nao é
diagonalizavel, a matriz D terd alguns elementos nao nulos acima da diagonal principal. Contudo,
ainda é verdade que || y(t) ||— 0 e assim este detalhe ndo invalida a demonstragao apresentada. W

Em alguns casos onde temos auto-valores imaginarios puros o resultado anterior nao é aplicavel.
Contudo, podemos provar um resultado similar para estes casos.

Proposicao 2.2.5 Se posto(M) =n, e Re(\;) <0 para cada auto-valor A\; de A, entao C = R™.

Demonstragao: Suponha por absurdo que C # R"” e que y ¢ C. Deste modo existe um hiperplano
com normal b separando y e C, tal que

blag < p,Vao € C e bly > p.
Se mostramos que

ty
blog = —/ ble *ABu(s)ds > p
0

para t; suficientemente grande e para algum controle u € Uy, teremos uma contradi¢do. A igualdade
acima segue diretamente de (2.4). Entdo vamos definir zt(s) = ble™*4B, assim z(t) # 0 para
0 <t < t;. Escolhendo u;(t) = —sgn z;(t) temos

t1
bag — / ()| dt.
0

Cada componente de z é uma combinacdo de termos da forma ¢(t)e~*i*, onde ¢ é um polinoémio e
A; € um auto-valor de A.
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Consideremos, a principio, os auto-valores com parte real negativa. Assim ¢(t)e*i* — oo quando
t — 0o. Os termos correspondentes aos auto-valores com parte real nula sao polinémios em ¢ ou sao
termos periddicos em t. Tanto os termos polinomiais como os termos peridédicos dao uma contribuicao

.. N . . ~ t t1 4 . .
positiva a integral acima num intervalo nao nulo. Portanto b'zy = [;' |2(t)|dt é arbitrariamente
grande para t; suficientemente grande. Logo obtemos a contradigao requerida e C = R™. |

Como jé vimos, se posto(M) < n o sistema nao é totalmente controldvel, ou seja, C # R™. Mas
mesmo com posto(M) = n o sistema ainda pode nado ser totalmente controldvel.

Proposicao 2.2.6 Se posto(M) = n, e A tem um auto-valor com parte real positiva, entdo C # R™.

Demonstragao: Sejam A um auto-valor de A com Re()\) > 0 e y um auto-vetor & esquerda
correspondente.

Entao temos
ytA = Myt

Observemos que
Y AA = Mt A &yt A% = Myt e ytA% = Ny

Suponhamos por indugao que
ytAk—l _ Ak—lyt'

Mas
ytAk—lA — )\k_lytA o ytAk _ )\k—l)\yt o ytAk _ Akyt.

Logo provamos que
yt AR = eyt (2.13)

Das equagoes (2.6) e (2.13) segue que

t —sA t — AF(=s)*
(55

k=0
A%s2 A3$3
4 )

2! 3!

t A2 .2 t A3 .3
o ' ytA%s ytA°s
= y'ly—y'As+ TR
)\QytSQ )\BytSS
2l 3l

A2s2 N33 ‘
= <1/\s+ ] +)y

Oo)\k_sk ;
- (BT

— e—/\syt.

= yt (Id—AS+

= ¢yt —yls+ + ...

Deste modo
yle 34 = e~ A5yt (2.14)

Seja xg € C. Logo x¢ € C(t1), para algum t; > 0. Assim

t1
xo = —/ e *4 Bu(s)ds,
0
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e da equagao (2.14) segue que

t1 ty
ylag = —/ yte *A Bu(s)ds f/ ey’ Bu(s)ds. (2.15)
0 0

As —As

Quando t; — oo, e”** — 0 pois Re(\) > 0, e assim e ¢ limitado. Desde que y!B é um termo
constante e u(s) pertence ao conjunto Uy (u(s) é limitado), temos que e~**y* Bu(s) é limitado, o que
implica que

t1
7/ e **y' Bu(s)ds < p, para algum p.
0

De (2.15) segue que
y'zo < p,

e assim existe um hiperplano separando C e com normal y, e o conjunto controlavel fica em um dos
semi-espacos definidos pelo hiperplano. Portanto C # R™. |

Exemplo 2.2.7 Verifique a controlabilidade do sistema 2’ = Az + Bu com:
0 1 1 -1
o)l V)

oa-[1 8][4 5]

(a)A

|1
[p 1 0 q

(0)A 0 p 1 |,B=]r |,ondep,q,ressao nimeros reais.
|0 0 »p S

Solugado: (a) Temos que

1 -1 0 1 1 -1 1 -1 0 0
w=sazi=[(o 3 ) (01 o 0 )|=[o @ 00)
Neste caso posto(M) =1 # n = 2. Assim o sistema néo é completamente controldvel.

(b) Temos que

weman[(39) (220010 )

Neste caso posto(M) = 2 = n. Logo se u € U, o sistema é completamente controldvel. Agora se
u € Up, devemos analisar os auto-valores de A. Temos que 0 e 1 sdo os auto-valores de A. Como
Re(1) > 0, o sistema nao é completamente controlavel.

(¢) Temos que

q p 1 0 q p 1 0 p 1 0 q
M = [B AB AB?] = r 0 p 1 r 0 p 1 0 p 1 r
S 0 0 p s 0 0 p 0 0 p S
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q pg+r pq+2pr+s

=|r pr+s p2r + 2ps
S S p?s

Neste caso posto(M) = 3 = n. Portanto se u € U, o sistema é completamente controldvel. Porém
se u € Uy e Re(p) < 0 (note que p é o tinico auto-valor de A) o sistema é completamente controldvel.
2.3 Conjunto dos Estados Atingiveis

Até entao consideramos controlabilidade & origem. Mas, de maneira semelhante, podemos definir

a controlabilidade a um ponto x;. Definimos C(¢1,x1) como sendo o conjunto dos pontos controlgveis
a x1 no tempo t1. Temos que z¢ € C(t1,x1) se e somente se existe controle u € U, tal que x(t1) = x1,

ou seja,
t1
x = et (zo +/ e_SABu(s)ds> .
0

t1
ro=e iy — / e *ABu(s)ds. (2.16)
0

Logo,

O resultado acima segue diretamente de (2.3). Muitos resultados que provamos anteriormente
para C(t;) também sao vélidos para C(t1,z1), por exemplo a convexidade. Por outro lado alguns
resultados nao sao vélidos, por exemplo se nao existe controle u tal que Az, + Bu = 0 nao podemos
afirmar que C(t1,z1) C C(t2,x1) para ta > ty.

Agora vamos definir o conjunto dos estados atingiveis. Definimos R(t1, ) como sendo o
conjunto dos pontos que sdo atingiveis a partir de um ponto inicial zg no tempo t;. De (2.3) segue
que 1 € R(t1,x0) se

t1
zp = et (wo +/ eSABu(s)ds) ) (2.17)
0

para algum u € U.

Podemos observar claramente uma reciprocidade entre os dois conjuntos: x1 € R(t1, o), entdo
xg € C(t1,z1). Também, podemos definir o sistema tempo-inverso. Definimos este sistema como
sendo o sistema com a seguinte equacao estado

r' = — Az — Bu. (2.18)

Agora determinemos quando xg pertence aos conjuntos C(t1, zg) e R(t1, zo) para o sistema tempo-
inverso. Da secéo anterior, temos que a solugao de (2.18) é dada por

a(t) = e tA <:c0 - /O t eSABu(s)ds> .

t1
zo = ety —|—/ e*A Bu(s)ds, (2.19)
0

Logo, xg € C(t1,x1) se

e x1 € R(t1,x0) se

ty
x; =e B4 (:L'Q —/ eSABu(s)d,s) . (2.20)
0
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Existe uma relagao entre o sistema tempo-inverso (2.18) e o original (2.1). Se fizermos a mudanca
T=1t; ses=0

de varidvel s = t; — 7 em (2.19), teremos ds = —dr ¢ . Assim,
7T=0 ses=1t

0
xo = etlel—i—/ etlAe_TABu(tl—T)(—dT)
t1

ty
= by + etlA/ e " Bu(t; — 7)dr
0

t1
= eht4 (:L'l +/ e_TABﬁ(T)dT) , (2.21)
0

onde pomos 4(7) = u(t; — 7). Portanto comparando (2.17) e (2.21) podemos concluir que o conjunto
controldvel para o sistema tempo-inverso é igual ao conjunto dos estados atingiveis para o sistema
original. Conseqiientemente as propriedades gerais do conjunto controlavel também serao validas
para o conjunto dos estados atingiveis.

Exemplo 2.3.1 Encontre o conjunto controldvel e o conjunto dos estados atingiveis para o sistema
unidimensional
' = x4+ u;

1
o = 3, lu] < 1.

1
Solugao: De (2.17) temos que z1 € R(t1, 5) se

1 h
x; = eht (—+/ e_su(s)ds)
2 Jo

t1
el +et1/ e *u(s)ds.
0

DN =

Mas como |u| < 1, temos

t1
< etl/ e °ds
0

= elt(—e T F1)=¢" 1.

Portanto
t 1y t
1—€1§l‘1—§€1§61—1

)
e assim,

1 1. 3
R(ti, =)= |1— = e, = et —1].
(t1,3) { 2¢ 3¢ }

De (2.20) temos que os pontos pertencentes ao conjunto dos estados atingiveis para o sistema
tempo-inverso sao dados por

Z1

I

Y

L

oy
7N
N —

|
S—
=

Y

w

e
—~
w
SN—
IS

@
~__



Considerando que |u| < 1, temos

1 _
1'1756

t1

IN

t1
et / e’ds
0

= e e —1)=1-e".

Assim,

1
e_t1—1§x1—§e_t1§1—e_t1

)

e o conjunto procurado é o intervalo fechado

. . . 1 . ~
que pelo que vimos anteriormente é o conjunto controldvel ao ponto B para o sistema em questao.
~ 1
Notemos que todos os pontos em R sao atingiveis por 5 oum tempo finito, mas somente os pontos no

1
intervalo (—1, 1) s@o controldveis a 3 (isto pode se facilmente observado tomando ¢; arbitrariamente

grande).

10

t
0.5 \1\15 2

Figura 2.5: A linha vertical representa o conjunto R(t1,1/2)

Proposigao 2.3.2 Os conjuntos dos estados atingiveis e controldvel sdo continuos em ti.

Demonstragao: Para mostrar que isto é uma propriedade geral, vamos considerar, por simplicidade,
que o conjunto dos estados atingiveis pela origem com controles limitados, o qual denotaremos por
R(t). Logo de (2.19) segue que = € R(t) quando

¢
x = / e*A Bu(s)ds.
0
Mostremos que R(t1) é continua, ou seja, se dado ¢ > 0, 3d(e) > 0 tal que |t2 — t1] < d(e),
entao dg(R(t2), R(t1)) < €, que é equivalente & max(Hiz, H21) < € para tz € (t; — d,t1 + J), onde
Hiz = sup{d(y, R(t1))} yert,) € Hor = sup {d(@, R(t2))}ser(ry)-
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I
0.75
0.5
0.25
t
S 1 1.5 2
-0.25
-0.5
-0.75 —

Figura 2.6: A linha vertical representa o conjunto C(t1,1/2)

Tomemos M = maz || e*AB ey tacf0, 7
Seja T € R(t1) com controle u. Temos que mostrar que d(Z, R(t2)) < €.
Tomemos t3 = min(t1,ts) e consideremos o controle v definido por

t 0<t<t
oty = ¢ 1) para 0TS, (2.22)
a(t), para t3 <t <T.
onde u € Up.
Se .
g= / e*A Bu(s)ds, (2.23)
0

entdo § € R(t2).
Suponhamos t3 = t1 e de (2.22) e (2.23) temos

to t1
/ €SAB’U(S)d8—/ e*A Bu(s)ds
0 0
t1 ta t1
/ eSABv(s)ds+/ eSABv(s)dsf/ e*A Bu(s)ds
0

t1 0

@5 =77 \

Dai,

Iz—-g|

2}
/ e*A Bu(s)ds

t3

ta
< [ letusas|

t3

A
=
S
|
&

) €
Assim, se § < i temos
€
M
O caso t3 = to também se verifica analogamente. Logo, | T — 7 ||< ¢,VZ € R(t1). Portanto,
d(Z,R(t2)) < € e assim Hay < e.
Da mesma forma, mostra-se que Hya < €. Portanto, maz{H12, Ho1} < €. |

|Z—gll< Mlta —t3] < M— =e.
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Para a préxima proposigao precisamos das seguintes notagoes e conceitos. Considere o espago
vetorial de fungoes reais

L£2([0,t1],R) := {f : [0,#1] — R : f possui quadrado integravel}.
A este espaco associamos a norma usual, || . ||,, dada por

1/2

I 1= ( | ! FPds) vF € £2(0. 0] R)

E conhecido que £2([0,#1],R) é um espaco de Hilbert e que bolas fechadas sio fracamente compactas.
Relembremos a nocio de convergéncia fraca para esse espaco. Diz-se que uma sequéncia (f¥) €
L£2([0,t1],R), V k, converge fracamente a uma fungao f € £2([0,¢1],R) se

/lv(s)fk(s)ds—>/lv(s)f(s)ds, Yo e £2([0, 4], R).
0 0

Proposigao 2.3.3 O conjunto dos estados atingiveis € compacto.

Demonstragao: De (2.17) temos que x1 € R(t1,x0) quando

t1
z = et4 (:I:O —|—/ e_SABu(s)ds) . (2.24)
0

Assim, se considerarmos u € U,, claramente R(t1,zp) é limitado. Agora temos que provar que
R(t1,x0) é fechado. Para isto, devemos mostrar que toda sequéncia convergente de pontos em
R(t1,x0) possui limite em R(ty, o).

Seja
ty
,Tgk) =4 (:I:O —|—/ e_SABu(k)(s)ds)
0

uma sequéncia de pontos em R(t1,zp), onde u® € U, é a sequéncia de controles correspondentes.
Denotemos por 6;, i =1,2,...,m, a i-ésima coluna de e~ *4B. Entdo

k
xg ) = 4

20+ ( /0 " o)l (s)ds -+ /0 ! 9m(s)u§,’§>(s)ds) t] , (2.25)
onde
u®) (s5) =

utw) (s)

Suponhamos que xgk) — 21, quando k — o0, para algum Z; € R. Mostremos que &1 € R(t1, o),

isto é, &1 é da forma (2.24), para algum @ € Up. A demonstracao deste fato estard concluida, uma
vez que mostrarmos que 3 4 € U, tal que

t1 t1
/ Hi(s)uz(-kj)(s)ds — / 0;(s)u;(s)ds, i=1,2,...,m,
0 0

para alguma subsequéncia ugkj ) de uz(-k), devido a (2.25) e & unicidade do limite de sequéncias em
R™.
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Estamos considerando u*) € ;. Logo

la o= [

(k)

%

1/2

ugk><s)\2ds)1/2 < </0t1 ds) = ()2 (2.26)

é limitada em £2[0,t;]. Portanto possui subsequéncia (uz(-kj))

De (2.26) vemos que a sequéncia u

fracamente convergente para algum 4; € £2[0,t], isto é,

/lf(s)ugkj)(s)ds — / lf(s)ﬁi(s)ds7 Y f € L20,ty]. (2.27)
0 0

Agora suponhamos que 4; > 1 num subconjunto H C [0,¢1] com medida h > 0. Seja

1 sese€ H,
f(s):{() ses ¢ H.

Entao

Ahﬂwmwuﬂm@>n

t1
f(s)uz(-kj)(s)ds = / ul(.kj)ds < h.
H

Mas,

0

Portanto temos uma contradi¢ao. Se tomarmos u; < —1, analogamente teremos outra contradicao.
Deste modo, —1 < u; < 1, ou seja, |u;| < 1. Desde que os pontos no conjunto dos estados atingiveis
sao definidos em termos de integrais da forma (2.26) para fungoes especificas f(t), o conjunto dos
estados atingiveis é fechado e consequentemente é compacto.

No desenvolvimento da teoria nao fizemos restricoes no ntimero de controles usados, isto é, na
dimensao do vetor u. Ocasionalmente, pode haver uma redundancia entre estes controles. Podemos
remover esta redundancia, sem perdermos algo de importancia pratica nas aplicagoes da teoria.

2.4 Controles Redundantes

Na equagao (2.1) vemos que os controles sdo dados pelo termo Bu, onde B é uma matriz
n X m e u é um vetor m-dimensional. A solucdo desta equacao por um dado ponto inicial é unica.
Deste modo, se a matriz B tem m colunas linearmente independentes, diferentes controles levam a
diferentes trajetérias, isto é, Bu = Bv implica que u = v. Se m > n, obviamente isto nao é verdade,
pois é impossivel B ter m colunas linearmente independentes. Entao podemos reduzir o nimero
de controles independentes. Suponhamos que B tenha m colunas linearmente independentes. Se
m < n, através de operagoes com as colunas, podemos encontrar uma matriz P de modo que

w=Pi e BP=B8B, (2.28)

onde B, n X m, é a matriz formada pelas m colunas linearmente independentes de B, e as m —
m colunas restantes sao nulas. Sempre podemos colocar as m colunas linearmente independentes
ocupando as 7 primeiras posi¢oes. De (2.28) temos que

Bu = BPu = Ba
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Vamos definir a matriz C, n x m, como sendo a matriz formada pelas colunas nao nulas de B; e
o vetor v, m-dimensional, como sendo o vetor formado pelos primeiros 1 componentes de 4. Deste
modo
Cv = Bi = Bu

e obtemos um sistema com m controles independentes.
Exemplo 2.4.1 Verifique a redundancia entre os controles do sistema

2’ = Ax + Bu

[u1 U2 U3 ]

11 2 3 :
comB[1 9 3}eu

Solucao: Neste caso temos m = 3 e n = 2. Consideremos a matriz elementar P

1 -2 -3
0 1 0
0 0 1
Entao
1 -2 -3
1 2 3 1 0 0 -
BP:[ ] 0 1 0 :[ ]:B7
1 2 3 0 0 1 1 0 0
1 2 3 b u1 + 2us + 3u
B . 1 2 3| pHa
B’U,|:1 2 3:| Uz [U1+2’UQ+3’U,3:|BU'
u3
Logo,

C[i} e v = u1 + 2us + 3us.

Qualquer escolha dos controles originais tal que w1 + 2us + u3 = v nao afeta a trajetoria. Assim
o sistema original possui uma dupla redundancia.

2.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo de Controlabilidade provamos varios resultados sobre o conjunto controldvel e para
facilitar o entendimento procuramos fazer diversas ilustragoes e exemplos. Foram discutidas também
as condigoes sobre a total controlabilidade do sistema; vimos que tais condigoes estao associadas ao
posto da matriz de controlabilidade M e dos auto-vetores de A.

Fizemos um breve estudo também sobre o conjunto dos estados atingiveis onde vimos que de
maneira semelhante ao que fizemos em controlabilidade a origem, o alvo pode ser um ponto qualquer.

E por iltimo em controles reduntantes vimos que quando a matriz B, n X m, tem m colunas
linearmente independentes, diferentes controles levam a diferentes trajetorias, mas quando isto nao
ocorre podemos reduzir o numero de controles independentes.
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Capitulo 3

Estabilidade

Estudamos neste capitulo o comportamento em periodos longos de tempo das solugoes de sistemas
autdénomos de equagoes diferenciais ordindrias (EDO’s). O principal interesse estd em determinar
se uma solugdo (trajetdéria) permanece ou nao limitada e, em caso afirmativo, se esta converge
assintoticamente para algum ponto de equilibrio.

Na Seccao 3.1 é definido o conceito de estabilidade de um ponto de equilibrio. Na Seccao 3.2 sao
discutidas condicoes necessérias e suficientes para estabilidade de sistemas lineares autonomos. A
Secgéo 3.3 se destina a analisar um critério algébrico (teorema de Hurwitz) para garantir estabilidade
de matrizes. Na Secc¢ao 3.4 consideramos sistemas obtidos por perturbacdes de sistemas lineares
estaveis. As Secgoes 3.5 e 3.6 tratam do critério de estabilidade formulado por Lyapunov. Na
Seccao 3.7 aplicamos o critério de Lyapunov a sistemas lineares discretos.

3.1 Conceito e Exemplos

Considere a equagao diferencial ordinaria

2= f(2), (3.1)
em que o campo vetorial f satisfaz as seguintes condigoes:
e f:D—R" DcCR" aberto; (3.2)
e e D, f(0) =0, (3.3)
e [ é continuamente diferencidvel em D. (3.4)

Como o sistema ¢é auténomo, i.e. o campo vetorial f nao depende explicitamente do tempo, podemos
sem perda de generalidade estudar as solugdes a partir do instante de tempo to = 0. A hipdtese (3.4)
garante, para toda condicdo inicial zy € IR", a existéncia de uma solugdo local para o problema de
valor inicial (PVI):

2= f(2), 2(0) = 2. (3.5)
Essa solugao pode ser prolongada a um intervalo mdzximo de existéncia, o qual é aqui representado
port!

J(z0) = [0,w(20)).

1 Estamos interessados apenas no futuro.
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Nesse intervalo a solugao é unicamente determinada. Este resultado é conseqiiéncia do teorema de
Picard-Lindel6ff.2 A chave para esse resultado é considerar a equacdo integral associada ao PVI
(3.5)

2(t) = 2o + /0 f(z(s)) ds, t €[0,7],

no espaco C([0,7];IR"™), onde 7 > 0 é escolhido de forma adequada. Representamos esta solu¢do
mazimal por z(-, zg).

A condicao (3.3) garante que § é um ponto de equilibrio do sistema, pois o PVI com condicao
inicial zp = 6 possui apenas a solugdo z(-, zp) = 6 (repouso). Note que a escolha de 6 como ponto de
equilibrio néo é restritiva, uma vez que é sempre possivel (através de translagdes) alterar um campo
vetorial de forma a atingir esta configuracio, desde que o campo possua apenas um zero.>

Definicao 3.1.1 O ponto de equilibrio z = 6 do sistema (3.1) é denominado estdvel quando:
Ve>030>0 tq 20 € Bs(2) = J(z0) = [0,00) e 2(t,20) € B: ¥t >0
é denominado atrativo quando:
36>0 tq 20 € Bs(Z2) = J(z0) = [0,00) e tlggo z(t,z0) = 6 ;
é denominado assintoticamente estdvel quando é simultaneamente estavel e atrativo. O 0o

Exemplo 3.1.2 Considere o problema do péndulo nao linear modelado pela equacao diferencial
T 4+ sinx = 0.

O sistema correspondente é:

Y= 1) em 16 = (2.

—sin 21

cujo campo vetorial é mostrado na Figura 3.1.
E de simples verificacao o fato dos pontos

(1)« (5 )oven

serem pontos de equilibrio do sistema. Através de uma translagao, o ponto de equilibrio (, 0) pode
ser levado na origem e entao analisado no sentido da Definicao 3.1.1. E intuitivamente claro que os
pontos de equilibrio (0, 0) e (w, 0) sdo de natureza diferente. Sem entrar em detalhes, comentamos
por hora que (0, 0) é um ponto de equilibrio estdvel, enquanto que (7, 0) ndo o é. O oag

Exemplo 3.1.3 Consideremos agora o conhecido sistema nao linear de Lorenz:

s(z2 — 21)
2= f(z) com f(z) = | rz1—z22—z123 |, (3.6)
Z129 — ng

2Maiores detalhes na literatura especializada em EDO; por exemplo [Sot] ou [Wa2].
3Na defini¢do a seguir e no resto do texto adotamos a seguinte notagao: Para r > 0, temos

By(a) = {v € R"| [z —v| <r}, Br(a) = {v € R"| e —v| <v}, By = Bo(6), Br = By(6).
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Figura 3.1: Campo vetorial de 2" + sinx = 0

onde s, 1 e b sao constantes positivas. Este sistema foi utilizado por Lorenz como modelo de dimens ao
finita para um fendémeno fisico (a convecgdo de Rayleigh-Bénard).

Em particular, a escolha dos pardmetros s = 10, r = 28 e b = 8/3 gera um atrator es-
tranho, que foi observado numericamente e tem sido objeto intensivo de estudo de vérios grupos
de pesquisadores.* Para r > 1, o sistema possui trés pontos de equilibrio:

0 b(r —1) —/b(r—1)
z = 0],z = b(r—1) e Z = —4/b(r—1)
0 r—1 r—1

A estabilidade destes 3 pontos de equilibrio pode ser analisada quando conhecemos um pouco melhor
a aproximacao linear do campo vetorial. E possivel assim, verificar de forma clara a natureza instavel
do sistema. O 0oag

Observagao 3.1.4 E importante observar que a atratividade nao implica, em geral, na estabilidade
assintotica. Um exemplo é encontrado no sistema nao linear

{ o = (2P(y—x) +y°) [ (@ + )1+ (2° + 7))
y = yiy—22) / (@ +y*) (1 + (@ +y°)?)
cuja dinamica é ilustrada na Figura 3.2. Entretanto, para sistemas autonomos, as definicoes de

atratividade e estabilidade assintdtica sao equivalentes. Tal fato é analisado na préxima secgao.
Sistemas estdveis mas nao atrativos sao mais ficeis de ser encontrados. Considere, por exemplo,

4Maiores detalhes por exemplo em [Je].
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Figura 3.2: A origem é um ponto de equilibrio atrativo, porém nao é estavel
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f(z) = Az, onde A corresponde & matriz de rotagado pelo angulo de /2. m i

3.2 Estabilidade de Sistemas Lineares

Analisamos nesta secgdo o importante caso particular do sistema (3.1) em que a dindmica do sistema
é descrita pela equagao
2= Az, (3.7)

onde A € R™"™. O objetivo principal é esclarecer a questdao da estabilidade do ponto de equilibrio
Z = 0. Neste caso é usual referir-mo-nos ao sistema (3.7) como sistema estével.

Teorema 3.2.1 Seja o sistema (3.7). Sao equivalentes as sequintes afirmagies:
a) O ponto de equilibrio Z = 0 € assintoticamente estdvel;

b) O ponto de equilibrio z = 0 € atrativo;

¢) max{Re(\) |\ € autovalor de A} < 0.

Demonstrag¢io: a) =>b) Segue imediatamente da Defini¢ao 3.1.1.
b) = ¢) Suponha que A possui um autovalor A = o+ i com « > 0. Se v é um autovetor
correspondente, definimos através de

2(s) == Re(e™v), s >0

uma solugdo que claramente nao satisfaz lim z(t) = 6.

t—oo
¢) = a) Temos que
et < ce™*t, t>0,

com constantes ¢ > 0 e w > 0. Observando que a solugao do sistema é z(t, zg) = ez, concluimos

que zZ = 0 é assintoticamente estavel. |

Observagao 3.2.2 Se o ponto de equilibrio Z = 6 é assintoticamente estavel, podemos concluir do
Teorema 3.2.1 que todas as solugdes de (3.7) convergem exponencialmente para 6 quando ¢ — oc.
Esta propriedade é denominada estabilidade exponencial. Fica claro, portanto, que os conceitos de
estabilidade assintética e exponencial sao equivalentes no caso dos sistemas lineares autonomos.
O 00O

Observagao 3.2.3 Caso o ponto de equilibrio Z = 6 do sistema (3.7) seja assintoticamente estével,
entao o sistema

2= Az + b(t), t >0, (3.8)

é BIBO-estdvel (Bounded-Input Bounded-Output). Isto é, se b € L>°([0,00); R™), entéo toda solugdo
de (3.8) estd também em L>°([0,00);IR™). Este fato segue imediatamente da representacao da so-
lugdo para o problema nao homogéneo. Tal propriedade é entretanto perdida quando o ponto de
equilibrio Z = 6 é somente estdvel (veja o préximo exemplo). O o g

Exemplo 3.2.4 Considere o oscilador harmonico modelado pela equagao diferencial
&+ afz = b

e o respectivo sistema



Note que z = 0 é um ponto de equilibrio do sistema

Zl/ _ 0 1 z1
29 o —a? 0 zo )
Como uma matriz fundamental para esse sistema é dada por

sin at cos' at >0,
acosat —asinat

podemos concluir que o ponto de equilibrio é estavel.
Considere agora como inomogeniedade (entrada) a funcdo limitada b(t) := coswt. A solugdo
correspondente é dada por

g =
2(t) = L 2 sin wt , paraw = a
———z(coswt —cosat) , paraw #a

A interpretacdo da solugdo obtida é a seguinte:

— Para w # a, a solugdo é formada pela composigao de duas vibragoes com frequéncias respectiva-
mente a/27 (frequéncia da energia do sistema) e w/27 (frequéncia da forga externa).

— No caso a = w, observamos o fenémeno de ressonancia: com o tempo o sistema ganha cada vez
mais energia e a solugao se torna ilimitada. Na pratica, o sistema acaba sendo destruido, devido a
sobrecarga de energia acumulada. Ooo

Observagao 3.2.5 Suponha que no sistema (3.7) tenhamos max{ Re(\)| A é autovalor de A} = 0.
Nesse caso o ponto z = 0 sera estavel exatamente quando todos os blocos de Jordan relativos aos
autovalores A com Re(\) = 0 tiverem forma diagonal (por qué?). Oo0O

Defini¢ao 3.2.6 Uma matriz M € R™" que satisfaz
max {Re(\) | A é autovalor de M} < 0.

é denominada matriz estdvel. O O 0o

3.3 Critério de Routh—Hurwitz

Como sabemos, os autovalores da matriz A € R™" do sistema (3.7) s@o as raizes do polinémio
caracteristico de A (aqui denominado p4). Suponha que p, é da forma

n
palr) = 1" + Y air" .
i=1

Pela Defini¢do 3.2.6 a matriz A é estavel quando todas as raizes de p, estiverem no semi-plano
esquerdo do plano complexo. Discutimos nesta sec¢do uma condi¢ao necesséria (critério de Routh—
Hurwitz) para a estabilidade de uma matriz.

Lema 3.3.1 Se A € uma matriz estdvel, entdo todos os coeficientes aq,...,a, de pa $Go positivos.

Demonstrag¢do: Denotando por A, os autovalores reais de A e por A; os autovalores com parte
imagindria nao nula, temos que

pa(r) = [T =) T2 = 2Re(x;)r + A1)

k J
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A hipétese da estabilidade de A implica em
- > 0, *QRG()\]') > 0.
Provando assim que os coeficientes de p4 sao positivos. [ |

Uma desvantagem Obvia da aplicagao deste critério é a necessidade do conhecimento do polinémio
caracteristico p4. O exemplo a seguir mostra que o critério nao é suficiente para garantir a estabili-
dade de A.

Exemplo 3.3.2 Considere a equacao diferencial
2® 4 2@ 4 2M 4z =0
O polinémio caracteristico do sistema correspondente é
pr)y = + 02 +r +1

e possui raizes —1, +4. Portanto, o ponto de equilibrio Z = 6 do sistema correspondente é estavel,
mas nao é assintoticamente estavel. O o Qg

Observagao 3.3.3 No caso dos polindmios de grau menor ou igual a 4, é possivel encontrar condigoes
suficientes para garantir a estabilidade da matriz A a partir da aplicagdo do teorema fundamental
da dlgebra (veja [Gon]). De fato, os polindémios

i) r+a
ii) r*+ar+b
iii) 34 ar?+br+c
i) r+ard+br?4er+d
com coeficientes reais possuem apenas raizes com parte real negativa se e somente se as seguintes
condigOes sao respectivamente satisfeitas:
) a>0
) a>0,6>0
1Wi*) a>0,0>0,c>0 e ab>c

a>0,b>0,c>0,d>0 e abc> c? + a?d.
[

Exemplo 3.3.4 Considere um circuito com um resistor (de resisténcia R), dois indutores (cada um
com induténcia L) e um capacitor (de capacitancia C), onde as constantes R, L e C sdo positivas.
O problema é modelado pela equagao diferencial escalar

L2Cz® + RLC2® + 202 + Rz = 0.

A fungdo x representa a diferenga de potencial (DDP). Da Observagio 3.3.3 segue a estabilidade
assintética do circuito (veja ainda a Observagao 3.2.2). Ooo

O préximo passo é a obtencao de uma condigdo suficiente para o caso geral de (3.7). O critério
apresentado a seguir foi descoberto por Routh em 1877. Seja

p(r) = " + Y ap"
i=1
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um polinémio com coeficientes reais positivos. Defina os polinémios U e V' (com coeficientes também
reais positivos) de modo que
U(r) + iV(r) = p(ir), r€ R.

Temos entao:
— Graude U =n egraude V =n — 1, se n for par;
— Graude U =n —1 e graude V =n, se n for impar.

Definimos a partir de U e V' os seguintes polinémios:

e g1 :=U, g2 :=7V, sen é par;
q1 =V, q:=U, sen é impar.

® (3,...,Qn sao obtidos a partir do algoritmo de divisao de Euclides aplicado ao par qi1, go.
Temos assim:®

Qe—1 = KrQk —Qe+1, K=2,....m =1 € qm-1 = KmGm.
ApoOs esta construgao estamos prontos para enunciar o teorema de Routh.

Teorema 3.3.5 Sejam U, V, q1,...,qn definidos como acima. As sequintes afirmacoes sGo equiv-
alentes:

a) O polinémio p possui apenas raizes A com Re(\) < 0;

b) m=n+1 e os sinais dos coeficientes de maior grau de qi,...,qn+1 alternam.

A demonstragio deste resultado foge aos nossos objetivos e nao é apresentada. O leitor interes-
sado pode encontrar em [Gan] uma demonstragdo baseada em um teorema de residuos da andlise
complexa.

3.4 Perturbacao de Sistemas Lineares
Consideramos nesta secc¢ao sistemas da forma
2= Az + g(2), (3.9)

onde A € R™" e g : R" — R". Supomos ainda que as hipdteses em (3.3) e (3.4) sejam satisfeitas
pela funcao
f(z) == Az + ¢g(2), z€ D:=R".
O teorema a seguir nos fornece uma condicao suficiente para garantir a estabilidade do ponto de

equilibrio do sistema (3.9).

Teorema 3.4.1 Seja A uma matriz estdvel e g : R"™ — IR™ uma aplicagao satisfazendo |l}m lg(2)|/]7] =

z|—0

0. Entdo o ponto de equilibrio Z = 0 do sistema (3.9) € assintoticamente estdvel.

Demonstragao: Das hipéteses temos que
Jc>0, >0 tq (le] <ce ), vt >0,

36>0 tq (lgw)| <c'Blyl), Yy € Bs.

5Note que ¢ é (a menos de uma constante) o maior divisor comum de q1, qa2.

44



Seja z:[0,7) — R"™ uma solugdo local do sistema
2= Az + g(2).

(A existéncia desta solucao é garantida pela hipétese (3.4).) Temos entao

2(t) = e 2(0) + /0 A9 g(2(s)) ds,
=) < e [=(0)] + /O e 1g(=(s))| ds
< ce P (0) + B /t e 280=5) |2(s)| ds, t € [0,T).
0

Definindo w(t) := e?*|2(t)| para t € [0,T), obtemos a estimativa

t
w(t) < c¢|z(0)] + B / w(s)ds, t €[0,T).
0
Temos agora como resultado do lema de Gronwall que
w(t) < clz(0) ™, te0,T),

de onde segue
2(t) < ¢lz(0)] e Pt te0,T). (3.10)

Podemos entao concluir que a solucao local z pode ser prolongada ao intervalo [0,00). Logo, a
estimativa (3.10) vale para T' = oo e o teorema fica provado. |

Observagao 3.4.2 A importancia do Teorema 3.4.1 é a forma pela qual ele pode ser aplicado na
andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio dos sistemas de controle em (3.9):

e Expanda o campo vetorial f no ponto de equilibrio Z = 6. O sistema resultante é da forma
(3.9),onde A =df(0) e g(z) = f(z) —df()g. (A hipdtese de g estar definida em todo R"™ nao

é restritiva, pois na demonstragio necessitamos de g somente em uma vizinhanga de z = 6.)
e Verifique se A = df(6) é uma matriz estdvel.

e A hipétese lim|;_o [g(z)|/|2| = 0 é trivialmente satisfeita, pois f é suposta continuamente
diferenciavel.

Note, entretanto, que este método de linearizacao fornece apenas uma condicao suficiente para a
estabilidade. Tal condigdo é por demasiado restritiva e estd longe de ser necessdria (veja o Exem-
plo 3.5.1). O0a0Q

Exemplo 3.4.3 Aplicamos o método de linearizacdo ao oscilador ndo linear com amortecimento
a > 0, que ¢é descrito pela equacao diferencial

T + 2ax + sinx = 0.

O sistema correspondente é:

2 = f(z) com f(z1,2) = ( 2 ) (3.11)

—2az9 — sin 21
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e a linearizac¢ao do sistema no ponto de equilibrio Z = 0 nos fornece a matriz

A = df(o) = (01 12a)

E féacil verificar que os autovalores da matriz A sdo:

A = —aE+Va%-1.

A matriz A é portanto estdavel e o ponto de equilibrio Z = 6 é assintoticamente estavel. O sistema
(3.11) possui ainda outro ponto de equilibrio, a saber: 2 = (w, 0). A linearizagdo neste ponto gera

a matriz
A . 0 1
A= = (1 4, )

que possui um autovalor A com Re(A) > 0. O Teorema 3.4.1 néo se aplica, entretanto o ponto de
equilibrio Z nao é estdvel. Nas Figuras 3.3 e 3.4 é mostrado o campo em vizinhancas dos pontos
z=10e %= (m 0), respectivamente. O oo

Exemplo 3.4.4 Consideremos novamente o sistema de Lorenz (veja Exemplo 3.1.3), descrito pela
equacao diferencial

s(za — 21)
2= f(z) com f(z) = rz1 — 22 — 2123 |, (3.12)
Z122 — bZ3

onde s, r e b sao constantes positivas. E facil verificar que, para r > 1, existem trés pontos de
equilibrio:

0 b(r —1) —/b(r —1)
z=101], 2= b(r — 1) e Z = —/b(r —1)
0 r—1 r—1

Linearizando o sistema nestes pontos, obtemos respectivamente as matrizes:

-5 s 0
A = df(z) = r —1 0 ,
0 0 —b
-5 s 0
A = df(z) = 1 -1 —/b(r=1) |,
Vb(r—1) /b(r—1) -b
‘ ) -5 s 0
A = df(z) = Vb(r—1)

1 -1
VT T b

Para o ponto de equilibrio Z obtemos o polinémio caracteristico
p(A) = A+b) (N + (s+1)A—s(r—1)),

o qual possui duas raizes negativas e uma positiva. Portanto, a estabilidade numa vizinhanca de z
é improvavel.
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Figura 3.5: Orbita do atrator de Lorenz (3.12) para os parametros s = 10, r = 28 e b = 8/3; condigao
inicial: z(0) = (0.1,0.1,0.1).

Os pontos de equilibrio Z e Z estdo associados a0 mesmo polinémio caracteristico:
p(A) = A + (s + 14+ b)A% + b(s + )\ + 2bs(r — 1).
O critério de Routh-Hurwitz é aplicdvel quando®
(s+1+bb(s+7r) — 2bs(r—1) >0

Este é o caso se

s+3+b
S - 7 4 )

s—b—1
quando entao podemos concluir que os pontos de equilibrio Z e Z sao assintoticamente estaveis. Para
os valores especiais s = 10, r = 28 e b = 8/3, temos r > r. /& 24.74 e os trés pontos de equilibrio
nao mais sao estaveis. Entretanto, os polindomios caracteristicos de Z e Z ainda possuem uma raiz

negativa, fato que contribui para o comportamento impar das érbitas do sistema (veja Figura 3.5).
[

s >b+1, r <r.:=

3.5 Meétodo de Lyapunov

Um método eficiente de se verificar a estabilidade é o desenvolvido por A.M. Lyapunov (1893). O
método trata de sistemas nao lineares da forma (3.1) e se baseia na andlise de autovalores. Analisamos
a seguir um exemplo que serve de motivacao para o método apresentado nesta secgao.

6Veja Observacio 3.3.3.
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Exemplo 3.5.1 Considere o sistema

2= f(z) com f(z1,22) = —32 -2 (3.13)
1,+2 _222 + 215 . .
Os autovalores da matriz A = df (0) sd@o 0 e —2. Logo, A ndo é uma matriz estdvel e a questao da
estabilidade do ponto de equilibrio § permanece em aberto.
Defina V(z1,2) := 215 + 927 e seja z = (21,22) € R? uma solugao do sistema (3.13). Temos
entao

d 1 2
%V(zl(t),ZQ(t)) = —621(1)!"Y —3622(t)* < 0,

de onde segue

0 < V(z1(t),22(t)) = V(21(0),22(0)) — /0 (621(5)*" 4 3622(s)?) ds, t > 0.

A estabilidade do ponto de equilibrio 6 é agora uma conseqiiéncia direta desta desigualdade. Além
disto, temos ainda que lim;_, 2(t) = 0. De fato, como a fun¢ao ¢t — V(z1(t), 22(t)) é mondtona nao
crescente, existe o limite a := lim;—, o V(21(t), 22(¢)).

Como V(z1,22) = 0 se e somente se (21, z2) = 6, basta verificar que a = 0. Suponha por contradi¢ao
que a > 0. Temos entao que

0 < a < V(z1(t),22(t)) < V(21(0),22(0)), ¢t > 0.

Defina m := inf{621"" + 3625 | (21, 22) € R? a < V(21,22) < V(21(0), 22(0))}. Como V é continua,
temos que m > 0. Para ¢t > 0 temos agora

0 < V(a(t), 2(t)) < V(21(0),2(0) — m/o dt = V(1(0), 2(0)) — mt.

Como o lado direito da ultima expressao se torna negativo para ¢ suficientemente grande, chegamos
a desejada contradicao. O oo

Definigao 3.5.2 Uma fungao V : U — R, onde U é uma vizinhanga qualquer de zZ = 6, é denomi-
nada funcdo de Lyapunov para o sistema z’ = f(z) quando satisfaz:

i) V é continua em Ue continuamente diferencidvel em U\{6};
i) V(0) =0, V(z) >0 para todo x € U, x # 0;
iii) (VV(x), f(z)) < 0 paratodo x € U\{6}.

V é denominada fun¢do de Lyapunov estrita quando, ao invés da condicao ii7), satisfizer:

1ii*) (VV(z), f(z)) < 0 paratodo z € U\{6}.
o oo

Teorema 3.5.3 Seja U uma vizinhanc¢a qualquer de z=0 eV : U — R uma funcao de Lyapunov
para o sistema z' = f(z). Sao verdadeiras as afirmativas:

a) zZ =20 éum ponto de equilibrio estdvel ;

b) z =20 é um ponto de equilibrio atrativo se e somente se existe vizinhanga W
de 0 de modo que a solugcao estaciondria seja a unica solugcao

z:[0,00) = U de z' = f(z) com z(0) e W e %V(Z(ﬁ)) =0, Vt € 0,00).

Demonstra¢do:  Provamos primeiro o item a). Seja r > 0 tal que Ba, C U. Defina g :=
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min{V(z)| |z| = r} e Us := {z € U| V(z) < B} N B, C B,. Entdo 8 > 0 e a continuidade
de V implica que Ug # 0 e que Ug é uma vizinhanca de 6. Seja z uma solugao de

2= f(2), 2(0) = z9 € Ug.
Temos entdo V(z(0)) < e

jtV( (1) = (VV(z(1), 2'(t)) = (VV(z(t)), f(2)) < 0, t €[0,w(20)), (3.14)

onde w(zp) é o maior real que satisfaz z(t) € B,, Vt € [0,w(20)]. Se existisse t; € (0,w(z0)] tal que
|z(t1)] = r, terfamos

V(z(0)) < B < V(z(t))
pela definigao de 3 e

V(z(t1)) < V(2(0))

como conseqiiéncia de (3.14), nos levando a uma contradi¢do. Portanto, temos necessariamente
z(t) € B,., para todo t € [0,w(20)]. Isto porém contradiz a maximalidade do intervalo [0, w(z0)],
provando assim que w(zp) = oo e z(t) € B, para todo t € [0,00). Fica assim provado que z = 6 é
um ponto de equilibrio estével.
Provamos agora b). Defina inicialmente W := Ug.
(=) Como Zz é atrativo, existe § > 0 tal que, para todo zg € By, a solucao correspondente z(-, zg)
converge para z quando t — co. Caso W € By, redefina W := Ug N Bs. Seja z : [0,00) — U uma

solugio de 2’ = f(2); 2(0) = z9 € W satisfazendo LV (2(t)) = 0, t € [0, 00). Temos entdo

V(=(0) = lim V(z(t) = V(Jim =(t)) = V(6) = 0.

Logo, z(0) = 0 e de V(2(t)) = V(2(0)), Vt, concluimos que z(t) =0, t € [0, 00).

(<) Seja z uma solugdo de z’ = f(z) com z(0) € W. Do item a) temos que z : [0,00) —
B,. Logo, para toda seqiiéncia (t,)nen com lim,t, = oo, a seqiiéncia (z(t,))nen possui uma
subseqiiéncia convergente. Para provar que 6 é um ponto de equilibrio atrativo, basta verificarmos
que o limite lim,, z(¢,) é sempre 6. Suponhamos por contradi¢do que existe uma seqiiéncia (t,)nen
com limt, = oo e limy o0 2(tn) = 2 # 0. Se |2| = r chegarfamos (como em a)) & contradigao:
V(z(0)) < < V(%) e V(2) < V(2(0)). Logo 2 € B,. Note ainda que a hipdtese V() =  implica
na mesma contradi¢do acima. Logo V(2) < B8 e portanto 2 € Ug = {z € U | V(x) < 8} N B,..

Considere agora a solugao Z do sistema

Do item a) temos que

Z:[0,00) — By,
Como 2 # 0 e V(Z(t)) é mondtona nao crescente, entdo V(Z(t)) < V(2(0)) = V (%), Vt. Caso a
igualdade sempre se verificasse, a hipdtese em b) implicaria em 2(t) = 6 e £ = 6. Portanto, existe
um 7 > 0 com V(Z(7)) < V(2).

A equagao diferencial é auténoma, logo as fungodes z, : [0,00) — R" definidas por z,(t) :=
z(t, + t) s@o solugdes respectivamente de z,, = f(z,), 2,(0) = z(¢,). Como lim, z(t,) = 2, segue
que

’nll—)II;o |zn(t) — 2(t)| = nlingo |z(t, +t) —2(t)] = 0, t €[0,7].

Isto é, lim,, z,(t) = 2(¢), t € [0, 7]. Temos, portanto,
lim V(z(t, + 7)) = V(Z(1)) < V(2).

Isto porém é um absurdo, pois sendo V(z(t)) monotona nao crescente, é possivel encontrar, para
todo n € N, um m € IN tal que V(z(t,, + 7)) > V(2(ty)) = V(£) = lim,, V(2(t,)). [ |



Corolario 3.5.4 (Lyapunov) Seja V' uma fun¢do de Lyapunov estrita em U, uma vizinhan¢a de
0, para o sistema z' = f(z). Entdo, o ponto de equilibrio Z = 0 € assintoticamente estdvel.

Demonstra¢igo: O Teorema 3.5.3 a) garante estabilidade de Z em alguma vizinhanga B, C U.
Note agora que, para toda solugdo de 2z’ = f(z) que permanece em B, para t > 0, a aplicacdo
t — V(z(t)) é monétona estritamente decrescente. Portanto, a tnica dentre essas solugbes que
satisfaz LV (2(t)) = 0, t > 0 é a solucdo estaciondria 2(t) = 6. Do Teorema 3.5.3 b) segue que Z é
atrativo. |

Exemplo 3.5.5 Considere novamente o sistema nao linear

! _ *322 — 215
2= f(z) com f(z1,22) = ( 2420 )
No Exemplo 3.5.1 introduzimos a funcao de Lyapunov estrita

V(Zl,ZQ) = 216 +9222, (21,22) S IR2

a fim de analisar este sistema. Podemos agora concluir diretamente do Corolario 3.5.4 que o ponto
de equilibrio z = € ¢é assintoticamente estavel. O oo

Exemplo 3.5.6 Considere a equacao diferencial para o circuito elétrico RLC:
CL: + RCi +z =0,

cujo sistema associado é

Y = f(z) com f(z1,2) = ([LOC]_l - ) (2 )

onde R, L e C sao constantes positivas. Uma fungao de Lyapunov para este sistema é
V(Zl, ZQ) = L222 + 071212, (2’1, 22) S IR2,

de onde calculamos

(VV(21,22), f(21,22)) = —2Rz7, (21,22) € R%.
Logo, V nao é uma funcao de Lyapunov estrita e o Teorema 3.5.3 a) garante que zZ = 6 é estdvel.
Note porém que a condigio —2Rzy(t)* = 0, para todo ¢ > 0, implica em zy(t) = z4(t) = 0, t > 0.

Da equacao diferencial temos entao z;1(t) = 0, t > 0. Assim sendo, o Teorema 3.5.3 b) garante que
Z = 0 é também atrativo e, portanto, assintoticamente estavel. O oo

Exemplo 3.5.7 Considere agora o sistema

Z = f(z) com f(z1,22) = (-01 (1)) (2 >

Uma funcao de Lyapunov é dada por V(z1,22) = 212 + z2. O Teorema 3.5.3 garante que Z = 6 é
um ponto de equilibrio estdvel mas ndo atrativo (verifique!). 00O
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3.6 Equacao Matricial de Lyapunov

Iniciamos esta seccao recordando alguns importantes conceitos da dlgebra linear, relacionados com
os autovalores de uma matriz.

Definigao 3.6.1 Uma matriz simétrica M € IR™"™ é denominada

Positiva definida quando (x, Mx) > 0, para todo z € R", x # 0,

Positiva semi-definida quando {x, Mz) > 0, para todo z € R";

Negativa definida quando —M é positiva definida. O 0o

No lema a seguir apresentamos a solugao de uma equagao matricial que é fundamental para a
formulacao do critério de Lyapunov.

Lema 3.6.2 Sejam U € R™", Ve R™™ e W € R™™. Se U eV sao matrizes estdveis, entdo a
solugao unica da equacdo matricial

UX + XV + W =0 (XeR™)
€ a matriz estdvel X definida por
o0
X = / eUwetV dt.
0
Demonstracdo: Da hip6tese, temos que existem constantes ¢ > 0 e 3 > 0 tais que
etV < ce™ Pt et < ce”Pt t>0.

Note que para T' > 0, temos

T
TVWweV —w = / (et Wel) dt
0

=

T
= / (U WetV + eV WvetV) dt
0
T
= / (Ut WetV + eV WetVV) dt.
0
Tomando o limite quando T' — oo, temos que
X = / eUwetV dt
0

é solucao da equagao matricial —W = UX + XV ficando assim provada a existéncia de solugoes.
Para provar unicidade, suponha que X1, X2 sdo ambas solugoes de UX + XV + W = 0 e defina
X = X; — X5. Logo, X € R™™ é solucao de

Temos entao

d ’N - o~
E(etUXetv) = YUX +XV)eV = 0
e portanto, . . R
etUXetV —_ eOUXe()V - X.
Tomando o limite quando t — oo, obtemos X =0. |
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No teorema a seguir é apresentada uma equacao matricial, que fornece uma forma equivalente
de definir a estabilidade de uma matriz.

Teorema 3.6.3 Dada uma matriz A S IR,nﬂl sao equivalentes as as sequintes afirmacoes:
)
a) A € uma matriz 65th€l,’

b) Existe uma matriz positiva definida P € R™"™ tal que
A*P + PA = —1. (3.15)

Demonstracdo: Se a matriz A é estdvel, a existéncia de P segue do Lema 3.6.2 com U = A*, V = A
e X = P. Reciprocamente, se P satisfaz a equagdo (3.15), defina

V(z) := (z, Px), z € R".
Logo, a fun¢ao diferencidvel V satisfaz V(0) = 0, V(z) > 0, Vz # 0 e ainda

(VV(z), Az) (Px + P*z, Az)
= (A*Pz,z) + (z, PAz)
((A*P + PA)z, z)

—(z, x).

Isto é, V' é uma funcao de Lyapunov estrita. O Corolédrio 3.5.4 implica que o ponto de equilibrio
Z = 6 é assintoticamente estdvel. O Teorema 3.2.1 garante por fim que os autovalores de A possuem
parte real estritamente negativa. [ |

Observagao 3.6.4 No Teorema 3.6.3, a equacao (3.15) pode ser substituida pela exigéncia de A* P+
P A ser negativa definida. Ooog

Teorema 3.6.5 Sejam A, X, W € R™" e C € R"™ matrizes satisfazendo
e A'X + XA=-W;

o W — C*C € positiva semi-definida;

o (A,,C) € observdvel.

Entao a matriz A € estdvel sse X for positiva definida.

Demonstragio: (=) Seja A uma matriz estdvel. Do Lema 3.6.2 temos que X = [ A W etA dt.
Logo, para z € IR" temos

(x, Xx) = / (e"x, Wetz) dt
0

> / (e, C*Cetta) dt
0

= / |CetAx)? dt.
0

Como (A, ,C) é observavel, concluimos que Cet4z = 0, ¥t > 0 sse x = 0.
(<) Suponha X positiva definida. Defina como na demonstragao do Teorema 3.6.3 a fungédo

V(z) = (z, Xz), z € R".
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Como W — C*C ¢ positiva semi-definida, entao W também o é. Logo, V' é uma funcao de Lyapunov,
pois (VV (z(t)), Az(t)) = —(z,Wz) (veja Observagio 3.6.4). Seja agora z uma solugdo de 2z’ = Az
com £V (z(t)) =0, t > 0. Temos entdo
d
0 = V(=) = —{=(t), Wa(1)).
Logo,
0 < (z(t), (W —=C*C)z(t))y = —(Cz(t), Cz(t)), t > 0.

Portanto, Cz(t) = 0, t > 0, e da observabilidade de (A,,C) temos z(0) = 6. O Teorema 3.5.3 b)
garante que o ponto de equilibrio Z = 0 é assintoticamente estavel e do Teorema 3.2.1 segue a
estabilidade da matriz A. [ |

A equagao matricial (3.15) é denominada equagdo matricial de Lyapunov. Tgualmente interessante
na andlise da estabilidade de sistemas nao lineares é o critério de Popow, que fornece condigoes
suficientes para garantir a estabilidade absoluta de sistemas de loop fechado. Para detalhes sobre o
conceito de estabilidade absoluta e sobre o critério de Popow veja [F63].

3.7 Estabilidade de Sistemas Lineares Discretos

Uma andlise de estabilidade semelhante a realizada na Secgao 3.2 para problemas continuos pode
ser estendida para sistemas de evolucao discretos da forma

Tr41 = Axk, E=0,1,... (3.16)
onde Ae R"" ez, € R”, k> 0.

Definigao 3.7.1 O ponto de equilibrio Z = # do sistema (3.16) é denominado:
estdvel quando: dado § > 0, para todo zg € B, temos 3 € Bs, k=1,2,...

atrativo quando: para todo o € R", temos lim xp = 6. O 0o

k—o0
Como nos sistemas continuos auténomos, a atratividade implica na estabilidade. A andsise da
estabilidade de tais sistemas é bastante simples e é esclarecida com os seguintes lemas:
Lema 3.7.2 Dado um sistema linear discreto da forma (3.16), sao equivalentes as afirmagoes:
a) O ponto de equilibrio T = 6 é atrativo;
b) O operador A considerado como elemento do espago L(R™,R"™) € contrativo, i.e.

[[Az]|

< 1.

|A]l == sup
zeR"\ {6} (B

Demonstra¢ao: a) = b) Seja A um autovalor de A e x( o respectivo autovetor. Logo, x) =
AFzg = Mexq. Da hipétese temos agora

lim A" [|zol| = 0,
k—o0

o que implica em A < 1. Como A é arbitréario, b) fica provado.
b) = a) Dado z9 € R", temos da hipdtese

lim [lzx]| < ol lim A" = 0
k—oo k—o0

e o teorema fica provado. [ ]
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No que se refere a verificagdo da estabilidade do ponto de equilibrio de (3.16) temos o lema a
seguir, que por sua semelhancga com o Lema 3.7.2 é deixado para o leitor como exercicio.

Lema 3.7.3 Dado o sistema linear discreto (3.16), sao equivalentes as afirmagoes:
a) O ponto de equilibrio T = 6 ¢ estdvel;

b) O operador A considerado como elemento do espago LIR™,R™) € nao expansivo, i.e.

Az
g = sup 1221
cerm\{0} |7

O critério de Lyapunov também se aplica a sistemas discretos, com a finalidade de estabelecer
condicoes suficientes para estabilidade.

Defini¢ao 3.7.4 Uma fungdo V : R" — IR é denominada funcdo de Lyapunov quadrdtica para o
sistema xj1 = Axy quando satisfaz:

i) V é da forma: V(z) = (x, Px), com P positiva definida;

ii) V(Az) < V(z) para todo x € R™"\{6}.
o oo

Lema 3.7.5 Seja V uma funcgao de Lyapunov quadrdtica para o sistema (3.16). Entdo o ponto de
equilibrio & = 0 € atrativo.

Demonstragao: Seja A um autovalor de A e x o respectivo autovetor. Por hipdtese temos
IN? (z, Px) = (Az, PAz) < (x, Px),
provando assim que |A] < 1. Como A é arbitrédrio, o lema fica provado. |

Do Lema 3.7.5, obtemos para sistemas discretos um resultado analogo ao Teorema 3.6.3.

Lema 3.7.6 O ponto de equilibrio T = 0 do sistema xpy1 = Axy € atrativo se e somente se existe
matriz definida positiva P tal que A*PA — P € negativa definida.

Demonstrag¢io: (=) Como ||A|| < 1, é ficil verificar que P = I (a matriz identidade) é tal que
A*PA — P é negativa definida. (Na verdade para qualquer matriz positiva definida P a expressao
acima é negativa definida.)

(<) Basta observar que V(x) := (z, Pz) define uma fun¢do de Lyapunov quadrética para o
sistema. |
A equagao A*PA — P = —I é denominada equac¢do matricial discreta de Lyapunov.

Corolério 3.7.7 Se o ponto de equilibrio T = 0 do sistema xi11 = Axy € atrativo, entdo existe
uma funcdo de Lyapunov quadrdtica para o sistema.

Demonstracdo: Segue imediatamente do Lema 3.7.6. [ |

Exercicios

3.1 Verifique que o ponto de equilibrio do sistema no Exemplo 3.5.7 é estavel mas nao atrativo.
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3.2 Considere o sistema do oscilador ndo linear amortecido (veja Exemplo 3.4.3)
i‘l = T2, Zi'2 = 7,81‘2 — OéSiIl(:ZEl),

onde a > 0 e # > 0 sao constantes.
a) Mostre que V(z1,22) := 27123 — acosx1 é uma fungdo de Lyapunov para o sistema;

b) Verifique que todas as solugoes do sistema possuem intervalo de existéncia [0, c0);

¢) Prove que toda solugdo (z1,z3) do sistema satisfaz

lim (z1(t),22(¢t)) = (27k,0),

t—o00
onde k € IN depende da condicao inicial (z1(0), z2(0)).
3.3 Encontre para o sistema
T = —To, X9 = —T1+ 235?902
uma funcao de Lyapunov da forma
V(z1,m2) = an1ai + 2a1221 02 + a3,
provando assim que a origem é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
3.4 Encontre para o sistema
1 = —x1 + 22122, X2 = —xo+1x3, T3 = X2 —4x3

uma funcao de Lyapunov da forma

V(z1,z2,23) = anx% + a22$§ + a33x§ + 2a127122 + 2a23T2T3 + 201371 73.
3.5 Complete os detalhes da demonstragao do Lema 3.7.3.

3.6 Para sistemas nao autéonomos, o método de linearizagao nao pode, via de regra, ser utilizado na
andlise de estabilidade. Tal fato se torna claro mesmo para sistemas lineares. Considere o sistema
z' = A(t) z, com
Alt) = ( —1—2cosdt 2+ 2sin4t > .
—2+2sindt —14 2cos4t

a) Calcule os autovalores de A(t);

b) Mostre que a origem é um ponto de equilibrio instével;
(Dica: Observe que a equacio diferencial possui uma solucio da forma: e***%3¢.)

3.7 O que se pode afirmar, a partir do método de linearizagao, sobre a estabilidade do ponto de
equilibrio (0,0,0) do sistema no Exercicio 3.4?

3.8 Considere novamente o oscilador harméninco (£ > 0, v > 0)

—&, s>0

Z+ Fe(z)+ vz =0, com Fg(s)::{ £ s<0

a) Faga um esbogo da familia de solugdes no plano (z, );

b) Encontre os pontos de equilibrio (z, %) do sistema.
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3.9 Considere o sistema (k > 0, b > 0)

b, t>0

& = kU(t), com U(t):{ b <0

a) Faga um esbogo da familia de solugoes no plano (z, &);

b) Mostre que existem solugoes periddicas e calcule o periodo da érbita.
3.10 Mostre que a matriz
1 1 1
A= 1 1 1
1 10
é positiva indefinida, i.e. nao é nem positiva definida nem negativa definida.

3.11 Considere o sistema
1 = 3z, Ty = —x1 + 4dxs.
a) Mostre que o ponto de equilibrio (0,0) é assintoticamente estavel;
b) Prove que V(z1,2) := 323 + 2z122 + 23 é uma fungio de Lyapunov estrita;

¢) Considere a solugao correspondente & condi¢do inicial 21(0) = 0, 22(0) = 2. Estime o tempo
ts > 0 em que a solucao (acl,'xg) alcanga a regiao z? + x3 < 0.02.
(Dica: Encontre a > 0 com V(z) < —aV(z).)

3.12 Prove que o polinoémio p(t) = t3+ 612+ 12r +9 possui somente raizes com parte real negativa.

3.13 Seja A € R™™ e o0 € IR. Prove a equivaléncia das afirmacoes abaixo:
a) max{Re(A) | A é autovalor de A} < —o;

b) Para cada matriz positiva definida W € R™", a equagdo matricial
AW+ XA+20X = -W

possui uma unica solugao positiva definida X.
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Capitulo 4
Estabilizacao

Neste capitulo utilizamos o conceito de estabilidade introduzido no Capitulo 3 e analisamos a seguinte
questao: Como e quando é possivel tornar estdvel um sistema de controle. Tal tarefa, denominada
de estabilizagao, tem se mostrado nos tltimos anos como uma das aplica¢ées mais importantes da
teoria de controle em problemas de engenharia e tecnologia. A forma classica de realiza-la é obter
a entrada (ou controle) a partir do estado ou da saida do sistema. Falamos entéo de realimentagao
de estado ou de saida. A questdo da estabilizacdo permite abordagens tanto qualitativas quanto
quantitativas, ambas aqui discutidas.

Na Seccao 4.1, definimos os sistemas lineares estabilizaveis e discutimos um resultado sobre
estabilizagdo de sistemas auténomos controldveis. A seguir é analisada uma condi¢do necessaria
e suficiente para estabilizacao de sistemas autéonomos. Na Secgao 4.2, consideramos o problema
quantitativo relacionado a estabilizagao. O método de colocacao de polos nos fornece uma estratétiga
de estabilizagdo, na qual é possivel escolher o grau de estabilidade do sistema estabilizado. Na
Seccao 4.3 é apresentada a estratégia de Luenberger (observador dindmico), através da qual o estado
de um sistema paralelo é utilizado para estabilizar o sistema dado. Na Seccao 4.4 é discutido
um método de estabilizacdo que combina o observador dinamico com a realimentagao de saida. Na
Secc¢ao 4.5 consideramos o problema de estabilizar o ponto de operagao (desconhecido) de um sistema
linear.

4.1 Sistemas Lineares
Em aplicagoes sao utilizadas essencialmente estratégias de realimentacao de saida e de realimentagao

de estado, com o objetivo de alterar a dindmica do sistema livre (sem controle) obtendo determinadas
propriedades, que podem ser:

e BIBO-estabilidade; (qualitativo)
e Estabilidade assintética; (qualitativo)
e Aceleragdo do retorno ao ponto de equilibrio. (quantitativo)

No caso dos sistemas de controle lineares autonomos, as propriedades acima estao intrinsecamente
relacionadas com os autovalores da matriz do sistema. Dadas A € R™"™ e B € IR™™, considere o
sistema de controle

2'=Az + Bu. (4.1)
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Supondo que o controle u é obtido a partir do estado z por uma lei linear, escrevemos
u = Fz,
onde F' € R"™"™. Substituindo em (4.1), obtemos
7 = (A+BF)z. (4.2)

A fim de tornar o ponto de equilibrio Z = # assintoticamente estdvel, devemos escolher F' de modo
que A + BF seja uma matriz estavel (veja Definigao 3.2.6).

Definigao 4.1.1 O sistema de controle (A, B) é denominado estabilizdvel quando existe F' € R™"
tal que a matriz A + BF € R™" é estavel. O oag

O sistema (4.1), quando escrito com o controle de malha fechada, toma a forma (A + BF, B). A
controlabilidade de (A, B) implica na controlabilidade de (A + BF, B). Este argumento nos leva ao
seguinte teorema:

Teorema 4.1.2 Seja (A, B) € um sistema auténomo controldvel. Entao (A, B) € estabilizdvel pela
matriz de realimentagado
F = -B'W;",

onde

Wr = /T e MABB* et dt, T > 0.
0
Demonstracdo: A idéia é uilizar o Teorema 3.6.5 com
(4,,C) = ((A+BF)",,B*) e X = Wr.
Para garantir a estabilidade de (A+ BF') — ou equivalentemente de (A+ BF)* — basta verificar que:

(1)  Wrp é positiva definida;

(2) ((A+ BF)*,,B*) é observével;

(3) W:=—(A+BF)Wyp —Wr(A+ BF)* é tal que
W — BB* é positiva semi-definida.

(1) Por construcao, Wr é positiva semi-definida. Logo, Wr é nao singular para T > 0 e, portanto,
Wr é positiva definida.

(2) Como (A, B) é controlavel, (—A, B) também o é. Daisegue a controlabilidade de (—(A+BF), B).
Por fim, segue a observabilidade de ((A + BF)*,, B*).

(3) Observe que

(A+ BF)Wr + Wr(A + BF)* AWr — BB* + WrpA* — BB*

T q .
= f/ —(e"**"BB*e~t*") dt — 2BB*
= —eTABp*e~TA" L BB* — 2BB*
= —e TABp*e~TA" _ BB*.

Chegamos assim a identidade
W =e TABB*e T4 + BB*,

a qual nos permite concluir que W — BB* é positiva semi-definida. [ |
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Observagao 4.1.3 O Teorema 4.1.2 garante que sistemas auténomos controldveis sao estabilizaveis
por realimentagao de estado. A reciproca entretanto nao é verdadeira, conforme podemos verificar
no seguinte exemplo trivial:

A matriz estavel, B =0
2 = Az + Bu

oo o

A fim de esclarecer a questao levantada na Observagao 4.1.3, investigamos condigoes suficientes
para garantir a controlabilidade de sistemas estabilizaveis. Este é o objetivo do teorema

Teorema 4.1.4 Seja (A, B) um sistema auténomo de controle. Entdo (A, B) é controldvel se e
somente se (A, B) e (—A,—DB) sao ambos estabilizdveis.

Demonstragio: Seja (A, B) controldvel. Entao (—A, —B) é controldvel e a estabilidade de (A, B)
e (—A, —B) segue do Teorema 4.1.2. Reciprocamente, sejam (4, B) e (—A, —B) estabilizdveis. E
possivel escrever os sistemas (+A, £B) na forma normal

r' Y\ A A By
()= =0 an)=(8)x

onde (A1, By) é controldvel. O sistema

A A By
© Ay J'\ ©
é estabilizavel quando existe uma matriz F' = (Fy, F») tal que

4 A+ By A+ BiF
o Az

é uma matriz estdavel. Concluimos dai que os blocos A5 possuem somente autovalores com parte
real estritamente menor que zero. Como essa condigao nao pode ser satisfeita simulteneamente para
Ass e —Ago, temos que o bloco Ase ndo pode existir na forma normal. Temos entdo que

A = P 'A,P, B = P !B,

onde P é nao singular. A controlabilidade de (A, B) segue agora da controlabilidade de (A11, By).
|

Exemplo 4.1.5 Considere novamente o problema do equilibrio de um bastéo vertical. A equacio
diferencial é

¢ — g9 = —u(t),

que se escreve na forma do sistema

2/ =Az+Bu com A= 01 , B= 0 )
g O 1

O sistema (A, B) é controldvel devido & condicdo de posto. Logo, o Teorema 4.1.4 garante sua
estabilidade. O Teorema 4.1.2 nos permite ainda calcular a matriz de ganho F', isto porém exige
algumas contas longas. 0O 00

O problema da estabilizacdo de sistemas nao lineares é discutido em [Is]. Em particular os
sistemas Single-Input Single-Output (SISO) nao lineares sdo tratados no Capitulo 4, onde é possivel
identificar semelhancas com a abordagem aqui apresentada para sistemas lineares. Uma técnica
baseada na utilizagdo de séries de Fourier (equilibrio harmdnico) pode ser encontrada em [Fol,
Capitulo 2].
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4.2 Colocagao de Pdlos

Uma vez esclarecida a questao de que todo sistema controlavel pode ser estabilizado por uma es-
tratégia de controle de realimentagao do tipo u = F'z, concentra-mo-nos no problema de escolher a
posicao no plano complexo dos autovalores da matriz do sistema

2" = (A+ BF)z.

Esta tarefa é equivalente a de escolher os pélos de uma fungao racional — colocagao de pdlos. Tratamos
nesta secgao apenas de sistemas com controle escalar (m = 1), isto é, da forma

2= Az+bu com AcR™, beR"
Investigamos a principio um resultado do tipo forma—normal.
Lema 4.2.1 Seja A € R™" e b e R". Sdo equivalentes as afirmagées:

a) (A,b) € controldvel;

b) Eziste P € R™" inversivel tal que o sistema (A,b) nas coordenadas x = Pz tenha a forma
x' = Az + bu com

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
i - : : : - : : b= :
0 0 0o - 1 0 0
0 0 0o - 0 1 0
—ap —a1 —az -+ —Ap—2 —Op_1 1
Os nidmeros ag,...,an—1 $G0 08 coeficientes do polindmio caracteristico p de A: p(r) = r™ +

S airt
Demonstrag¢do: a) = b) Basta encontrar uma base w
P € R™" definida pelas equagoes

L., w"™ para R", de modo que a matriz

Puf =¢eF 1<k <n,
satisfaga
(i) Pb=¢", (ii) PAP el = —age™,  (iii) PAP 1e* =% —qre™, 1 <k <n.

k

Definimos w” recursivamente por

wh =0, w"=Aw*t +ab, 1 <k <n.
Temos entao N
wh = A" kp ¢ Z an_jA"_k_jb7 1<k<n. (4.3)
j=1
Como b, Ab, ..., A"~ 1b sdo linearmente independentes (devido & controlabilidade de (A, b)), temos
de (4.3) que wl,...,w™ também o sdo. Do teorema de Caley—Hamilton, temos que p(A) = 6. Logo,

Pb = Pw" = e" (provando (7));

n—1
Awt = A"+ an_jA" bt agh = p(A)b — agh = —agb
j=1
= —apw" (provando (ii));

AwPtl = wk —ape™, 1 <k <n (provando (iii)).
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b) = a) Seja agora o sistema (A, b) satisfazendo as hipéteses do item b). O critério do posto nos
garante que esse sistema é controldvel. Logo, (A, b) é também controldvel. [ |

O teorema a seguir esclarece o resultado principal sobre a colocacao de raizes dos polinémios
caracteristicos de sistemas de controle.

Teorema 4.2.2 Seja (A,b) um sistema controldvel e A1, ..., \r € R, Api1, Art1, -0 As, As €
C\RR ndmeros complexos dados, com r + 2(s —r) = n. Entao existe f € R™ tal que o polinomio
caracteristico de A+ bf possui como raizes A1, ..., Apy App1, Artl, -« oy Asy Ase
Demonstracdo: Seja f um vetor com componentes fo, ..., fn—1. O Lema 4.2.1 nos permite escrever
o sistema A + bf (a menos de uma mudanca de varidveis) na forma

0 1 0 e 0 0

0 0 1 e 0 0

At bf = : : ; ; ; 7
0 0 0 e 1 0
0 0 0 e 0 1
Jo—ao fi—a1 fao—az -+ fao2—an—2 foo1—an—

onde ag,...,a,—1,1 s@o os coeficientes do polindomio caracteristico de A. Logo, o polinémio carac-

teristico p de A + bf satisfaz
n—1
p(r) = "+ D (fi - an)r's
i=0

Como os coeficientes f; — a;, i = 0,...,n — 1 sao determinados pelas raizes do polinémio, podemos
determinar fy,..., fn—1 (observe que é preciso resolver um sistema nao linear com n varidveis e n
equagoes). [ ]

Exemplo 4.2.3 Considere novamente o sistema linear (veja Exemplo 4.1.5)

() ()

A estabilizagao com f = ( f1) € R? nos leva & matriz

0 1
Ardf = (gfo —f1 )’

cujo polindmio caracteristico é: A2+ f1\+ (fo — g). Se escolhemos os autovalores A1 = —1, obtemos
os coeficientes fo =g+ 1, f1 = 2. O 0o

Observagao 4.2.4 E possivel obter um resultado semelhante ao apresentado no Teorema 4.2.2 para
sistemas genéricos (A4, B) — com m > 1. Neste caso, a demonstragio baseia-se na forma normal.
Discutimos aqui o caso geral na forma de algoritmo.

Seja o sistema de controle

? = Az+4+ Bu, com AcR™, BcR"™.

Procuramos uma matriz F € R™" tal que os autovalores de A+ BF sejam os nimeros Aq, ..., A, € C
dados (note que os autovalores complexos aparecem com seus conjulgados).
Os autovetores de A + BF' devem ser encontrados satisfazendo:

(A+BF)v' = \o', 1<i<n.
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Definindo ¢* := Fv?, 1 < i < n, obtemos

(A= XNI)w'+Bg" =0, 1<i<n.

Portanto,
i
() exea—naipn 1sisa P @]l
caso det(v!]---[v™) # 0. Essa tltima condigdo é satisfeita quando A + BF é diagonalisavel, o que
por sua vez pode ser garantido pela escolha dos autovalores Aq,..., A\, € C. O oo

Exemplo 4.2.5 Considere o sistema de controle com matrizes

0 1 0 10
A = 00 11|, B = 0 0
4 4 -1 0 1
Os autovalores do sistema livre (u = 0) sdo —1, —2, 2. Escolhemos para novos autovalores os valores:
A1 = =2, Ay = =3, A\3 = —4. Calculamos a seguir o nicleo de (A — \;I | B) i=1,2,3, onde

SV 0 10
(A—NI|B) = 0 -\ 1 00
4 4 —x-10 1

Um simples célculo nos permite obter Ke(A — X\;I | B), sendo estes para i = 1,2, 3 respectivamente
span{(1,-2,4,0,0)*, (1,0,0,—2,—4)*}, span{(3,2,—6,—5,0)", (2,-3,9,0,26)*},
5])(171{(271, 74a 7970)*5 (727747 16a07736)*}

1
-1 -3
aq1:(2)av2: 0 anZ(Q)a
0 5
0
v® = 1 ,q3<_é>.
—4

Obtemos assim a matriz de ganho
-3 -1 0
F= < 2 -12 -5 ) ’

e a matriz do sistema de malha fechada é

Podemos escolher entao:

o

-3 0 0
A+ BF = 0 0 1
2 -8 -6

o oo

Uma interessante aplicacao da colocagao de pdlos para um modelo de um reator quimico é
discutida em [KnKw] (ver exemplo 5.5). Neste problema a varidvel de estado (z € IR”) corresponde
a temperatura em diferentes partes do reator, enquanto que o controle (u € ]RB) corresponde a
abertura de trés valvulas de refrigeragao disponiveis.
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4.3 Observador Dinamico

Dadas A € R™", B € R™™, C € R"™ considere o sistema de controle (4, B,C). Na Seccdo 4.1,
vimos que para estabilizar um sistema utilizando uma estratégia de realimentagao de estado da
forma v = F'z temos que encontrar F' de modo a tornar a matriz (A + BF') estdvel.

Fazemos agora o desenvolvimento equivalente para o problema de realimentagao de saida, quando
procuramos controladores da forma u = Fy. Note que

w=Fy=FCz, FeR™.
O objetivo é entao encontrar F' de modo que o ponto de equilibrio Z = 6 do sistema z’ = (A+ BFC)z

seja assintoticamente estavel. Tal abordagem encontra sérios obstéculos a sua realizagao, pois mesmo
as hipoteses

(A, B) controlavel, (A,,C) observdvel

néo sdo suficientes para garantir a estabilidade da matriz (A+ BFC). Tal fato pode ser comprovado
no simples exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.1 Considere o problema de controle descrito por
rT+r=u y ==z

Na forma de sistema temos

E fécil verificar que os sistemas (A, B) e (4,,C) sao respectivamente controldvel e observavel. Es-
colhendo agora uma estratégia de controle linear de realimentacao de saida, temos

w:= fy, com feR".

Obtemos assim a equacao & + (1 — f)z = 0, que corresponde ao sistema z’ = (A4 BfC)z, com

0 1
(A+BfC)<f_1 0).
Calculando o polinémio caracteristico deste novo sistema, obtemos p(r) = r2 + (1 — f) = 0, que

possui raizes:
Ar = £/ f -1

Obviamente é impossivel encontrar f € R que satisfaca Re(A+) < 0 e Re(A_) < 0 ao mesmo tempo.
Portanto, o sistema néao é estabilizdvel. O oo

Na Secgao 4.4 é analisada uma alternativa para a estabilizagao por realimentagao de saida, que
consiste de duas etapas: inicialmente o estado é recontruido a partir da saida; em um segundo passo
utiliza-se a aproximacao do estado na realimentacao.

A fim de reconstruir dinamicamente o estado z a partir da observacdo y, utilizamos a seguinte
idéia:
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O sistema (A, B, C) é simulado por outro com a mesma estrutura;

e Seja x o estado desse sistema paralelo e w = C'x sua saida;

O controle do sistema paralelo é constituido pelo controle do sistema usual adicionado de
uma componente da forma L(w — y), com L € R™;

Obtemos assim o sistema

¥ = Az + Bu+ L(Cx —y), w = Cux,

que é denominado observador dindmico;!
e A diferenca entre os estados do observador e do sistema original é definida por € := z — x
e satisfaz
e = Ae — L(Cx —Cz) = (A+ LCO)e;

e L é escolhido tal que (A 4+ LC) seja estavel, garantindo assim lim e(t) = 6.

t—o0o

A anilise da estabilidade de (A 4+ LC) nos leva ao conceito de detectabilidade. O teorema a
seguir estabelece a equivaléncia entre a detectabilidade de um sistema (A,,C) e a estabilidade da
matriz do observador dinamico (A + LC).

Teorema 4.3.2 Dadas A € R™" e C € R"™, sdo equivalentes as afirmagdes:

a) (A,,C) € detectdvel;

b) Sewv € C" € autovetor de A e seu autovalor A satisfaz Re(X) > 0, entao Cv # 0;

¢) (A*,—C*) ¢ estabilizdvel;

d) Eziste L € R™ tal que a matriz (A + LC) ¢ estdvel.

Demonstrag¢ao: a) = b) Sejam v e A como em b). Considere as solugbes especiais do problema de
valor inicial 2’ = Az, z(0) = v dadas por

2,:(t) := Re(eMv), zi(t) := Im(eMv), t € R.

Note que, se Cv = 0, entdo v pertence ao subespaco ndo observdavel de (A,,C). Neste caso,
lim; z,.(t) # 0, contradizendo a detectabilidade de (A,, C).
b) = ¢) Note que é possivel escrever o sistema (A*, —C*) na forma normal

< Ar X 5 Cr

(8 a)e-(9)
com (Ay, Cr) controldvel. Analisamos separadamente as duas possiveis situagoes:
Se o bloco Ay nio existir, temos (A*, —C*) = (P~*A;P,P~1Cy). Logo, (A*,—C*) é controlavel.
O item c) segue agora do Teorema 4.1.2.

Suponha que o bloco Ay esteja presente na forma normal. Se p é um autovalor de A}; e w um
autovetor correspondente, temos para v = (£ ) que

A*v = v, Cv = 0.

Da hipétese em b) segue que Re(u) < 0, provando assim que A%, (e conseqiientemente A;y) é uma
matriz estdvel. Da controlabilidade de (A, Cr) segue sua estabilizabilidade, i.e. existe F tal que

1A escolha da letra L para o observador se deve a D.G. Luenberger, que introduziu esta idéia.
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(A; + CrFr) é estavel. Temos entdo que a matriz

- A+ CF
A+C’(F1|®)< “L@C” Af})

6 estavel. Como F = (F; |©) estabiliza (A,C) e (P~'AP,P~'C) = (A*,—~C*), entdo F = FP
estabiliza (A4*, —C*).
¢) = d) Por hipétese, existe uma matriz D tal que a matriz A* + (—C*)(—D) é estdvel. Logo,
A+ LC é estavel com a escolha L := D*.
d) = a) Dado zy € Nj—y Ke(CAF) defina z(t) := e'2y,t € R. Do teorema de Caley-Hamilton
segue Cz(t) = 0, para t > 0. Logo, z também ¢é solucdo de

2= (A+LC)=.

Como os autovalores da matriz (A + LC') possuem parte real negativa, temos que lim z(t) =6. W

t—o0

Exemplo 4.3.3 Vamos aplicar a idéia do observador dindmico ao sistema (A, B, C) com matrizes

A:<(1) ?5)’3:(})’0:(1 0).

E facil ver que (A, B) é controlavel e (A,,C) observavel, e portanto também detectavel. Os auto-
valores de A+ LC com L = (f;) sao obtidos resolvendo-se a equacgao
0 = det(\ — (A+LC)) = A + (3—1)\ + (2—2l; — 3l2). (4.4)

Escolhemos para a matriz A+ LC os autovalores \; = —9, Ay = —10. Resolvendo (4.4) para (I1,l2),
obtemos [y = —16, l» = —56/3. O observador dindmico possui entdo a seguinte estrutura:

' = Az + Bu — Ly,

A(_;éjg _§> B<1>, L=(-16 -56/3 ).

O observador dindmico nos permite reconstruir a componente zs do estado — note que a compo-
nente z1 ja é observada. Suponha que temos a seguinte situagao:

com

com £ € R. O erro de reconstrugao € := z — x satisfaz

e = (A+LC)e

Os autovalores de A + LC sdao A1 = —9, Ay = —10 e os respectivos autovetores sdo vy = (81/3) e

(el ) 3e 9 — 310t
et) = < es(t) ) =& ( Qe—9t _ 7p—10t |-
Nos interessa saber o quao rdpido €2 converge a zero. Para t = 0.5, temos e2(t) = 0.041¢ (aprox-

imadamente 4% do erro inicial) e para t = 0.9, temos ez(t) = 0.015¢ (i.e. 0.1% do erro inicial).
O oo

Vg = (71/3). Temos entao
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E possivel utilizar sistemas auxiliares observadores também para sistemas de controle nao lineares.
Para maiores detelhes, consulte [KIF], [Is]. Ainda no contexto de sistems auténomos, o leitor pode
encontrar em [KnKw] detalhes sobre o observador reduzido (semelhante ao observador discutido
nesta secgao).

4.4 Estabilizacao por Realimentacao de Saida

O Exemplo 4.3.1 nos mostra que a forma cldssica da estabilizacao por realimentagao de saida u =
Fy = FCz nem sempre é possivel. Uma alternativa é utilizar o observador dinamico para encontrar
uma aproximagao para o estado, e, a partir desta aproximacao, escolher o controle.

O observador dinamico é definido pelo sistema (veja Seccao 4.3)

(4.5)

' = Az + Bu+ L(w — y)
w = Cz

A partir do estado x escolhemos um controle de realimentagao da forma u = Fx. Substituindo esse
controlador no sistema (A, B), obtemos para (z,x) o sistema acoplado:

r_
{ 2 = Az+ BFx (4.6)

¥ = (A+BF 4+ LC)x — LCz
que esta associado a matriz
i - A BF
o —LC A+BF+LC )
Se a matriz A for estével, conseguimos atingir o nosso objetivo inicial de estabilizar (A4, B, C) através
do sistema acoplado (4.6) — constituido de processo mais observador. Note que esta abordagem nos

permite, além de estabilizar o processo, reconstruir seu estado.
Defina agora w := z — x. O sistema (4.6) se escreve nas novas varidveis (z, w) como

2/ = (A+ BF)z+ BFw
w = (A+ LC)w

Concluimos assim que a matriz A é semelhante a matriz

A(A—i—BF BF )

C) A+ LC

A tarefa de estabilizar Aé portanto equivalente & de estabilizar A. Note, porém, que a estrutura de
A nos permite escrever

Pi = P(A+BF)P(A+LC)s

onde pjs representa o polindmio caracteristico da matriz M. Sendo assim, nossa tarefa se reduz a:
e Determinar F' tal que a matriz A + BF é estavel,
e Determinar L tal que a matriz A + LC' é estével.

Conhecemos, entretanto, da Definicao 4.1.1 e do Teorema 4.3.2 condicoes necessérias e suficientes
para que os objetivos acima possam ser alcancados. Sao essas respectivamente:

e (A, B) estabilizdvel,
o (A,,C) detectdvel.
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Exemplo 4.4.1 Considere o sistema (A, B, C') do Exemplo 4.3.3 com matrizes:

A:(_(l) g),B:(i),C:(l 0).

Vimos naquele exemplo que a matriz
—16
b= ()

é tal que A + LC possui autovalores —9 e —10. Se F' = ( i fe ), os autovalores de A + BF' sao
dados pelas raizes do polinémio caracteristico

det(\ — (A+BF)) = X + (3—f1— fo)A + (2—=5f1 — fa).

Escolhendo para A+ BF os autovalores \; = —5, Ay = —6, obtemos para F os coeficientes: f; = —5,
f2 = —3. Portanto, a matriz do sistema (4.7) assume a forma
-6 0 5 3
T -5 =5 5 3
4 0 0 -—17 3
0 0 -56/3 -2
O o 0o

A estabilizacao por realimentagao de saida para sistemas SISO nao lineares especiais é considerada
em [KIF].

4.5 Pontos de Operagao

Nesta seccao consideramos os problemas de determinacao e estabilizacao de pontos de operagao.
Considere um sistema de controle (A, B), no qual a varidvel de controle u se decompde em uma
entrada fixa @ (desconhecida) e um sinal de controle v. O sistema se escreve entdo como

2 = Az + B(u+v). (4.8)

O ponto de operacao z, do sistema (4.8) corresponde ao ponto de equilibrio do sistema livre (i.e.
v = 0). Temos assim
2o = —A"'Ba.

O problema abordado nesta sec¢ao é o de encontrar uma estratégia de controle v que torne o ponto
de operagao assintoticamente estavel e que, se possivel, nos permita identificd-lo.

Note que se @ é conhecido, recaimos no problema de estabilizacdo do sistema (A, B). De fato,
uma vez calculado z,, basta fazer a mudancga de varidvel x = z — z, para que o estado = satisfaga a
dindmica 2’ = Az + Bw.

Utilizando uma abordagem semelhante a do observador dindmico, é possivel nao somente es-
tabilizar o ponto de operagdao, como também determina-lo. Vamos aproximar o estado z por z
satisfazendo a dinamica:

2 = Lz —x),

onde L € R™" é nao singular. Escolhemos agora para (4.8) um controle da forma
v =F(z—uz).
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Fazendo a mudancga de varidveis z = z — z,, £ = = — z,, obtemos
2 = Lz—xz) = L(2-2)

e ainda
2/ =% = A2+ Bu+BF(z—x) = A2+ BF2— BF3.
Temos entdo, para o par (£ &), o sistema

()= () (2)

Portanto, basta encontrar matrizes F' e L, tais que a matriz do sistema (4.9) seja estavel. Note que,
se A é estdvel, uma escolha possivel ¢ F =0, L = —1.

=
ISR SY

Exemplo 4.5.1 Considere o sistema de controle (A4, B) com matrizes:
1 3 1
fi il
F o= L = .
< fa )’ lo I

Supomos F' e L da forma:

A fim de torna a matriz A + BF estavel, escolhemos f; = fo = —3, obtendo assim:
-2 0
demr= (2 0)

Temos entao
-2 0 3 3

(A—i—BF —BF) -3 -5 3 3

L L ) " | b b o~k |’
b L =l -4
cujo polinémio caracteristico é:
pN) = M+ (TH+20)N + (1048l +13F =13 —6l12) A\ + (813 +13 =13 —121) X + 2(13 —13).
A observancia do critério de Hurwitz (veja Teorema 3.3.5) nos leva a escolher os coeficientes I} = 1,
lo = —3. As raizes obtidas sao
AM=X=-2, A3=-1, \y=—4

Logo, F = ( -3 -3 ) el = (713 _13) estabilizam o ponto de operagao.

Para fins de célculo, suponha @ = —2. O ponto de operacdo correspondente é z, = —A~ !B =
(3)- Suponha as condicdes iniciais: z(0) = (§) e #(0) = 6. Temos entéo
0
200) \ -1
#0) ) ~ | -5
-1

Al A

e a solugao do sistema (2’ &) é:
—66e™" 4 66e>" + 48te 2!
Z(t) 337t — 34e2t — 48t~
Z —T7e~t + 96te 2! 4+ 12e =4 + 602
5567t — dde2t — 96te 2t — 124
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Exercicios

4.1 Considere o sistema SISO (A, b) com

1 6 -1 1
A= -1 -1 1|, b=1]1
-2 2 0 1

Encontre a forma normal (A, b) do sistema (b = (0,0, 1)).

4.2 Considere o sistema SISO (A, b) com

01 0 0
A= 001],b=1]0
—2 30 1

Encontre uma estratégia de realimentagao de estado u = fx, com f = (f1, f2, f3), tal que o sistema
de malha fechada A + bf possua autovalores —1+ ¢, —1 — i, —4.

4.3 Considere o sistema (A, B) com

110 0 1
A=[101 |, B=|10
00 1 0 1

a) Mostre que (A, B) é controldvel;

b) Encontre uma estratégia de realimentagao de estado u = Fz, tal que o sistema de malha fechada
A+ BF possua autovalores —4, —5, —6.

4.4 Construa um observador dinamico para o sistema

-1 0 0
A= -2 -2 =2 |, C=(11 1),
-1 0 -3

tal que A + LC possua autovalores —8, —9, —10.

4.5 Encontre uma estratégia de realimentagdo F' e um observador L para o sistema (A, B, C) com

-1 0 0 1
A=| 2 -2 =2 |, B=(0],C=(111),
-1 0 -3 1

tal que A + BF possua autovalores —4, —5, —6 e A 4+ LC possua autovalores —8, —9, —10.
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Capitulo 5
Principio do Maximo

Neste capitulo é analisado um conjunto de condigGes necessarias para otimalidade de solucoes de
problemas de controle étimo. Tal resultado é conhecido na literatura como principio do mdzimo® e
muito se assemelha a um teorema de multiplicadores de Lagrange, formulado em espagos de dimensao
infinita.

Com hipéteses adicionais de convexidade, o principio do maximo pode ser demonstrado utilizando-
se argumentos elementares de analise. Em particular, a condigdo de maximo é obtida a partir da
equagdo de Euler-Lagrange. No caso geral (sem a hipdtese de convexidade da Hamiltoniana), a
demonstracao da necessidade da condigao de méximo é mais complicada e necessita de alguns resul-
tados oriundos da teoria de otimizagao em espacos de dimensao infinita.

A autoria do principio do méximo é controversa. A maioria dos autores credita a condigao de
méximo ao grupo liderado pelo matemético russo L.S. Pontryagin (1956). Entretanto, tal condi¢ao
pode ser encontrada em um texto anterior, porém pouco divulgado, de M.R. Hestenes (1950). Para
maiores detalhes consulte [Hes|, [PBG], assim como o artigo de Hestenes? em [BaNe].

O capitulo é organizado da seguinte forma: Na Secgao 5.1 apresentamos o principio do maximo
para problemas de controle 6timo com horizonte finito. Algumas variantes do resultado, corre-
spondentes a diferentes condigdes de contorno, sao também analisadas nesta seccao. Na Secgao 5.2
consideramos o principio do maximo para problemas com horizonte infinito. Na Seccao 5.3 sao dis-
cutidas diversas aplicagoes, nas quais o principio do maximo é utilizado na identificagao de processos
otimos.

5.1 Problemas com Horizonte Finito

Comegamos por discutir uma formulagao bastante geral para problemas de controle 6timo com
horizonte finito. Considere o problema de controle

t1

Minimizar J(z,u) := L1(t1, 2(t1)) + / L(t, z(t),u(t)) dt
¢

sujeito a ’

P(to, z0) t1>to; ue LY (to, 1]; R™), u(t) € Q q.s. em [to, t];

z(t) = 2o —I—/t f(s,2(s),u(s))ds, t € [to,t1]; ¥(t1,2(t1)) =0

ITambém conhecido como principio do minimo, ou principio de Pontryagin.
2HESTENES, M.R., Variational theory and optimal control theory, 1 — 22
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onde

L:Jtg,00) x R" xR™ = R, Lj: [tg,00) x R" = IR,

fi[to,00) x R" x R™ — R", ¥ : [tg,00) x R" — R?
e Q C IR™. O tempo inicial tg e a condigao inicial zg sdo fornecidos, enquanto que o tempo final #;
e a condic¢ao final sao, a principio, desconhecidos.

Note que o fato da dinamica do sistema ser descrita por uma equacao integral ao invés de

diferencial, permite-nos considerar trajeérias admissiveis menos regulares. O conjunto das estratégias
de controle admissiveis é

uﬂd = Llloc([oa OO), Rm)

Desta forma, as trajetdrias correspondentes sao fungoes absolutamente continuas em [tg, ¢1].

Definicao 5.1.1 Sejam f, L as fungoes definidas acima. A aplicacao
H:[tg,0) x R" x R" x R™ — R,
(t, Z, A? u) — <)\’ f(t’ Z’u)> Jr nL(t7 Z7u)

é denominada fun¢do de Hamilton (note que a origem da constante 7 precisa ainda ser esclarecida).
O 0o 0o

No teorema a seguir apresentamos o principio do mdzimo. Por ser longa e técnica, a demonstragao
ndo é apresentada nestas notas. A argumentacao utilizada na demontracao segue a linha das notas
de aula de M. Brokate (veja [Br]).

Como referéncias auxiliares o leitor pode consultar [PBG], [Hes], [Ber], [Know], [MaSt], [Za],
entre outros. A obtengdo do principio do mdximo para problemas com tempo final fixo (t; = T
conhecido) é mais simples, podendo ser encontrada em [FIRi, Capitulo 2], [Ho, Capitulo 9] ou [Tr,
Teorema 11.8].

Teorema 5.1.2 Suponha que L, f sdo aplicagcoes C? e que L1, 1 sdo C*. Se (z,u,t1) € uma solugdo
do problema P(to, z0), tal que

’L/Jz(ﬂ,i(t_l)) #0 e (Ll)z(t_laz(t_l)) #0,

entdo existe uma fungao X : [to,t1] — R"™ e constantesn >0, u € RP que satisfazem:
i) Equagao de estado

t —

zZ(t) = 2z + / f(s,2(s),u(s))ds, t € [to,t1];

to

i1) FEquagdo adjunta
bo9H _
—(s,2(8), \(s),a(s)) ds, t € [to, t1],
+ (92’
Ly 7 -7 OV i i\«

no= 8B, 2(0) — GL(R. 2(R)" ks

)\(t) = )\ +

1i) FEquagdo de evolugdao da funcdo de Hamilton



iv) Condigao de otimalidade

H(t,z(t), A(t),a(t) = Lnelgzl H(t,z(t), A(t),u), gq.s. em [to,t1];

v) Condig¢ao de ndo acoplamento n+ || # 0.

A demonstracao do Teorema 5.1.2 constitui-se na aplicagdo de um teorema de multiplicadores a
um problema auxiliar, obtido de P(t, z9) por uma mudanga de varidveis denominada transformacao
no tempo e cuja solubilidade estd relacionada a de P(to, 20). As constantes 1 e p surgem na demon-
stracao como componentes de um vetor normal a um hiperplano, que separa conjuntos de nivel
associados & fungéo objetivo J e & condicao final ¢ (¢, z(t)) = 6.

Observagao 5.1.3 A denominagao principio do mdzimo é motivada pelo item iv) do Teorema 5.1.2,
que, entretanto, refere-se a determinacao de um minimo. Note, porém, que a elementar substituigao
de J por —J permite-nos trocar o problema de minimizagao por um de maximizacao, alterando assim
o min da condi¢do iv) para max. Sem duvida, as condigbes mais interessantes do Teorema 5.1.2 sdo

2'=Hy(t,z,\u), z(to) = 20, Y(t1,2(t1)) =

* '’ _ 0Ly
N =—H,(t,z,\,u), A\(t1) = UW(M,Z(M))—

Q
z\z|€ N
—
o~
=
N
—
o~
=
N
=
=

o H(t,z,\,u) = mig H(t,z(t), A(t),w), q.s. em [tg,t1] .
we

Note que o par (z,\) é solugdo de um sistema hamiltoniano para a fungao H. O o g

Observagao 5.1.4 Analogamente aos problemas variacionais, os problemas de controle 6timo também
podem ser formulados com diferentes tipos de condigoes de contorno. A cada um destes tipos corre-
sponde uma variante do Teorema 5.1.2, que se diferencia deste apenas pelas condi¢oes de contorno
da variavel adjunta e da funcao de Hamilton. Enunciamos a seguir algumas variantes do problema
P(to, 20) que surgem com maior freqiiéncia nas aplicagbes. Apresentamos também as condigdes
necessarias correspondentes para cada problema.

Considere o problema P(tg, z9) com t; fixo (t1 > tg) e L1 = 0.
e Se a condicdo final é fixada (2(¢1) = z1), ndo hd nenhuma condigdo para A(t1) (corresponde &
escolha 1(t, 2) :== (t — t1, z — z1) € R?).
e Se a condigdo final é livre (z(¢1) qualquer), a varidvel adjunta satisfaz A(t1) = 6 (corresponde &
escolha ¢(t,z) .=t —t; € R).
e Se a condicao final é da forma: z(f1) > 21 (no caso escalar), a varidvel adjunta satisfaz A(¢1) > 0,
ocorrendo a igualdade quando z(t1) > 2.

Considere o problema P(to, z0) com L; = 6. Neste caso, as condigdes para A(t1) discutidas acima
nao se alteram e, além disso,

H(tl,z(tl),)\(tl),u(tl)) =0.

Esta equagao extra corresponde & variavel adicional do problema, representada pelo tempo final
desconhecido t. O 0o

O principio do méximo pode, em alguns casos, ser utilizado para efetivamente determinar uma
solucdo do problema P(to, 29). Para tanto, aplica-se a seguinte estratégia: Inicialmente explicitamos
o controle u em funcao das varidveis z e A\, obtendo assim

u(-) = Uu(,2(),A0)) -

(0]



1. Estime X\g:= A(to) e u;

2. Resolva o problema de valor inicial

7z = —i—%—l){(t,z,)\,LU*(t,z,)\)), z(to) = 2o,
No= G 2 X102 0), Mto) = o

3. Aprimore a estimativa (p.ex. através do método de Newton)
com o objetivo de satisfazer as equagdes

0L,

Pt 2(00)) =0, Mta) = (01, 2(12)) — D (11, 2(10)"

4. Retorne ao passo 2.

Figura 5.1: Algoritmo do método de shooting para sistema hamiltoniano

O préximo passo € substituir essa expressao no problema de valor de contorno da Observagao 5.1.3
(eliminando a varidvel u):

2= Ha(t,z,\U.), z(to) = 20, ¥(t1,2(t1)) =0; (5.1)

N = CH.(b 2\ UL, )\(tl):n%(tl,z(tl)) - g—f(tl,z(tl))*u; (5.2)
, oH

H = W(ta Z, A, U*) ) (53)

(b1, 200 A1),V (0)) = =1 220, 2(00)) + (S o, 2(00). 1)

Este sistema é entao resolvido, com o intuito de obter um candidato & solugao do problema de
controle P(tg, zo). Entretanto, nem sempre é possivel obter a representagao U, (-, z, \) e nesses casos
fala-se da existéncia de uma estratégia de controle singular.

O sistema resultante de (5.1), (5.2), (5.3) pela substituigdo u(-) = U.(:, z, A) pode ser resolvido
por um método do tipo shooting, conforme mostra o esquema na Figura 5.1 (supomos 77 = 1 no
Teorema 5.1.2).

Observagao 5.1.5 O problema de valor de contorno (5.1), (5.2), (5.3) possui, tomando o controle «
fixo, 2n+1 varidveis (z, A, H) e p+1 pardmetros (1, ). Temos assim 2n+p+2 graus de liberdade, os
quais estao sujeitos a 2n+p+1 equagdes. Aparentemente, temos um grau de liberdade a mais. Note,
porém, que a condi¢do de ndo acoplamento v) garante que 7 e x ndo sdo ambos nulos, sendo portanto
sempre possivel simplificar o sistema (5.1), (5.2), (5.3) em relagdo a 1 ou a uma das componentes
de p. Sendo assim, o Teorema 5.1.2 pode ser formulado alternativamente como:

...existem A : [tg,t1] = R™, n =0oun =1, p € RP que satisfazem i), ..., v).

o oo

Observacgao 5.1.6 E simples verificar que a equagao de Euler-Lagrange do cédlculo variacional
pode ser obtida do principio do méximo. De fato, o problema de minimizacao cldssico do calculo
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variacional pode ser interpretado como
b
Minimizar J(z,u) ::/ L(t, z(t),u(t)) dt
a
sujeito a 2z’ = u(t) .

Logo, a condigdo de maximo iv) do Teorema 5.1.2 implica em

OH < 0 < < oL
0 = 52 ) = o [\ a) + 0Ll 2a)] = A+ n5-(t29)
e, portanto,
- oL
A= —n%(t,z,a). (5.4)
O sistema hamiltoniano para as variaveis de estado e adjunta se escreve
dz _ ,0H _ 4
di = Tox T (5.5)
De (5.4) e (5.5), temos
_a_L(t**) = i _a_L(t**)
T B = g \ T\
o oL d (oL
e s (5 _ Y [YH — /=\/ _
() - g (Fe0aE)) = 0.
O 0o o

5.2 Problemas com Horizonte Infinito

Analisamos nesta seccao condigoes necessarias para problemas de controle 6timo com horizonte
infinito. Os problemas de controle dessa natureza tem ganho importancia nas ultimas décadas
devido aos modelos matematicos oriundos das ciéncias economicas e biolégicas que os utilizam.

Os primeiros trabalhos a tratar de problemas de otimizacao com horizonte infinito sao devidos
aos economistas. Uma referéncia cldssica é o artigo escrito em 1928 por F. Ramsey (veja [Ra]), que
trata de problemas do tipo consumo X investimento (veja Aplicagdo 5.3.5). A primeira extens ao
do principio do maximo para problemas com horizonte infinito foi apresentada por H. Halkin em
1964 (veja [Ha]). Um apanhado do desenvolvimento da teoria pode ser encontrado em [CaHal. Na
abordagem aqui apresentada, seguimos os passos descritos em [Leit], que utiliza um conceito de
otimalidade diferente dos encontrados em [Ha] e [CaHa).

Intimeros modelos econémicos (de horizonte finito e infinito) sao tratados, sob a 6tica do controle
6timo e programacao dindmica, em [SeSy]. Nesta referéncia também sdo analisados problemas de
exploragao de recursos naturais. O leitor interessado em aplicacoes desta natureza deve consultar
ainda [SeZh].

Aplicagoes a modelos biolégicos podem ser encontradas em [Cl]. Um interessante problema
relacionado & exploracao Gtima de recursos biorenovaveis (pescaria 6tima) é analisado em [CCM], e
[BaLe].

A seguir analisamos um caso particular do problema abordado na Seccao 5.1. Trata-se de prob-
lemas de controle 6timo com tempo final fixo. A abordagem nesta seccao de tais problemas (de
horizonte finito) é justificada pelo fato das condi¢oes necessérias para estes problemas serem uti-
lizadas na demonstragao do principio do maximo para os problemas com horizonte infinito.
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Suponha que no problema P(tg,z09) o tempo final ¢t; = T e o estado final z; = 2y s@o dados.
Temos assim o seguinte problema de controle étimo:

T

Minimizar J(z,u) := / L(t, z(t),u(t)) dt

0

sujeito a
Pr(z0) ! :

z(t) = 2o +/ f(s,z(s),u(s))ds, t € [0,T], 2(T) = 27 ;

0

uw € LY[0,T);R™), u(t) € Q q.s. em [0,7];
Argumentando como na Observacao 5.1.4, obtemos um conjunto de condigGes necessarias para oti-
malidade de uma solugao do problema Pr(zp):
Corolario 5.2.1 Suponha que L, f sio aplicagoes C?. Se (z,1) é uma solugdo do problema Pr(zp),
entdo existe uma funcao A: [0,T] = R"™ en=1 oun =0 que satisfazem

i) Sistema hamiltoniano

it) Condigdo de otimalidade
H(t,z(t), \(t),u(t)) = min H(t,2(t), A(t),u), g.s. em [0,T];

iii) Condig¢ao de ndo acoplamento 1+ ||A]|co # 0.

Demonstracao: Segue imediatamente do Teorema 5.1.2 e da Observacao 5.1.4. [ |

Analisamos agora os problemas com horizonte infinito. Considere o seguinte problema de controle
6timo:
Minimizar J(z,u) := / e O L(z(t),u(t)) dt

0
sujeito a
Pu(20) t
) =20+ [ () u(s)) ds, te 0,00);
0

u € L ([0,00); R™), u(t) € Q q.s. em [0,00) ;

loc

onde as fungdes L : R x R" — R, f: R" x R" — IR", o conjunto 2 € R™ e a constante § > 0
sao dados. Verificamos a seguir um resultado que fornece condigoes necessérias para otimalidade de
uma solugao de P (20).

Teorema 5.2.2 Suponha que L, f sio aplicagoes C?. Se (z,u) é uma solucio de Ps(20), entdo
existe uma aplicagio X : [0,00) — IR™ e constantes n =0 oun =1, \g € R" que satisfazem:

i) Equagdo de estado

Z(t) = z0 + /0 f(s,2(s),u(s))ds, t €[0,00);

i1) FEquagdo adjunta

tOH

At) = o + E(s,i(s),)\(s),ﬂ(s))ds, t€1[0,00);
0
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iii) Condigdo de otimalidade

H(t,z(t), A(t),a(t)) = inelslll H(t,z(t), A(t),u), g.s. em [0,00) .

Demonstragdo: Seja (Z,%) um processo Gtimo para P (z9). Dado T > 0, as fungoes e %L :
0, 7] x R" xR™ e f:[0,7] x R" x R™ satisfazem as condigbes do Corolério 5.2.1. Logo, este
corolario nos fornece condigoes necessarias para otimalidade de cada problema

T
Minimizar J(z,u) ::/ e TOUL(t, 2(t), u(t)) dt
0
it
Pr (20) sujeito a )
)= 20 [ Fls,2(0)u(s)) ds. € T, 2(T0) = 1= 5(T0)
0
u € LY[0,Tx]; R™), u(t) € Q q.s. em [0, Ty] ;
onde Ty, — oo. Como consequéncia do principio de otimalidade de Bellman, temos que (2, %)|[o,7,] ¢

uma solugdo de Pr, (z0). Juntando os fatos, podemos garantir a existéncia de n; > 0, Ag : [0, T}] —
R", tal que

o [[Mglloo + 1% >0;

e (2,\x) é solugao do sistema Hamiltoniano®
dz(t) = HA(t 2(0), \e(t), a(0)) dt, ¢ € [0, T
dA\p(t) = —Hg(t, 2(t)

i H(ta Z(t)a Ak (t)a ’L_l,(t)) = Hlag)l({H(t, Z(t)7 Ak (t)a ’U,)}, g.s. in [07 Tk]
ue
Considere agora a seqiiéncia {A\;(0), nx }rew. Normalizando os multiplicadores de Lagrange, podemos
supor que |[Ag(0)] +nr = 1, & € N. Tomando subseqiiéncias (se necessério), podemos garantir a
existéncia de A\g € IR" e n > 0 satisfazendo

Aol +n =1, LmAk(0) = Ao, lim, = 1. (5.6)

Seja agora T' > 0 fixo. Logo Ty > T, para k > ko e como o sistema Hamiltoniano desfruta da
propriedade de depéndencia continua das condigbes iniciais, podemos garantir que existe A : [0,T] —
R", tal que A\ converge uniformemente para A em [0,7]. Essa convergéncia implica nas desejadas
condigoes de otimalidade para o problema Py, (2g), uma vez que T' > 0 é arbitrario. [ ]

Observagao 5.2.3 Duas diferencas basicas devem ser observadas na formulacao do Teorema 5.2.2
em relagao ao Teorema 5.1.2:
e Falta uma condicao de contorno final para a varidvel adjunta A (eventualmente uma condigao de
decaimento do tipo tlim At) = 0);
— 00
e Falta a condigdo de ndo acoplamento (neste caso n + |Ag| # 0). Ooo
Uma andlise para problemas do tipo linear-quadratico com horizonte infinito é também possivel

via programagdo dinamica. Através de um processo de limite, é possivel obter a funcdo valor
resolvendo-se a equacao algébrica de Riccati (veja [So, Capitulo 7]).

3Note que H(t727Ak7u) = (Aka(t7Z7u)>+nkL(t7zvu)
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5.3 Aplicagoes do Principio do Maximo

Nesta seccao analisamos, & luz do principio do maximo, alguns problemas de controle étimo. Na
Aplicagao 5.3.1 é discutido formalmente um problema de tempo minimo. A Aplicagao 5.3.2 é uma ex-
tens ao da primeira. Nela é analisada uma familia maior de problemas, composta pelos denominados
problemas de tempo minimo até a origem.

Na Aplicacao 5.3.3 o principio do maximo é utilizado para verificar que uma estratégia do tipo
bang-bang é a nica estratégia étima existente para um problema de alunissagem. Na Aplicagao 5.3.4
consideramos um problema com controle singular.

Na Aplicacao 5.3.5 consideramos um modelo econémico classico, que foi formulado por F. Ram-
sey em 1928 (veja [Ra]). Utilizando a equacdo de Euler-Lagrange, obtemos a politica tima para
um problema de consumo X investimento com horizonte infinito.

Em [BMS] podem ser encontradas diversas aplicagoes do principio do méximo a problemas aeroes-
paciais, dentre as quais citamos: Desenho 6timo de uma missao a Netuno; Ascenssao 6tima de um
veiculo espacial hipersonico; Alcance maximo de voo para uma asa delta atravessando uma térmica.
Em [Ho] s@o discutidas (entre outras) as seguintes aplicagbes: Oscilador harménico com custo de
combustivel; controle de epidemias; Pescaria 6tima; Contracao do ventriculo esquerdo do coragao;
Compra e venda de agoes.

Aplicagao 5.3.1 (Tempo minimo I) Considere a tarefa de encontrar uma estratégia @ (acel-
eragdo e frenagem) que permita levar, no menor tempo possivel, um carro que se encontra na
origem e em repouso, até uma parede distante de uma unidade. Ao chegar na parede o carro deve
ter novamente velocidade nula.

Supondo que o carro de massa unitaria e desprezando os atritos, temos o modelo:

() = u(t), t € 0,1,

onde z(t) representa o deslocamento, i(t) a velocidade e Z(t) a aceleragdo do veiculo no tempo t.
As condi¢oes de contorno sao:
z(0) =0, %(0)=0;
x(t) =1, #()=0.
Podemos entao escrever o problema na forma P(tg, z9) como
L T
Minimizar fo ldt
sujeito a
Z=08z+ () u 2(0)=06;
(T, 2(T) = (§) —=(T) = 0
onde T > 0, u € L'[0,T] e u(t) € Q := [~1,1] q.s. em [0,7]. Como o sistema é auténomo, a

aplicagdo U, = U.(z,A) nao depende explicitamente do tempo. Do principio do méximo, obtemos
as seguintes condicoes necessarias:

Z = ('ZQ), z2(0)=0, 2(T) = (6) ;

No= =) M) = ()

H(t,z,\,u) = 2z2A1 + uly + n;

zod1 + Ui(z, M)A + 1 = uglj?,l] {z2A1 + ul2 + 1}, q.s. em [0,T];
n 4wl + [pe| # 0.
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A condicao de optimalidade nos permite encontrar
o fsign )\2 , )\2 7é 0
Udlz,\) = { 2 A =0 (5.7)

Calculando agora z(t), \(t) para t € [0,T], obtemos?

2(t) = /Ot u(s)ds, z(t) = /Ot /O u(r)drds, t € [0,T); (5.8)

Al(t) = U1, )\g(t) = (T—t)ul + po, t€ [O,T] (59)

Analisando (5.7), concluimos que basta identificar o sinal e os zeros da funcdo Ay para obtermos a
estratégia 6tima de controle. Estudamos assim os seguintes casos:

e )\ nao possui zeros: de (5.7), segue que u(t) = 1 ou u(t) = —1. Entretanto, essas estratégias
nao sao admissiveis, pois as respectivas trajetérias nao alcangam o estado final;

e )\ possui zeros em [0,7): de (5.9), temos que Ay é uma funcédo linear em t. Logo, A2 possui
apenas um zero em [0,7'), o qual denominamos 7.

Temos assim duas familias de candidatos a controle 6timo:
1, t<r -1, t<T
“(t){—L t>r  ° “(t){ 1, t>7

Note que com os controles da segunda familia ndo é possivel atingir o estado final z(T) = (}) para
nenhum 7' > 0. Substituindo a expressao restante em (5.8), temos

#r) = ( o > L (1) = ( 3T 2T > |

Da condicio de contono z(T) = (}), obtemos para o par (7,7 o sistema nao linear

1= —4T%*+27T — 72
0=2r-T

cuja solucao é 7 = 1, T' = 2, como se verifica facilmente. Portanto, a solu¢ao do problema de controle

é
- _ 1, 0<t<1
T =2, u(t){_17 l<t<2

o 00O

Aplicacgao 5.3.2 (Tempo minimo IT) Consideramos agora uma variante da aplicagdo anterior.
Suponha que no tempo t = 0 nosso carro se encontra na posicao a € IR com velocidade b € IR. Nosso
objetivo é levé-lo até a origem no menor tempo possivel, de forma que ao chegar ao destino, o carro
tenha velocidade nula.

Temos agora o seguinte problema de controle

Minimizar fOT 1dt
sujeito a

Z = (8 é) z 4+ ((1)) u, z(0
Y(T,2(T)) ==2(T) =

4Note que A é calculado para trds no tempo.

>
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21

-1

Figura 5.2: Trajetorias correspondentes aos controles 6timos & = 1 ou @

onde T'> 0, u € L*0,T] e u(t) € Q := [-1,1] q.s. em [0,T]. As condicdes necessarias fornecidas
pelo principio do maximo sao as mesmas, com excessao das condi¢oes de contorno para a varidvel

de estado
2= (ZUQ) , 2(0) = (g) , 2(T)=86.

U.(z,\) é novamente dada pela equagdo (5.7) e os multiplicadores de Lagrange por (5.9). Portanto,
A2 é linear e muda de sinal no méximo uma vez em [0, T]. Sendo assim, basta estudar os seguintes
casos:

1° Caso: @ nao muda de sinal em [0, 7.
e Se u =1, temos
t2
zo(t)=b+1t, z1(t) =a+bt+ > te[0,T].
Como z(T) = 0, tais estratégias sdo admissiveis apenas para condig¢oes iniciais do tipo (a,b) =
(T%/2,-T), com T > 0.

e Se u = —1, temos
2

t
29(t) = b—t, zl(t)=a+bt—§, tel0,1].

Como z(T) = 0, tais estratégias sdo admissiveis apenas para condigoes iniciais do tipo (a,b) =
(=T?%/2,T), com T > 0.

A curva C na Figura 5.2 é composta pelas condigbes iniciais (a,b), para as quais as estratégias
4 =1 ouu = —1 sdo 6timas. As respectivas trajetérias correspondem & parte da curva C limitada
por (a,b) e pela origem.

2° Caso: @ muda de sinal em 7 € (0,7).

No caso anterior vimos que, se @ = 1, entdo z3(t)? = 22z1(t) + const; enquanto que & = —1 implica
em 29(t)2 = —221(t) + const. Portanto, as trajetérias correspondentes a tais controles sio necessari-
amente paralelas a um dos arcos de parabola mostrados na Figura 5.3. De onde concluimos que a
trajetoria 6tima é necessariamente composta por dois arcos: cada um pertencente a uma das familias
na Figura 5.3 (lembre que % muda de sinal uma tnica vez no intervalo [0, T7).

Note que a parte final da trajetéria 6tima é necessariamente como na Figura 5.2 (caso contririo a
trajetdria nao seria admissivel). Para determinar a parte inicial da trajetdria, observe que, dada uma
condigao inicial (a,b) € IR?, existe uma tnica curva pertencente as familias mostradas na Figura 5.3,
que intercepta tanto o ponto (a,b) quanto a curva C (o caso a > 0, b > 0 é mostrado na Figura 5.4).
O principio do maximo nos permite concluir que existe uma unica trajetéria associada a controles

do tipo
_ 1, t<r -1 t<r
“(t){—1,t>7 ou “(t){ 1L, t>r
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que é admissivel para a condi¢do inicial (a,b). Tal trajetéria é composta por dois arcos: um da
curva & limitado por (a,b) e pelo ponto P e outro da curva C limitado por P e pela origem.
Para calcular 7 (instante em que trocamos o controle de —1 para 1) ndo é necessdrio calcular as
constantes p1, pa na equagao (5.9). No caso a > 0, b > 0, basta descobrir para qual 7 > 0 a curva
(21(t), 22(t)) = (a + bt — t2/2,b — t) satisfaz a condicao

22(7) <0, 22(7)% = 221(7) .
Um célculo simples mostra que 7 é dado por uma das raizes b + 1/b%/2 — a. O o ag

Aplicacao 5.3.3 (Alunissagem) Considere o problema de controlar a descida de uma espagonave
na Lua, utilizando para isso a menor quantidade possivel de combustivel. Em um modelo simplifi-

cado, temos®
t : tempo;
h(t) : altura da espagonave;
v(t) : velocidade da espagonave;
m(t) : massa da espagonave + combustivel;
u(t) : empuxo dos motores da espagonave.

Seja M a massa da espagonave sem combustivel, F' a quantidade inicial de combustivel, hg a altura
inicial, vy a velocidade inicial, e, 0 empuxo méximo dos motores da nave (0 < u(t) < Umaz,
t > 0), g a constante gravitacional da Lua (considerada constante) e k a constante de proporcionali-
dade entre o empuxo e a taxa de queima do combustivel. As varidveis de estado (h,v, m) satisfazem
a seguinte dinamica:

o= vl(t)
v = —g + u(t)/mf(t)
m' = —ku(t)

Definindo z(t) = (h(t), v(t), m(t)), temos o sistema nao linear
z2
2 = |—g+ufz | = flt,z0)
—ku (5.10)
2(0) = (ho, vo, M + F), 2(T) = (0,0, 7).

A condic¢ao final segue da hipdtese que um pouso ’suave’ ocorre quando h(T) = 0 e v(T) = 0, sendo
para m somente relevante que m(7T") > M. Como o custo a ser minimizado corresponde ao gasto de

5Este modelo é também discutido em [FIRi], [Ho] e [Know].

Z9 22

— - —

Z1 Z1

——] =

Figura 5.3: Trajetoérias correspondentes a controles constantes
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Figura 5.4: Trajetéria étima para a condigao inicial z(0) = (a, b)

combusti vel, temos que maximizar
T
m(T) = M + F —k/ u(t)dt .
0
O problema de controle 6timo pode ser escrito como:
T

Minimizar J(T,z,u) = / u(t) dt

0
sujeito a
w € {LY0,T] | u(t) € Q := [0, Umaz] q.5. em [0, T]},

2 = f(z,u), 2(0) = (hg vo M+ F) € R?,
U(T,2(T)) = (21(T) 2(T)) =0 € R

A funcao de Hamilton é
H(t,z,\,u) = (A u)+nL(t,z,u) = Azo+ Aa(—g+u/z3) — Asku+nu .
Minimizando a funcao de Hamilton em relacao a u obtemos

0 a77+/\2/23*k/\3>0
Ud(z,\) = ? , N+ Aafz3 — kA3 =0 (5.11)
Umaz 77+)\2/Z3_k)\3 <0

Tomamos por simplicidade %, = 1. A fim de tornar o problema fisicamente coerente, supomos
ainda

1 = empuxo mdximo > forga gravitacional = (M + F)g,
istoé 1/(M + F) > g. E razodvel considerar que existe uma estratégia 6tima do tipo bang—bang,
i.e. da forma 0.6)
N 0 ,tel0,¢
u(t) = { 1 e 6] (5.12)

Calculamos inicialmente a trajetéria associada & estratégia @. Como @ = 1 em [£,T], usamos o
sistema (5.10) e as condigoes de contorno z1(T") = 2z2(T) =0 e 2z3(§) = M + T a fim de determinar
z no instante t = £. Obtemos assim

21(§) = —1g(T —¢)? — MLE ln(MJrlj\;f;T*E)) S

() = g(T—¢) + 4In (MHHI0)

(€ = M+F
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zZo =

E=T—F/k

Figura 5.5: Condigoes iniciais (h, v) que sao levadas pelo controle @ = 1 & condi¢ao final (0, 0, m(T))
com m(T) > M.

z1 = h
(’Uo,ho) \
Y a0
a:1\* 29 =0

Figura 5.6: Trajetéria correspondente a estratégia bang-bang .

Tragando o gréfico de z1(§) por 2z2(§), obtemos a curva da Figura 5.5, que é formada pelos estados
da forma z(§) = (h(€), v(§), M + F) que sao levados pelo controle 4(t) = 1, ¢t € [{,T] no estado
final z(T) = (0, 0, m(T)) com m(T) > M. Note que o comprimento dessa curva é limitado pois,
como @ = 1, temos m’ = —k e o combustivel se esgotard apés F/k unidades de tempo. Temos assim
a limitacdo T — £ < F/k (além de T — £ > 0, obviamente).

Como inicialmente @ = 0, a nave se encontra em queda livre durante o intervalo de tempo [0, £].
A trajetéria correspondente é

z1(t) = —39t% + vot + ho
29(t) = —gt+ g te[o,¢].
Zg(t) = M+ F

Explicitando 21 (= h) em fungao de z2 (= v), obtemos:
h(t) = ho — ——[v*(t) —vi], t€[0,¢].

A curva (v(t),h(t)) é uma pardbola no plano de fase v x h. Unindo os dois trechos da trajetdria
correspondente a @, obtemos a curva mostrada na Figura 5.6. Segundo essa trajetoria, a nave cai
em queda livre até que o estado (v, h) alcance a curva da Figura 5.5. Nesse momento os motores sao
acionados na poténcia méxima até um estado final admissivel ser atingido (¢(T,z(T)) = 0).
Observe que se a intersecgao das duas curvas na Figura 5.6 ocorre em um ponto (v(§), h(§)) com
¢ < T — F/k, a quantidade de combustivel néo é suficiente para realizar um pouso suave. Enquanto
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que se a condicao inicial (vg, hg) se encontra abaixo da curva na Figura 5.5, mesmo empregando
empuxo maximo u(t) = 1, ¢ € [0, 7T}, o solo lunar é atingido com v(7T") < 0.
Através do principio do méximo verificamos agora que a estratégia de controle definida em (5.12)
é um candidato a controle étimo. Suponha A(0) = (I3 Iz I3). Substituindo na equacao adjunta
A =0
Ay = =)\
Ny = dou/23
temos:
M) = L, te[0,T];  Xao(t) = lo—Ut, t€[0,T];  A3(t) = I3, t€[0,¢].
Como 2z3(t) = M+ F —k(t—¢), t € [£,T], podemos calcular A3 no intervalo final de tempo, obtendo

¢ lQ*lls
As(t) = s + /g. k(€ —s)+ M+ F)?

ds, t€[£,T].

Defina agora r(t) := n+ A2(t)/25(t) — kA3 (t), t € [0,T]. De (5.11) sabemos que a escolha do controle
@ no tempo t depende de sign(r(t)). Portanto, como a estratégia de controle @ salta de 0 para 1 em
t = £, temos obrigatoriamente

A2(£)
r =n + — kA =0.
© =+ Zg BN
Escolhendo n = 1 (que satisfaz condigdo de transversalidade), reescrevemos a equagio acima como
lo — 11§
1 — =0.
Ty r R =0

A escolha de @ em (5.12) implica em r(t) > 0, t € [0,&). Portanto, [; > 0, necessariamente.
O principio do maximo fornece-nos ainda uma condigao inicial para a equagao adjunta:

) = aemya = - (5 8) (1) = - Zol ,

de onde concluimos que A3(T) = 0. Obtemos assim para [, l2, I3 o sistema sub-determinado de

equacoes lineares
1 + (M+F)_1(12_11€) — kl3 =0

T
127115
I ds = 0
3 +/§. k(e —s)+ M+ F2 "

Considerando Ao como parametro, o sistema se reescreve como

(M4 F)"Y%l + kly = 1 + lo(M + F)~!
Pli — I3 = Qly

onde P = fET sk(6—8)+ M+ F]%2dse Q= ng [k(¢ — s) + M + F]~2ds sao constantes positivas.
Resolvendo o novo sistema obtemos:

_ 14+ ((M+F)"' +kQ)lo] / [£(M + F)~' + kP]

Iy
( I3 > a < PlL+ (M +F)~' + kQ)lo] / [§(M + F)~' + kP] — Ql, > (5.13)
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Note que para t € [{,T), temos

rt) = 1 4+ (la—11t)/z3(t) — kAs(t)
< 1+ /M — kls + (P—-¢&/(M+F)) . (5.14)
Substituindo em (5.14) as expressoes encontradas em (5.13) para l; e I3, obtemos uma restri¢ao
linear para escolha de lp. Outra restrigdo (também linear) para ls é dada por I3 > 0 e (5.13). Como

o problema assim colocado possui solucao nao tunica, é possivel encontrar uma condicao inicial
(l1, la, 3), de forma que a fungdo r satisfaca

{ r(t) >0, tel0,§)
r(t) <0, te(&1T]

provando que @ satisfaz as condiges do principio do maximo.

Verificamos agora que @ é o tnico candidato fornecido pelo principio de Pontryagin. A funcao
r(t) obtida de (5.11) determina quando ocorrem saltos na estratégia de controle. Note ainda que,
como A1 = I, entdo A5 = —I; e temos

r(t) = (Nyzz — Aezh)zg® — kM,
= Ny/zz — No(—ku)z3? — klouzz?
= —l1/23(t), te [O7T] .

Analisamos separadamente as situacoes possiveis:

e [; # 0: Como z3(t) = m(t) > 0, entdo r é mondétona. Se l; > 0, obtemos um controle do tipo
. Se l1 < 0, obtemos uma estratégia oposta, i.e. inicialmente u = 1 e depois u = 0. Com essa
estratégia ndo é possivel obter um pouso suave. De fato, ou (vo, hg) se situa abaixo ou acima
do grafico na Figura 5.5. No primeiro caso, j& vimos que v(T') < 0. No segundo caso, como u

¢é da forma 0.7)
1,te|0,7
ult) = { 0, telr,T]

obtemos do sistema adjunto

T T
o(T) — v(r) = / V() dt = / —gdt = —g(T —71).

Logo, uma condicao necesséria para v(T) = 0 é que T' = v(7)/g + 7. Novamente do sistema
adjunto obtemos

T T
—h(r) = W(T)—h(r) = / W(t)dt = / v(t) dt
T T . g
= / g(T —t)dt = 5(T—T)Q,
isto é h(1) = —v%(7)/2g < 0. Portanto, a transi¢ao de 1 para 0 na estratégia de controle ocorre

abaixo da superficie da Lua, e o pouso obviamente nao é suave.

e [; = 0: Neste caso, v’ = 0 e r é constante. Se r # 0, os possiveis candidatos sdo u =0 e u = 1.
O primeiro controle obviamente nao permite pouso suave. Ja o segundo serd 6timo somente
se (vg, ho) pertence a curva na Figura 5.5, quando a estratégia se torna idéntica a @. Por fim,
se r = 0, temos

1
1+ lo—— + kX3(t) = 0, t€[0,T
+ 220 + kAs(t) , te[0,T7,
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isto €, as fungodes {1, z; L A3} sdo linearmente dependentes. Mas isto é uma contradigao pois
t t
z3(t) = M+ F — k/ u(s)ds, A3(t) = lg/ u(s)z3(s) "2 ds .
0 T
Portanto, o tnico controle admissivel que satisfaz as condi¢es do principio do maximo é @ definido

em (5.12). O0O0

Aplicacao 5.3.4 (Controle singular) Considere o problema escalar de controle

Minimizar %/3 2(t)* dt

sujeito a ’

we LY0,3], u(t) € Q:=[-1,1] q.s. em [0, 3],
Z'=wu, 2(0) =2(3) =1.

O tempo final T = 3 e a condigao final para a trajetéria z(T) = 1 sdo fixados através da condigao:

(T, 2(T)) = ( %:g ) - )eR?.
Do principio do maximo, obtemos as condi¢oes necessarias:
z'=wu, z(0)=2(3)=1;
N = —nz, A =pu1;
H(t,z,\,u) = Au + %7722, Hy = ps;
n+ ||+ [p2 # 0.
A condigdo de méximo implica em U,(z,\) = —signA\. Note que n = 0 ndo pode ocorrer, pois
implica em N = 0. Logo, u = 1 ou u = —1, mas ambas as estratégias ndo sdo admissiveis. Suponha
entao n = 1. Logo A'(0) = —1. Supondo A(0) < 0, temos:
e Se A\(0) <0e A(t) <0, te]0,3], entdo u = 1, o que implica em z(3) = 4 (contradizendo a
condigao de contorno final).
e Se A(0) <0, A(t1) = 0 para algum t; >0 e A(t) <0, t € (0,t1), entdo N (¢1) > 0. Mas
uw(t)=1, t€(0,t1) = =2(t) >0, te(0,t1] = N(t) <0, t e (0,t1],
contradizendo a conclusdo A'(t1) > 0.

Concluimos assim que A(0) > 0. De forma andloga prova-se que A(3) < 0. Portanto, a fun¢ao A
possui pelo menos um zero em (0,3). Seja t; 0 menor e ta 0 maior zero de A em (0,3). Provamos
agoraquet; =1ety =2:

1—-t, t€[0,3/2]

i—2, te[3)2,3] > due obviamente

e Note que t1 # ta, pois se A possui apenas um zero, entéo z(t) = {
nao é uma trajetéria étima;
e Em [0,#1) temos: u(t) = —1, z(t) =1—1t, A(t) = A0) —t+ 2%
Como A(t1) =0, entdo t; = 1+ /1 — 2X(0). Se t; assume o valor da maior raiz, temos t; > 1
2(t), 2()>0
0, 2(t)<0

/03 Z(t)?2 dt < /03 2(t)? dt .
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e Set; <1,entdo N(t;) = —z(t;1) < 0. Seja t > 1, tal que A(t) <0, t € (t1,1) e A(£) = 0. Logo,
N(t) > 0.
De A(t) <0, segue u(t) =1, t € (t1,t). Como z(t1) > 0e 2/(t) = u(t) = 1, t € (t1,%), temos
2(t)>1—1t; >0, t € [0,]. Entao N (f) = —z(f) < 0 (contradigao).

Concluimos assim que ¢; = 1. De modo andlogo, prova-se que t2 = 2. Provamos agora que A(t) =
0, t € (t1,t2). De fato, se A(t) > 0 (o caso < 0 é andlogo) para algum ¢ € (t1,t2), entao existem
t1, t2 € [tl,tg] tais que )\(t) >0,1t¢€ (tl,tg) e )\(tl) = )\(fg) = 0. LOgO, u(t) =—-1,1t¢€ (tl,tg) e

portanto N’ (t) = (—z(t)) = —u(t) = 1, t € (£1,12), 0 que é claramente uma contradi¢io. Portanto,
a estratégia 6tima de controle tem de ser

-1, te|0,1]
at) = { 0,te(1,2)
+1, te[2,3]

(Note que a trajetéria z = 0 é um extremal singular do problema e a trajetéria étima z é do tipo:
bang-singular—bang.) o oo

Aplicagao 5.3.5 (Consumo x Investimento) Tratamos a seguir um problema cldssico da econo-
mia, que foi um dos primeiros a ser considerado sob a 6tica do calculo variacional. Consideramos
o seguinte problema macroeconémico: Como equacionar a relacao entre consumo e investimento, a
fim de otimizar o desenvolvimento econémico?

Suponha que a economia de uma nagao é representada pelas varidveis

K(t) Capital no tempo ¢;

C(t) : Consumo;

Y(t) Produgéo (produto interno);
K'(t) Investimento (variagdo do Capital);

ao longo do intervalo de tempo t € [0, 00). Considere ainda o seguinte modelo simplificado:
i) Y =g(K),onde ¢’ >0e g"” <0
ii) C =Y — K’ (parte da producao é consumida e o restante ¢é reinvestido);
iii) K(0) = Ko (o capital inicial é conhecido);
iv) U =U(C) é a utilidade do capital, onde U’ > 0, U"” < 0;
v) 6 > 0 é o fator de desconto.

O objetivo é encontrar uma politica 6tima de investimento para o problema:

Maximizar / e StU(C(t))dt
0
sujeito a K’ = g(K) — C, K(0) = K.
Este problema foi originalmente formulado e resolvido por Ramsey em 1928 (veja [Ral). A hipdtese
C = g(K)— K' permite-nos analisar este problema utilizando célculo variacional. Note que a equagao
de Euler—Lagrange é dada por
U'(g(K) — K')

K= IR gy )

(0—g'(K))=0.
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No caso geral esta equagao nao pode ser resolvida analiticamente. Fazemos aqui a hipdtese simpli-

ficadora:
1

=77 qufq, g(r) = br,

U(r)
onde b > 0, ¢ € (0,1). Neste caso particular a equagdo de Euler-Lagrange fica simplificada, na forma
de uma equagao que sabemos resolver:

gK" + (6 —b—gb)bK' +b(b— 6K = 0.

Calculando as raizes do polindémio caracterfstico, temos A\; = b, Ay = a := ¢~ (b — §). Portanto, as
solugoes que satisfazem a condigao inicial K(0) = K sdo da forma:

K(t) = (Ko — A)e™ + Ae® t >0,

onde A é um pardmetro livre. Suponha agora que b > a, i.e. § > (1 — q)b. Neste caso, as hipSteses
do modelo:

C(t) =g(K(t) - K'(t)>0,t>0 e lim K(t) >0
s@o satisfeitas respectivamente para A > 0 e A < K. Para determinar o pardmetro A € [0, Ky) é
necessdria uma condigdo de contorno para a equagdo da dinadmica — por exemplo K’(0) ou K (o0).
Como tal condi¢ao nao é explicitamente fornecida, é preciso analisar a equagao de Hamilton—Jacobi—
Bellman, que para este problema autéonomo se escreve como

. ov I .
5V(x)+r;1€1£{<%,g(x)u>+ 1_qu }0, reR

(note que & = b— ga). E facil verificar que V(z) := (1 —¢q)/(b—a)9z'~9, 2 > 0 é solucio da equacio
acima. Note ainda que se A = 0 a condigao

lim inf e_‘stV(I_((t)) =0

t—o0

é satisfeita, pois a(1 — q) < 0 por hipétese. Portanto, V() e a trajetéria K (t) = Koe® satisfazem
as condicoes do teorema , de onde concluimos que uma estratégia étima de consumo é dada por

C(t) = (b—a)Koe™, t > 0.

Exercicios

5.1 Considere o problema de Bolza

1 1
Minimizar 3 / w(t) dt 4 21 (1) + 22(1)?
0
sujeito a
u € LY0,1], 2} = 22, 25 = u, 21(0) = 22(0) = 0.

a) Formule o principio do méximo para o problema acima.

b) Obtenha o processo Gtimo.
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5.2 Counsidere o problema de controle 6timo

T
Minimizar / [21(t)* + u(t)?]dt
0
sujeito a
u€ LY0,T], 2 = 22, 24 = —20+u, 21(0) =1, 22(0) = 0.

a) Formule o principio do méximo para o problema acima.

b) Obtenha o processo étimo.

5.3 Counsidere o problema de controle 6timo escalar

1

Minimizar 5/ [32(75)2 + u(t)ﬂdt
0

sujeito a

we€ LY0,1], 2/ = —2+u, 2(0)=1.

a) Formule o principio do méximo para o problema acima.

b) Obtenha o processo étimo.

5.4 (Problema de Investimento) Suponha que um determinado produto é fabricado com a taxa
z(t). No tempo ¢ > 0 uma fracdo u(t) da producao é reinvestida para aumentar a produgao, sendo o
restante vendido para geragao de lucro. O objetivo é determinar uma politica de investimento 6tima,
de forma a maximizar o lucro total no horizonte fixo de tempo [0,7]. Temos assim o problema

Maximizar /T(l —u(t))z(t)dt

sujeito a ’

2 =z, 2(0) =z >0, z(t) >0, ue C[0,T]
a) Reescreva o problema como um problema variacional com restri¢oes lagrangeanas: y'(t) > 0,
y'(t) < y(b).
b) Obtenha condigbes necessirias para o novo problema.

¢) Encontre a taxa 6tima de produgao .

5.5 (Problema do Café) Uma xicara cheia de café & temperatura de 100°C deve ser esfriada a
temperatura de 0°C por adigao de uma quantidade fixa de creme de leite. Uma equagao aproximada
para evolucao da temperatura z da mistura é dada por

2\ = —2—25u—uz/4.

As condigoes de contorno sao z(0) = 100, z(T') = 0.

a) Obtenha condigdes necessdrias para o problema de tempo étimo sujeito as restrigoes 0 < u(t) <1,
t €10,T], fOT u(t)dt = 1, impostas ao fluxo externo de liquido u.

b) Use o fato 2z’ < 0 para obter um problema equivalente com intervalo de tempo fixo. O que se
pode afirmar sobre a unicidade da solugao obtida no item a).
(Sugestao: A nova varidvel livre é s = z.)
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