LEIS DE CONSERVAGAO COM APLICAGOES AO
TRAFEGO NAS CIDADES

ARTHUR V. F. DE AZEVEDO & CESAR S. ESCHENAZI

PREFACIO

O objetivo destas notas é fazer um primeiro estudo de leis de con-
servacao, introduzindo, entre outros, os conceitos de onda de choque,
onda de rarefacdo e solucao fraca, além de introduzir o tratamento
numérico as leis de conservacao lineares. Como aplicacao desses con-
ceitos descrevemos os fenomenos ondulatérios que aparecem na solugao
de equagoes que modelam o fluxo de transito.

Por se tratar de um estudo introdutério dirigido a estudantes que
concluiram os cursos de calculo, incluindo nesse rol as primeiras disci-
plinas de equacdes diferenciais, apresentamos os conceitos acima men-
cionados somente para o caso de leis de conservagao escalares. Por
entender que um dos objetivos da Bienal da SBM ¢é permitir que estu-
dantes ainda no inicio de seus cursos tomem conhecimento de topicos
mais avancados com tratamento adequado para o seu nivel, propuse-
mos este mini-curso a fim de possibilitar o contato com as equacoes
nao lineares que aparecem naturalmente na modelagem de fenémenos
realisticos.

Alguns tépicos que nao foram tratados nestas notas tais como condi-
¢ao de entropia e método de viscosidade, bem como outros fenémenos
ondulatérios, podem ser encontrados em [5] com a mesma abordagem
destas notas.

Finalmente, gostariamos de agradecer aos comités organizador e ci-
entifico da II Bienal da SBM a oportunidade de apresentar este mini-
curso.

Belo Horizonte/Brasilia
Setembro de 2004.

Este trabalho recebeu apoio parcial da FEMAT-Fundacdo de Estudos em
Ciéncias Matematicas.
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1. LEis DE CONSERVACAO -EXEMPLOS DE LEIS DE CONSERVAGAO

1.1. Leis de Conservacao. Nestas notas comecaremos o estudo de
sistemas de equacoes diferenciais parciais da forma

Ut+f(u)m =0,

onde u = (uq,...,u,) €ER", n>1, e (z,t) € R x R,. Estas equagoes
sao geralmente denominadas leis de conservagao em analogia a exem-
plos de sistemas que surgem na fisica, tais como conservacao de massa,
conservacao de energia e conservagao de momento. Por se tratar de um
estudo introdutoério nos limitaremos ao estudo de leis de conservacao
escalares, n = 1, que permite introduzir de forma intuitiva os con-
ceitos de onda de choque e onda de rarefacao, presentes no estudo de
fenomenos de ondas nao lineares.

Definicao: Uma Lei de Conservagcdio ¢é uma equagao que avalia
de todas as formas possiveis como uma por¢ao de uma entidade fisica
pode variar. Esta avaliacao é um dos principios basicos da modelagem
matematica e pode ser aplicada a uma grande variedade de entidades
fisicas tais como massa, momento, energia, populacao e etc.

Suponha que um meio unidimensional, ao longo do eixo-z, contém
uma quantidade ) de alguma substancia que pode mover-se ou fluir.
Vamos obter uma lei de conservagao geral que descreve a porcao de ()
no meio, no tempo .

Seja u(zx,t) a densidade ou concentragao de ) na posi¢ao x no tempo
t. Seja S uma secao qualquer do meio com extremidades a e 3, como
mostra a figura 1. () pode variar em S de duas formas:

1. @ entra (ou sai) de S através dos extremos « e 3
2. @ é adicionado (ou removido) ao meio na segao S.

Se denotarmos por @), a taxa com que () entra ou sai de S pelo extremo
o, por (g a taxa com que () entra ou sai de S por 3, por Qs a taxa
com () é adicionado ou removido de S e por % a taxa de variacao de
@ em S, segue-se que:

() A o Qut Qs+ Qu
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Figura 1: Uma se¢ao S do meio unidimensional com extremidades «

e B.

Lembrando que u(z,t) é a densidade de @ ao longo do meio, tem-

se que o total de  em S é dado por ff u(z,t)dz. Assim, a taxa de
variacao de () em S é dada por

d d [P
(2) d—cf = @/ u(z, t)dzx

A taxa com que () entra em S através de um dos seus extremos
serd descrita por uma fun¢do de fluxo, que denotaremos por ¢(z,1).
¢(x,t) > 0 indica que o fluxo estd na diregdo do crescimento de z e
é(z,t) < 0 indica o contrério.

A taxa com que @) entra em S através de um dos seus extremos
serd descrita por uma fun¢io de fluxo, que denotaremos por ¢(z,1).
¢(z,t) > 0 indica que o fluxo estd na diregdo do crescimento de z e
¢(z,t) < 0 indica o contrario. Assim, a taxa com que () entra em S
por £ = «a é ¢(a,t). Se ¢(a,t) > 0, temos que o fluxo estd no sentido
esquerda-direita e, se ¢(a,t) < 0, temos que o fluxo estd no sentido
direita-esquerda.

A taxa com que @) entra em S por z =  é —¢(f,t). O sinal negativo
é necessario pois, se ¢(3,t) > 0, indica perda de @ em S e, se ¢(3,1) <
0, indica que () esta aumentanto em S.

Segue-se que a taxa com que () entra em S através de seus extremos

(3) ¢(a,t) — (5, 1).
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Representaremos por f(z,t) a taxa com que @ estd sendo adicionada
ao (ou removida do) meio na posi¢do x no tempo ¢. Uma tal fungio
f é denominada funcao fonte. Valores positivos dessa fun¢ao indicam
que @ estd sendo adicionado (ou gerado) na posi¢ao x, no tempo ¢ e
valores negativos significam o contrario. Assim a taxa total com que
( esta sendo adicionado em S é dado por:

B
(4) / £ (2, )dz.
2)

Substituindo-se as equagoes (2), (3), (4) na equagao (1) obtemos:

d B

B
(5) pr u(z,t)dr = ¢(a, t) — (B, 1) -I-/ f(z,t)dz.

A equagao (5) é denominada forma integral da lei de Conservagdo.
A equagdo (5) pode ser reescrita como:

/j u(z,t)dr = —/j by (z,t)dz + /j f(z, t)dz,

ou equivalentemente,

B
/ (up(, ) + ba(2,1) — f(z,))dz = 0.

Se as fungoes uy(z,t), ¢(x,t) e f(z,t) sdo continuas em S e « e
B quaisquer, o fato dessa integral ser nula implica que o integrando
ug(z,t) + ¢z(x,t) — f(z,t) é nulo, ou seja,

(6) u(z,t) + dz(x,t) = f(x,1).

A equagao (6) é denominada forma diferencial da Lei de Conservagao.
Nestas notas trabalharemos apenas com a forma diferencial das leis de
conservacao.

A equagdo (6) relaciona 3 fungoes: a funcdo densidade, a fungio de
fluxo e a funcdo fonte. As duas primeiras sdo as fungoes incognitas
e a funcao fonte geralmente é determinada pelo problema fisico mod-
elado. Uma segunda equagao relacionando u(z,t) e ¢(z,t) é dada a
partir de evidéncias experimentais ou a partir de hipdteses sobre o
problema fisico modelado. Esta segunda relacao entre u e ¢ é denomi-
nada equac¢do constitutiva. Em geral nossos modelos consistem de duas
partes: A lei de conservacao e a equacao constitutiva.
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A equacgao constitutiva freqlientemente fornece o fluxo ¢ como func¢ao
da densidade u, isto é, ¢ = ¢(u). Nesse caso, a equacao (6) se escreve
€omo

(7) u(z,t) + ¢ (w)u, = f(z,t).

1.2. Exemplos de Leis de Conservacao . Nesta secao deduzire-
mos a lei de conservacao e a equacao constitutiva para dois problemas,
Reacao quimica em um tubo e fluxo de transito. Esses dois problemas
dao origem, respectivamente, a leis de conservacao linear e nao linear
cujas solugoes serao estudadas nas proximas segoes.

Exemplo 1: Reacao quimica em um tubo.

Considere um tubo longo no qual inserimos um produto quimico A
por um dos seus extremos, dentro do tubo ocorre uma reacdo e um
produto quimico B é recolhido na outra extremidade do tubo, como
mostra a figura 2. Se denotarmos por u(z,t) a concentragdo (massa
por unidade de comprimento) do produto A na posigao x, no tempo t,
segue-se da segao anterior que a lei de conservagao geral para u(z,t) é
dada por

ug(z,t) + gz, t) = f(z,1),

ié )Reagéo ( }L

Quimica

Figura 2: Esquema da reagao quimica em cadeia do exemplo 1.
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onde ¢(z,t) é a taxa (massa por unidade de tempo) com que o produto
A passa pela posi¢do z, no tempo t e f(x,t) é a taxa com que 0 pro-
duto A (massa/por tempo por unidade de comprimento) desaparece na
posicao x, no tempo ¢, devido a reacao quimica.

A fim de modelar a lei de conservacao para a reagao acima vamos
supor que:

1- A reagdo que ocorre no interior do tubo move-se da esquerda
para a direita com velocidade constante a.

2- A taxa com que o produto A se transforma no produto B no
interior do tubo é proporcional a concentracao de A.

A primeira hipdtese implica que o fluxo ¢(x,t) = au(z,t) e a segunda
implica que f(x,t) = —ku(z,t), onde k é uma constante positiva e o
sinal negativo indica que o produto A estd desaparecendo. Com isso a
lei de conservagao para a reagao quimica é a seguinte:

ur(z,t) + aug(z,t) = —ku(x, t).

Observacgao : A relacdo ¢(z,t) = au(z,t) é um exemplo de equagdo
constitutiva obtida a partir da hipdtese que fizemos para a modelagem
do problema. Este tipo de funcao de fluxo descreve um processo de
advec¢do ou convecgdo mno qual a mudanga no valor de u(z,t) ocorre
devido ao movimento do meio.

Exemplo 2: Fluxo de Transito:

A popularizacao do uso de automéveis e a falta de infra-estrutura das
cidades para comportar o aumento “repentino”de trafego, tornaram os
problemas de congestionamentos cada vez mais agudos. Com o objetivo
de amenizar as conseqilencias desses problemas, a partir de meados do
século passado estudos cientificos procuram responder algumas pergun-
tas tais como: Quanto tempo um sinal (seméafaro) pode ficar fechado
(luz vermelha) sem comprometer o fluxo de transito das vias? Como
desenvolver um sistema progressivo de sinais de transito (as chamadas
“onda verde”) em grandes vias urbanas? Onde construir entradas e
saidas das vias principais? As respostas a essas e a muitas outras
perguntas relacionadas permitem entender e solucionar, parcial ou to-
talmente, os problemas gerados pelo complexo fenomeno do trafego.

Nestas notas trataremos de problemas de trafego mais simples como
o fluxo de transito em uma rua de mao Unica com apenas uma faixa,
a formulacao matemdtica desse problema ocorreu no final dos anos 50.
Estudos mais detalhados desse problema podem ser encontrados em
13, 9.



8 ARTHUR V. F. DE AZEVEDO & CESAR S. ESCHENAZI

Vamos considerar o transito em uma via de mao dnica com ape-
nas uma faixa em um trecho que nao tem entradas e saidas. Vamos
representar por u(z,t) a densidade de carros (nitmero de carros por
quilémetro) na posi¢do x no tempo ¢. Esta fungdo em principio é uma
funcao discreta pois carros sao objetos discretos, contudo, vamos supor
u(z,t) é uma representagao continua da densidade de trifego. A lei de
conservagao geral para a densidade de trafego u(z,t) é dada por

u(z,t) + ¢dz(x,t) = f(x,1).

A fungdo fonte f(z,t) neste caso representa a taxa de carros que
entram ou saem do trecho da via analisado. Como por hipétese nao
existem entradas e saidas laterais no trecho analisado temos f(z,t) = 0.

A funcao de fluxo ¢(z,t) representa a taxa com que 0s carros passam
na posi¢ao x no tempo t. Para um observador fixo ao longo da via, a
taxa com que os carros passam por ele depende da densidade de trafego
u e da velocidade v. Se v é medido em km/hora temos que o fluxo ¢ é
dado por

¢ = u(carros/km).v (km/hora) = uv carros/hora.

A velocidade v depende de varios fatores tais como condicoes climaticas,
densidade de trafego, hora do dia, entre outras. Por simplicidade vamos
supor que a velocidade v dos carros depende somente da densidade de
trafego, ou seja, quanto maior o nimero de carros menor a velocidade.

Para deduzir nosso modelo, suponha que se a densidade de trafego
é nula (u = 0) ou quase nula a velocidade méxima que cada carro
pode atingir é v;. Suponha além disso, que a densidade méaxima wu; de
carros/km sé é atingida quando o transito estiver totalmente parado,
ou seja, v = 0. Dessa forma a velocidade v é uma funcao linear de u e
¢ dada por

U1
v=1v ——u, 0<u<u.
Uy
Segue-se que a funcao de fluxo ¢ = uv é dada pela expressao

U,2

¢(u) = v1(u— —).

Uy

Calculando ¢, e substituindo na lei de conservacao geral obtemos
que a lei de conservacao que modela a densidade de trafego com apro-
ximacgao linear da velocidade é dada por:

2
(8) w +o1(1 = Lyuy = 0.
Uy
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2. O METODO DAS CARACTERISTICAS:

Nesta se¢ao usaremos o conceito de curvas caracteristicas para con-
struir solugoes do problema de valor inicial

ug(x,t) + ¢p(x,t) = f(z,t), —oco<x <00, t>0,
(9) {u(gc,()))zuo((x,t)) @0 =rs -

A geometria das solugoes geradas por curvas caracteristicas nos permite
tratar o problema (9) de forma simples mesmo nos casos nao lineares
que, em geral sao de tratamento dificil.

Definigao: Caracteristicas sao curvas especiais no plano (z,%) que
transmitem o perfil do dado inicial u(z,0) no tempo, isto é, sdo curvas
ao longo das quais u(z,t) é constante.

2.1. Equacgao de Adveccao Homogénea: O caso mais simples de
leis de conservacao que aparece é quando a equacao constitutiva é da
forma ¢(z,t) = au(z,t), a constante. Uma lei de conservagdo com este
tipo de equacao constitutiva é denominada equacdo de advec¢do. Para
esta ¢ e f(x,t) =0 o problema (9) se escreve como

ug(z,t) + aug(z,t) =0, —co <z <00, t>0,
u(z,0) = up(x)

Comegamos considerando a curva (z(t),?) com ponto inicial (zq,0) no

plano (z,t). A taxa de variagao de u ao longo dessa curva, é dada por

du(z,t) dx

1 = Ug y V) 5, » V).
(10) D) e (t). )%+ ufalt), )
Observe que se 2 = a, o lado direito de (10) ¢ a equagdo de advecgao.
Segue-se que
du(z(t),t)

i = uy(x(t),t) + au(z(t),t) = 0,

ou seja, u ¢ constante ao longo desta curva particular e, portanto, o
valor de u em cada ponto da curva é o mesmo que u(zg,0) = ug(x).

Observacgao: Ao longo da caracteristica a equacgdo diferencial parcial
se transforma em uma equacao diferencial ordinaria.

Para o caso considerado, a curva caracteristica é obtida resolvendo-se
o problema
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o que dé, z(t) = at + zo. Assim as caracteristicas para a equagio de
advecgdo homogénea sao retas paralelas no plano xt com inclinacao %

Figura 3: Curvas Caracteristicas da Equacao de Adveccao .
Para sabermos a solugdo num determinado ponto (z.,t,) do plano
procedemos como segue:

1. Encontramos a curva caracteristica passando pelo ponto dado.
2. Encontramos o ponto (zg,0), intersecao da caracteristica com
o eixo z, e calculamos ug(x).

O ponto zg é dado por zg = x — at, isto é, u(z,t) = ue(z — at).

Exemplo 1: Ache a solucdo de

u(z,0) =e ),

usando o método das caracteristicas

{ut+2u$:0, —co<zr <o, t>0

Solugao: Ao longo da curva caracateristica (x(t),t) tem-se

d—u—u +d—xu
dt T at

Pondo ’fi—f = 2 com z(0) = xg, temos que a curva caracteristica é dada
por z(t) = 2t + xy. Ao longo desta curva (reta) u(z,t) é constante e
seu valor em qualquer ponto é dado por

U/(-’L‘,t) = Uo(xo, 0) = ’U/O(xo) — e—mg — e_($_2t)2,

pois xg = x — 2t.
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2.2. Equagao de Advecgao Nao Homogénea: Nesta secao usare-
mos o método das caracteristicas para resolver o problema

ug(z,t) + aug(z,t) = f, —oco <z <oo, t>0,
u(z,0) = ug(x)

O método de construgao da solugao do problema nao homogéneo é

andlogo ao da se¢do anterior: Se (x(t),t) é uma curva no plano xt,

segue-se que a taxa de variagdo da fungao u(x,t) ao longo da curva é

dada por

dz
ulw(t), 1) = u(e(t), ) + us(a(t), ) -

Se 4 = a, o lado direito da tltima equagdo é a equagao de advecgao,

o que leva ao problema

{ %U/(l‘(t),t) = f(.I(t),t)
u(z(0),0) = u(zo, 0) = ug(zo)

Exemplo: Resolva o problema

U+ 2Uy, = —u, —oco<zr<oo, t>0
u(z,0) = =

14227
usando o método das caracteristicas

Solucgao: Pelo exemplo da secao anterior sabemos que as curvas car-
acteristicas para essa equacao sao dadas por z = 2t + zy. A taxa de
variacao de u(z,t) ao longo desta curva é dada por

d
au(x(t), t) = —u.

Resolvendo-se essa equagio obtemos u(z(t),t) = Ce '. Lembrando que

C = u(z(0),0) = u(zo,0) = ﬁ tem-se que u(z,t) = 1+1m3 e~'. Usando

o fato de que zy = = — 2t tem-se
1
1+ (z —2t)?

u(z,t) = -t

Exercicio: Resolva os problemas abaixo usando o método das carac-
teristicas.
a.
uy + 4u, =0, —o<r<oo, t>0
u(z,0) = arctg(z),
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up + du, = 1, —co<r<oo, t>0
u(z,0) = arctg(z),

U+ 2u, =k, —-oco<zx<oo, t>0
u(z,0) = e,

2.3. Leis de Conservacgao Lineares: Nesta secdao usaremos o método
das caracteristicas para resolver problemas de valor inicial de leis de
conservacao lineares da forma

(11)

Contrariamente aos casos estudados nas duas sec¢oes anteriores aqui
o coeficiente @ pode ndo ser constante, isto é, a = a(z,t). Nestes
problemas a caracteristica com ponto inicial (z, 0) é obtida resolvendo-
se 0 problema:

(12) { & — g(z,1)

ut + a(z,t)u, =0, —oco<z<oo, t>0
U(.T,O) = Uo(.TO),

z(0) = o,

O fato de a ser nao constante implica que as caracteristicas nao sao
necessariamente retas como nos caso de equacao de advecgao. Contudo,
como veremos abaixo a solugdo u(z,t) permanece constante ao longo
das curvas caracteristicas.

Se (z(t),t) é uma curva caracteristica, a taxa de variacao de u ao
longo desta curva é dada por

Lula(t), 1) = (e (0), 1) + (o (0), ) o
Como (z(t),t) ¢ uma caracteristica tem-se que % = qa(z,t) e, dessa

forma, o lado direito da ultima equacao é a lei de conservagao conside-
rada em (11). Segue-se que Su(z(t),t) = 0, ou seja, u(z,t) é constante
ao longo das curvas caracteristicas.

o valor da funcdo u(z,t), solu¢do do problema (11), em um ponto
(z«,t.) no plano xt é obtido da seguinte forma:

1. Encontre a caracteristica passando por (z,,t.) e determine o
ponto (zg,0), intersecio da caracteristica com o eixo z.
2. Usando xzq tem-se que u(z,t) = u(xg,0) = ug(xo)-

Exemplo: Considere o seguinte problema de valor inicial
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us+tru, =0, —oco<zr<oo, t>0
u(z,0) = 2

1+x2°
a. Mostre que as curvas caracteristicas com ponto inicial (o, 0)

2
sdo dadas por z(t) = zee®.
b. Encontre a solugio u(x,t) do problema.

Solugao:

a. As curvas caracteristicas para o problema dado sdo obtidas resolvendo-

se 0 problema % = tr com x(0) = z;. Usando-se o método da

dt
separacao de varidveis tem-se que a solucao de ‘fi—f = tx é dada por

t2 , .
z(t) = aez. Como a = z(0) = xo, tem-se que as curvas caracteristicas

2

sdo dadas por z(t) = zez.
b. Sabemos que ao longo das caracteristicas ‘fi—‘; = 0. Integrando-se
ambos os lados em relacdo a t temos que u(z,t) = k, k constante. O
valor de & é obtido fazendo-se t = 0, isto é, k = u(x(0),0) = u(zo,0) =

+2

uo(ro) = ﬁ Assim, u(z,t) = H%’ do item a tem-se que xy = ze~ 7.
0
Dessa forma a solugao do problema é dada por
1
@ t) =

2.4. Leis de Conservacao Nao Lineares: Nesta secao vamos con-
siderar o caso mais geral, ou seja, estudaremos leis de conservagao
em que a equagao constitutiva é da forma ¢ = ¢(u). Usando a re-
gra da cadeia na lei de conservacao geral, u; + ¢, = 0, obtemos que
esta se escreve como u; + ¢'(u)u, = 0. Pondo ¢'(u) = a(u), temos
us + a(u)ug, = 0. Vamos supor ainda que a(u) é ndo constante o que
significa que a equagao é nao linear, resumindo nesta secao usaremos o
método das caracteristicas para resolver o seguinte problema
(13) {ut-f—a(u)uz:O, —co<zr<oo, t>0
u(z,0) = uo(z),

com a(u) ndo constante.
A curva caracteristica é obtida resolvendo-se o problema

(14) { :?—t(oii(zéx )
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Observe que como nio conhecemos a fungao u(zx, t) ndo é possivel se de-
terminar a curva caracteristica. Contudo, seja qual for a funcao u(z,t),
sabemos que ela serd constante ao longo da curva (z(t),t) solu¢ao de
(14) uma vez que

Lat).1) = wla(®).1) + ua(a(?). t)fz_i

=u(z(t),t) + a(u(z(t), t))us(z(t),t) = 0.

Segue-se que o valor de u ao longo da caracteristica é o mesmo valor
de u no ponto inicial (z,0), ou seja, u(z,t) = u(zg, 0) = ug(xy). Dessa
forma o problema (14) se reescreve como

{ % = a(uo(zo))

z(0) = z,

que tem solugdo z(t) = a(ug(zg))t + zo. Como no caso da equagio
de adveccao as caracteristicas sao retas que nao sao necessariamente
paralelas pois a inclinacao dessas retas é dada por m que depende

do valor da fun¢do u no ponto inicial (zo,0).

Observacao: O fato das retas caracteristicas nao serem paralelas pode
ocasionar intersecao entre as mesmas, isto significa que a solugao por
caracteristicas s6 é valida até o tempo ¢ de intersecao . Este tipo de
problema sera tratado na préxima secao.

O procedimento para se determinar o valor da solugao u em um
ponto (z,,t,) do plano é:

a. Construir as caracteristicas z(t) = a(ug(zo))t + o, usando a
velocidade a(u) e o dado (perfil) inicial ug(zo).

b. Determinar o ponto inicial, (x¢,0), da caracteristica passando
por (z,,t,), resolvendo-se z(t) = a(ug(zo))t + xo para x.

c. Use o x encontrado para calcular u(x,t) = u(xo,0) = ug(x)-

2 . ~
Exemplo: Para ¢ = *, a lei de consevagao geral se escreve como
u; + uu, = 0, denominada equacdo de Burgers sem viscosidade.
Resolva o problema

Uy + uty =0 —co<x<oo, t>0,

U(.’L‘,O) ZUO(.’L') :{ 0_1 if z <0

ez ifz >0,
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Solugao: A velocidade caracteristica é a(u) = u, assim, a(uo(zo)) =
uo (o) a caracteristica comegando em (g, 0) é obtida resolvendo-se (14)
com ug(xg) em lugar de a(u(z,t)) o que dé:

Zo lf.’Eo S 0
z(t) =9 _ 1 i
e »ot+wxy if zy > 0,

Para x < 0, a caracteristica passando pelo ponto (z,t) é uma reta
vertical com ponto inicial (x,0). Nesse caso a condi¢do inicial da
u(z,t) = u(z,0) = 0.

Para x > 0, a abscissa do ponto de partida, (xg, 0) é obtida resolvendo-
1

se xt = e =0t + xg para xp; contudo, neste caso, isto nao pode ser
feito explicitamente. Independemente, o valor de u no ponto (z,t) é

1
calculado por u(x,t) = u(xy,0) = e ®o.
Assim, a solugdo do problema é dada por

0 ifz<0
u(x,t)z{ 1 iz <

_1 _1
e = ifx >0, zg+e =0t =z,

u(29,0) =0 u(xg,0) = e~/

Figura 4: Caracteristicas da equagdo de Burgers com dado inicial do
exemplo



16 ARTHUR V. F. DE AZEVEDO & CESAR S. ESCHENAZI

3. ONDAS DE CHOQUE:

Na secao anterior vimos que as caracteristicas para o problema:

(15) u(z,0) = ug(x),

{ up+ a(u)uy =0, —co<zx <00, t>0

com a(u) ndo constante, sdo geralmente retas ndo paralelas com in-
clinagio a(ug(xo)). Como observamos no final daquela se¢do o fato das
retas serem nao paralelas implica que pode haver intersecao entre as
caracteristicas, o que significa que a solu¢do do problema a partir do
ponto de intersecao nao estd bem definida. Em outras palavras pode-
mos usar o método das caracteristicas para construir a solucao u(z, t)
comecando em ¢ = () mas terminando no tempo ¢ = ¢;, corresponden-
te ao primeiro ponto de intersecao das caracteristicas. Nosso objetivo
nessa se¢ao é estender a solugao u(z,t) além do tempo ¢; permitindo que
u(z,t) seja uma fungdo continua por partes. Esta solu¢do descontinua
é denominada onda de choque.

R
R+
(20(0),0) v

Figura 5: A curva (z4(t),t) que divide o plano zt em duas regides.

Para descrever essas solugoes, seja (zs(t),t) uma curva no plano xt
que divide o semiplano ¢ > 0 em duas partes, R a direita de z4(t) e
R~ a esquerda de z4(t), como mostra a figura 5.
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Definigao: Uma fun¢io u(z,t) é denominada solu¢do continua por
partes do problema (15) descontinuidade do tipo salto ao longo da
curva (zs(t),t), se u(x,t) tem as seguintes propriedades:

1- u(x,t) tem derivadas primeiras continuas em R* e R~ e satisfaz
o problema

u+a(u)u, =0, e R, t>0
u(z,0) =ug(z) 2z < z4(0),

em R~ e o problema

u +a(u)u, =0, z€RY, t>0
u(z,0) =up(xz) = > z4(0),

em RT

2. Em cada ponto (zo,%y) da curva (z,(t),t) os limites de u(z,t)
com (z,t) = (zg, 1), (z,t) € R~ e (z,t) = (zg, o), (z,t) € RT
existem mas nao sao necessariamente iguais.

Embora a solucao de uma lei conservacao por caracteristicas deixe de
existir a partir da intersecao de duas ou mais caracteristicas, o processo
fisico modelado pela lei de conservagao nao se encerra necessariamente.
Estenderemos a solugao u(z,t) além do tempo t; permitindo que ela
seja continua por partes mas de forma que continue a obedecer a lei de
conservacao, isto é, de forma que seja fisicamente relevante.

Suporemos que as caracteristicas do problema (15) comegam a se
intersetar em ¢ = (. Para estender a solug¢ao obtida pelo método das
caracteristicas desenhamos uma curva (z,(t),t) pela regido de cruza-
mento das caracteristicas para separa-las. Embora existam muitas cur-
vas com esta propriedade, a curva correta sera selecionada pela lei de
conservacao, em outras palavras, a curva correta é a que satisfaz as
propriedades fisicas do fendmeno modelado.

De fato, suponha que u(zx,t) é uma solugao continua por partes do
problema (15) com descontinuidade do tipo salto ao longo de z(¢).
Segue-se que u satisfaz a u; + a(u)u, = 0 em RT e R, mas suas
derivadas primeiras deixam de exitir em pontos da curva. Para se
entender o que acontece em pontos da curva (x,(t), t),usaremos a forma
integral da lei de conservagao (5) com f = 0, ou seja, usaremos a forma
integral da lei de conservagao sem fontes que é dada por

b

(16) % u(z, t)dx = ¢(a,t) — ¢(b, t).

a
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Fixando-se um ponto (x4(t),t) na curva, tome a e f tais que a <
zs(t) < B. A integral em (16) pode ser escrita como

B zs(t)” B
/ u(:r,t)dx:/ u(x,t)dm—i—/ u(z,t)dz,

s(O)F
onde zs(t)— e x,(t)+ sdo, respectivamente, os limites a esquerda e a
direita do ponto (zs(t),1).
Substituindo-se esta ttima expressio em (16) e usando a regra da
cadeia para calcular as derivadas envolvidas, a lei de conservacao se
escreve COmMo

dt

zs(t)” B
/ t ut(x,t)daﬁ—i-u(xs_,t)%—i-/ ut(x,t)dx—u(ac:,t)% = ¢(a, t)—B(B, 1)

S(t)-‘,- dt
fazendo-se @« — z, (t) e f — z}(t) tem-se

(1) = ulaz, )5 = 9la (1),1) = Bl (1), 1),

ou, equivalentemente,

dr, _ $(zi(t),t) = 0z (1), 1)

(17) dt u(zf,t) —u(z;,t)

Isto mostra que a curva (x,(t),t) deve ser tal que sua derivada sat-
isfaz a relagdo (17) dada pela forma integral da lei de conservagdo.
A equagdo diferencial (17) é conhecida como condicio de salto de
Rankine-Hugoniot para u(zx,t), denotada por R-H, e d;ts representa a
velocidade de propagacao da descontinuidade, denominada wvelocidade
de choque, que denotaremos por s.

Por simplicidade denotaremos o lado direito de (17) por

[¢] _ o7 —¢”

[u]  ut —u-

Defini¢ao: Uma solugio continua por partes u(z,t) de (13) com salto
ao longo de uma curva z4(t) satisfazendo a condigao de salto de Rankine-
Hugoniot é denominada uma onda de choque solucdo da lei de con-
servagdo. A curva z4(t) é denominada caminho de choque.

Exemplo 1: Determine uma onda de choque solucao para o problema
de valor inicial
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uy + uuy =0 —oo<zr<oo, t>0,
{2 if <0

u(@,0) =uo() =1 7 4,3,

Solugado: As caracteristicas para o problema sao dadas por z(t) =
a(ug(zo))t + 2o, 0 que d&

_ 2t+$0 1f$0§0
.’L's(t) _{ t+$0 lfﬂfo >0,

comecam a se cortar na origem do plano xt, por este motivo vamos
considerar o ponto inicial do caminho de choque como sendo o ponto
(0,0). Para encontrar o caminho de choque usamos a condigao de salto
de Rankine-Hugoniot e resolvemos o problema de valor inicial

dzx _ [¢]
dt  [u]’

com ¢(u) = “; Observe que como [¢] =
temos

z(0) =0,

%(u+3 —u N eu=ut—u,
dr 1 ut? — oy ?
ds g( ut —u~ )

lembrando que v =1 e u~ = 2, a tltima igualdade se escreve como

‘é—’s” = 7/3, o que implica z4(t) = %t. Como anteriormente, as solugoes

para (z,t) € R~ e (z,t) € R~ sao encontradas pelo método das carac-

teristicas. Isso leva a

2 ifz<
we={ 7 03

1
= g(u+2 +utu” +u?),

W~F2 |~
S+

Exemplo 2: Tréafego no sinal fechado.
Vamos supor uma via como a considerada no modelo do exemplo 2 da
secao 1.2, com as seguintes condigoes:

1- Os carros que ja estao parados estao alinhados com densidade
méxima uy carros /km.

2- Os carros que chegam tém densidade uniforme uy carros/km.
Como u; é maxima tem-se 0 < uy < u;.

Para esse problema, como vimos na se¢ao 1.2, a funcao de fluxo é
dada por ¢ = ww, onde v é definida por v = wv(1 — ull), e v éa
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(a) v (b)

Figura 6: (a) Caracteristicas do exemplo 1, (b) Caminho de choque
para o exemplo 1

velocidade maxima na via, o fluxo é dado por

U,2

=wvi(u——).
¢ = vi( Ul)
A lei de conservacao para esse problema é a lei definida pela equacgao
(8), e o problema de valor inicial que resolveremos é:

ug + v ( —i—?)uxz() —o<zr<oo, t>0,
_Jou ifzx <O
u(x,O)—{ uy if x>0,

as caracteristicas sdo dadas por z(t) = a(u(zg,0))t + zo. Para este
problema, a(u) = v;(1 — 2_1:), isto é

.T(t): ’U1( —QULIO)t-Fl'O To < 0
—vit 4+ g zo > 0,

Observe que a caracteristica pode ter inclinagdo positiva ou negativa
dependendo de v;(1 — i—’:) ser positivo ou mnegativo. Se up < G a
inclinacao é positiva e se up > % a inclinagao é negativa.
Os diagramas das caracteristicas sao mostrados na figura 8.
Como as caracteristicas se cruzam na origem, o caminho de choque
é obtido resolvendo-se o problema de valor inicial:
dzs [¢]

dt = m; 375(0) = O:
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U1

v= velocidade em
km /hora

u=densidade de carros %1

em carros/km

Figura 7: Gréfico da fun¢ao de fluxo com a modelagem linear do
exemplo 2 .
para calcular % lembramos que [¢] = ¢p(ut) — Pp(u™) e [u] =ut —u~.
Assim,
ut? u? vy

(o] = va(u” = = =) —w(u” = o) = (et —uT) - u—l(u+2 —u™),

o que implica em,
[¢] U1, 4 -
— =v; — —(u"+u).
[U] 1 Uy ( )

(a) x (b)

0<U0<U1/2 u1/2<u0<u1

Figura 8: Caracteristicas para o exemplo do trafego na luz vermelha.
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Para esse problema u™ = u; e u~ = ug, substituindo esses valores em
% tem-se que dji”; = —vlz—(l’ Integrando em relagao a ¢, temos que
o caminho de choque é a reta z,(t) = —v132t. A interpretagao fisica
para o caminho de choque obtido é que a velocidade com que a tultima
fila de carros parados se propaga para tras é vlz—‘l’ km/hora. A solucao
para pontos (z,t) com x < —v; 32t e para pontos (z,t) com x > —v; 121
sao obtidas como anteriormente pelo método das caracteristicas. Dessa
forma u(z,t) é da forma

(18) umo:{

O caminho de choque para o caso 0 < uy < u1/2 é mostrado na figura 9

Uy T < —vq Z—(l’t
U T > —v Z—‘l’t.

xs = —(y1ug/uq)t

t

u(z,t) =uy

Figura 9: Caminho de choque para o caso 0 < ug < uy/2

Exemplo 3: Considerando o exemplo 2, suponha que a densidade de
trafego maxima é u; = 300 carros/km e que a velocidade méxima ao
longo da via é v; = 45 km/hora. Suponha além disso que a velocidade
com que o fluxo de transito chega na ultima linha de carros parados é
v = 15 kin/hora. Resolva o problema de valor inicial para esses dados

Solugao:
Observe que para esse exemplo nao foi dada a densidade de carros do
fluxo de trafego que chega na tltima linha de automéveis parados, pelo
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exemplo 2, a velocidade com que os carros chegam na tultima linha de
carros parados é v = vi(1 — ;). Segue-se daf que 15 = 45(1 — 55%) o
que implica uy = 200 carros/km. Ainda segundo o exemplo 2, temos
que o caminho de choque é a reta z,(t) = —30t o que significa que a
velocidade com que a tltima linha de carros parados se propaga para
trds é de 30 km/hora. A solucdo (18) para este exemplo se escreve

CcOomo:

w(e,g) = {200 @< 30t
)= 300 x> —30t.

Exercicios:

Exercicio 1: Resolva o problema de valor inicial para a equacao de
Burgers sem viscosidade

up + vty =0 —o<zr<oo, t>0,
1 ifz<0
u(z,0) = up(x) :{ 0 ifx;(],

Exercicio 2: Suponha que a velocidade do trafego que chega na tltima
linha de carros parados é 30 km/hora.

a. Considere a velocidade com a tltima linha de carros parados
se propaga para tras em direcao ao trafego que chega. Sem
calcular o caminho de choque vocé diria que esta velocidade
seria maior ou menor do que a velocidade de 30 km/hora do
exemplo 37

b. Determine o caminho de choque e a onda de choque do problema
de valor inicial do exemplo 2 para esses dados e represente a
solugao no plano xt. Qual a diferenca entre a velocidade do
caminho de choque da solucao desse exercicio para a do exemplo
37

Exercicio 3: Suponha que a velocidade dos carros é modelada por
2
v=uv1(1— Z—%)

a. Esboce o grafico de v como uma fun¢ao da densidade de trafego
u. Compare com o grafico do modelo de velocidade do exemplo
2, qual dos dois modelos é mais realista?

b. Encontre a onda de choque solugao do problema de valor inicial
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U+ ¢ =0 —xo<zx<oo, t>0,

_Jou ifz <O
u(x,O)—{ul if z >0,

com fungao de fluxo ¢ modelada por ¢ = uv = vy (u— Z—i) Faca
1
um esbog¢o da solucdo no plano xt.
c. Resolva o item b com os dados do exemplo 3.

4. ONDAS DE RAREFACAO:

Além da intersecao das caracteristicas uma outra particularidade das
equacoes nao lineares é a possibilidade de existir regioes do plano zt
onde essas curvas nao estao definidas. O objetivo desta secdao é modi-
ficar o método das caracteristicas nessas regioes de modo que possamos
obter solugoes do problema em todo o plano xt. Essa modificacao ird
gerar o que chamamos de ondas de rarefacao. Por simplicidade intro-
duziremos as ondas de rarefacao usando o exemplo abaixo.

Exemplo: Considere o problema de valor inicial para a equacao de
Burgers

Uy + vy =0 —o<zr<oo, t>0,
-1 ifx <0
u(z,0) = up(x) :{ 0 if:L';O,

Faca um esboco das caracteristicas no plano zt.

Solucao: As caracteristicas para a equacao de Burgers sao dadas por
z(t) = alug(zg))t + zo. Assim,

A figura 10 mostra que na regiao R dada por —t < z < 0, nao exitem
caracteristicas. Vamos completar a solu¢ao na regiao R construindo
ondas de rarefacao.

Suponha que o dado inicial seja modificado de modo que tenhamos
uma transicao suave entre v = —1 e v = 0 numa vizinhanca de com-
primento € de x = 0. Esta modificacdo ird gerar caracteristicas que
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u(zg,0) = —1 u(z9,0) =0

Figura 10: A Regiao R do plano zt onde as caracteristicas nao estao
definidas.

fazem uma transicao das retas de inclinacao —1 para as retas de in-
clinagao 0. Fazendo € — 0 encontraremos uma solu¢ao da lei de con-
servacao na regiao —t < x < 0 com um “leque de caracteristicas”.
Este “leque”é formado por retas pela origem, isto é, retas da forma
x =at, —1 < a < 0. Como estas retas sao caracteristicas a funcao u é
constante ao longo de cada uma delas, portanto, devemos ter v como
funcdo da constante a, isto é, u(z,t) = g(a) = g(7). Isto indica que
na regiao —t < x < 0, onde inicialmente parecia nao haver solugao
, devemos procurar uma solucao da equagao de Burgers que seja da
forma u(z,t) = g(%).

Vamos considerar u(z,t) = g(%), usando a regra da cadeia temos
w(z,t) = F#9'(%) e ug(x,t) = 7g/(%). Sustituindo-se u; e u, na
equacgao de Burgers e pondo % ¢'(%) em evidéncia obtemos

OG- =0,

isto implica que g(7) = § ou ¢'(3) = 0, o que significa g($) constante.

Vamos mostrar que g(7) ndo é a funcio constante. De fato, pelo método
das caracteristicas temos que u(z,t) = —1se z < —t e u(z,t) = 0 se
x>0, se g(7) = K, K constante, temos que a solugao do problema é
dada por
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Figura 11: (a) Gréfico do dado inicial; (b) Dado inicial modificado
numa vizinhanga da origem.

(a) (b)

Figura 12: As Caracteristicas para o dado inicial modificado (a)
geram o leque de carateristicas (b) quando € — 0.

-1 ifz < —t
u(z,t)=¢ K if —t<z<0
0 ifz>0,
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ou seja, u(z,t) é uma funcdo continua por partes. Segue-se que u(z,t)
deve satisfazer a condicao de salto de Rankine-Hugoniot, se consider-

amos a condicao R-H ao longo da reta x = —t temos d;; = % e se
consideramos a condi¢cao R-H ao longo da reta x = 0 temos d;; = %, 0

que significa que a fung¢do u(z,t) ndo satisfaz a condigdo de Rankine-
Hugoniot. Logo g(%) ndo é constante, assim g(7) = 7 e a solucdo do

t
problema é dada por

-1 ifz < —t
if —t<x<0

(19) u(z,t) =9 ¢
0 ifz>0,

Como aplicacao usaremos as idéias do exemplo anterior no problema,
do fluxo de transito quando o sinal (seméfaro) passa de fechado para
aberto ou, o que é a mesma coisa, na mudanca da luz vermelha para a
luz verde.

Exemplo: Suponha que num sinal fechado, localizado na posicao =z =
0, os carros estao alinhados de tal forma que a densidade méaxima de u;
carros/km tenha sido atingida. Suponha ainda que nao existe trafego a
frente do sinal (o que significa que a densidade é zero nesta regiao) e que
o sinal abre no tempo ¢ = 0. Seguindo a se¢ao 3, usaremos o modelo
de velocidade linear v = v (1 — ;*), onde v; é a velocidade méxima

.. . .. ~ , 2
permitida na via, conseqiientemente a fungao de fluxo é ¢ = v (1 —%).
u1

Em resumo, temos o seguinte problema de valor inicial que descreve o
trafego apés a abertura do sinal:

ut-l-vl(l—i—’f)uz:() —xo<zr<oo, t>0,
“(x’o)_{o if 7> 0.

As caracteristicas para esse problema de valor inicial sao dadas por
z(t) = a(u(zg,0))t+xo, com a(u) = Ul(l—i—?). Se 2y < 0, a(u(xg,0)) =
—vy e se £g > 0, a(u(zy,0)) = v1. Segue-se que as caracteristicas sao
dadas por:
. —U1t+l'() lf.’l?()SO
,I(t) N { v1t + To if 2o > 0,

Observe que como o tempo comeca a ser contado a partir da abertura
do sinal, temos z(0) = 0. Assim as caracteisticas que intersetam a
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origem sdo as retas z(t) = —v;t e x(t) = v1t, como mostra a figura 13,
a regiao entre as duas retas nao tem caracteristicas.

Ty = Uit

Figura 13: A regido sem caracteristicas quando o sinal passa da luz
vermelha para a luz verde.

Antes de construirmos a onda de rarefacdo vamos analisar a solugao
na regiao onde temos caracteristicas. Se z > 0 s6 existem retas carac-
teristicas se £ > vt e nesta regiao a densidade é zero pois u(z,t) = 0.
Isto significa dizer que nenhum carro atingiu esta regiao. De fato, se
um carro é o primeiro da fila, quando o sinal abre ele leva um tempo
t = % para atingir o ponto x, portanto, nao existe carro no ponto x
para t < ;-. A reta z(t) = vit pode ser interpretada como sendo a
onda que propaga para a regiao de densidade nula a informacao que o
sinal abriu.

Vamos agora analisar a solucao na regiao x < 0, as retas carac-
teristicas s6 existem para x < —wv;t, nesta regiao a densidade de carros
é méxima pois u(z,t) = u;. Isto significa que apés a abertura do sinal
existe um intervalo de tempo em que o carro permanece parado. De
fato, se um carro estd parado na posicao z, quando o sinal abre, ele
leva um tempo t = ;—f para andar. A reta z(t) = —vit pode ser in-
terpretada como sendo a onda que propaga para a regido de densidade
méxima a informagdo que o sinal abriu.

Seguindo o exemplo 1, a solucdo na regido —vit < z < vit é u(x,t) =

2, lembrando-se que 7 ¢ a inclinagao das caracteristicas temos que a
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onda de rarefagao é dada por
x u
rie a(u(z,0)) = vi(1 - U_l)

Resolvendo essa equacao para u, obtemos
1 T
t) = -uy(l — —).
u(@,t) = Fu( mﬂ

Segue-se entdo que a soluc¢do u(z,t) do problema tem a expressio:

Uy if v < —wit
u(z,t) = ¢ sui(l— o) i —ut <z <ot
0 if © > wvit,
Se consideramos um carro que em t = 0 estd na posicdo r = —xy,

o diagrama das caracteristicas no plano xt pode ser interpretado como
segue: o carro permanece parado até a onda propagac¢ao da informacao
de sinal aberto chegue a ele. Isto leva um tempo ¢ = 32.

Apbés esse tempo o carro anda na regidao em “leque”, onde sua ve-
locidade cresce continuamente até atingir a velocidade méaxima v;.

Exercicio: No exemplo 2 acima, considere v; = 60 km/hora e u; =
300 carros/km, obtenha a solugao do problema e faga o diagrama das
caracteristicas no plano zt.

5. SOLUGOES FRACAS DE LEIS DE CONSERVAGAO:

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de solucao fraca de um prob-
lema de valor inicial para lei de cosnserv¢ao. A nocao de solucao fraca
permitird que consideremos solugdo do problema fungoes u(z,t) que
nao sao necessariamente continuas ou diferencidveis. Antes de passar-
mos ao estudo das solucoes fracas vamos definir o que entendemos ser
uma, solucao classica do problema de valor inicial

U+ ¢, =0 —co<r<oo, t>0,
u(z,0) = uo(x),

onde ¢(x,t) tem derivadas primeira continuas e ug(z) é continua.

Defini¢ao: Uma fungio u(z,t) é uma solugdo cldssica deste problema
de valor inicial se:

a- u € continua para todos x e t > 0,
b- u, e u; existem e sao continuas para todos z e ¢ > 0,
c- u satisfaz u; + ¢, = 0 para todos z e t > 0,
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d- u(z,0) = ug(z) para todo z.

Para estender o conceito de solucao, isto é, permitir que fugoes que
nao sao necessariamente continuas ou diferenciaveis sejam solucoes,
usaremos algumas funcoes especiais denominadas funcoes teste para
estudar a solucao de u;+ ¢, = 0 nas regides do plano xt onde o conceito
de solucao classica deixa de valer.

Definigao: Uma fungao real T'(z,t) é denominada uma funcdo teste
se:

a- T; e T, existem e sdo continuas para todo (z,1),

b- Existe um retangulo R 0 < ¢t < 7T, a < x < b no semiplano
t > 0 tais que T(z,y) = 0 fora de R e sobre as linhas ¢t = T,
r=a,ex=>h.

Exemplo: A funcao

—1

=27 if 24+ <1
T(z,t)=1 © ! )
(z,%) {0 22412 > 1,

é um exemplo de fungao teste. De fato, se (x,t) se aproxima do circulo
z?+1? = 1 pelo interior deste, temos que a exponencial de T'(z,t) tende
a zero o que leva esta funcao ter derivadas 7; e T, continuas sobre o
circulo.

Para generalizar a no¢ao de solucdo , suponha que u(z,t) é solugao
classica do problema

(20) U+ ¢, =0 —o<zxr<oo, t>0,
u(,0) = uo(),

e seja T'(z,t) uma fungdo teste qualquer. Segue-se que a func¢ao T'(x, t)u(z, t)
se anula em qualquer ponto (z,t) fora de um circulo no plano zt, isto

é, o produto isola uma parte de u(z,t). Multiplicando-se a equagao
diferencial u; + ¢, = 0 por T'(z,t) e integrando em x e ¢ > 0 temos

(21) /0 h / " (g, T (2, 8) + b, )T (&, £))dadt = 0.

A integral acima pode ser escrita como

/00 /00 (ut(z, )T (z,t) + ¢p(z, )T (z,t))dzdt = I + I,

onde Iy = [ [% uy(x,t)T(x, t)dadt e I = [~ [° ¢a(x,t)T(x,t))dzdt.
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Mudando a ordem de integracao em I; obtemos

_ / :[ /0 " . T (, £)dt]d.

Aplicando integracao por partes na integral mais interno obtemos
o o
I, = / [u(m,t)T(x t)|iZee —/ ut(x,t)Tt(x,t)dt} dzx.
—0o0 0

A primeira parcela entre os colchetes se escreve como —ug(x)T (x, 0)pois
u(z,t)T (z,t) = 0 para t — oo e u(x,0) = ug(x). Dessa forma temos
que I; é dada por

L=— /_ Zuo(x)T(x,O)dx— /0 h /_ : we(, )T (x, £)dd.

Aplicando integracao por partes na integral mais interna de I, obte-
mos que I, se escreve como

I, = /OO [¢(x,t)T(x HEze, — / é(z, )T, (z,t)dzx | dt.
0

Como T'(x,t) = 0 para x — +oo tem-se que I se escreve como

/ / d(z, t) Ty (x, t)dxdt.

Substituindo-se a integral em (21) pela soma de I; com I, obtemos

o0

/ / u(z, Ty (z, t) + Bz, t)Ta(z, £)) dadi+ / uo(2)T (3, 0)dar = 0

—0o0

Definigao: Uma fun¢ao u(x,t) é uma solucdo fraca de (20) se u(x,t)
satisfaz (22) para toda fungao teste 7'(z,t).

Observacao:

1- Como (22) nao envolve as derivadas u, e u; da fun¢ao u, uma
solugao fraca pode ser descontinua.
2- A equacdo (22) é denominada forma fraca de (20).

Exemplo 1: Ache a forma fraca do problema de valor inicial

w4 wg = 0, u(z,0) = e,
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Solucdo: A funcio de fluxo para essa lei de conservacio ¢ ¢(u) = ¥

2
Substituindo-se essa funcao de fluxo e o valor inicial u(z,0) em (22)
obtemos

o0

/ / u(z, t)Ty(z, ) +2 5 T (, t))da:dt—i—/ e’ T(z,0)dz = 0,

-0

que é a forma fraca do problema de valor inicial dado para toda funcao
teste T'(x, t).

Exercicio 1: Ache a forma fraca dos seguintes problemas de valor
inicial

2 itz <0

u _ — —
a‘“t+(e )w—oa u(flﬁ,O)— 1 ifz >0,

b- u; + uPu, = 0, u(z,0) = .

i <
C- Uy + /Umaw(]' - u::::;)uw = 0, /U/(x; 0) = { Umax lffI,' — 0

Ug if z > 0.

Exercicio 2: Seguindo os passos para obter (22) mostre que a forma
fraca do problema de valor inicial

U+ ¢y = f —co<x<oo, t>0,
u(z,0) = up(x),
¢ dada por:

// u(, T4z, ) + da, )Ta(, 8) — f(a, )T (x, 8)) dadt

+ /00 uo(z)T (z,0)dx =0

o

6. INTRODUGAO AO METODO DAS DIFERENGAS FINITAS

6.1. Introducao. Nem sempre é possivel obter solugoes explicitas de
problemas envolvendo equacéoes diferenciais. Isto é bastante frustante
quando desejamos informacoes sobre o comportamento dessas solucoes.

Uma forma de minimizar o problema é utilizar os chamados esquemas
numéricos. Eles tém como objetivo valores aproximados da solu¢ao em
certos pontos de seu dominio.

Nesta se¢ao faremos uma breve introducao a tais esquemas numéri-
cos, obtidos via os chamados métodos de diferencas finitas, aplicados a
leis de conservacgao escalares unidimensionais lineares do tipo

(23) u + aug = 0,
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e satisfazendo condi¢oOes iniciais do tipo
(24) u(z,0) = ug(x)

onde em u = u(z,t), x representa variavel espacial e t (> 0) representa
0 tempo.
Esta secao estd baseado nas referéncias [6] e [8].

6.2. Esquemas numéricos. A construcao de um esquema numeérico
comega pela definicdo de uma malha de pontos no plano (z,t). Para
tanto, tomamos h e k numeros positivos pequenos e consideramos a
malha obtida pelos pontos (%,,t,) = (mh,nk) (Fig. 14), onde m e n
sao inteiros arbitrarios. No caso de leis de conservacgdo, consideramos
apenas n > 0.

Figura 14: Malha de pontos no plano (z,t).

Para uma funcao v definida nos pontos da malha, denotaremos por

= v(mh, nk) o valor aproximado de u nos pontos (mh,nk) (vP =

n
vm

u(mh,nk)).
A idéia basica dos esquemas numéricos é aproximar derivadas por
diferencas finitas. Uma maneira de fazer isto é

u((m + 1)h, nk) — u(mh, nk)
h

Usando série de Taylor, podemos entender como a aproximacao a-
cima foi obtida e podemos obter outras mais. De fato, da formula de

Taylor temos
(T1)
2

u((m+1)h,nk) = u(mh, nk)—l—aiu(mh, nk)h+ %u(mh, nk)h*+o(h?),
T

0
2 — =~
(25) axu(mh, nk)
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ou
(T2)
u((m k) = u(mh, nk)——=—u(mh,n 5-zt(mh,n o(h2),
onde o(h?) significa que limy_,o 0(th = 0.
De (T1) e (T2) podemos obter, dentre outros
2u(mh, nk) :u((m + 1)h, nk) — u(mh, nk) +o(1)
ox h
1 —
(26) ul(m + 1)h, nk) — u(mh, nk)’
h
0 _u((m + 1)h, nk) — u((m — 1)h, nk)
a—xu(mh, nk) = o +o(h)
(27) ~ Wlm+1h, aniz — u(mh, nk)

De (26) e (27) vemos que a aproximacao em (27) é melhor que a
aproximagao em (26), no sentido de o(h) tender para zero mais rapido
que o(1).

De modo analogo, podemos obter aproximagcoes para %u(mh, nk).

Usando as aproximacdes acima podemos obter varios esquemas de
diferencas finitas. Alguns exemplos para a equac¢do u; + au, = 0, onde
a ¢ uma constante seguem abaixo.

E1l) Esquema para frente no tempo e no espaco:

Un—}—l — " ™ —n
28 L m 4 gt — ),
(28) p A
E2) Esquema para frente no tempo e para tris no espaco:
,Un—}—l — " "t —
29 ™ ™4 gm L=,
(29) ? .

E3) Esquema “leapfrog”:

n+1 n—1 n _n
v -0 Um-i—l Um—1 =0

30 m m
(30) % 4T o
E4) Esquema Lax-Friedrichs:
vn—i—l o Um TV 1 n _an
(31) m 2 g Imitt—Umo1 g

k 2h
Conhecendo a soluciio aproximada v!, (I < n) para certos niveis de
tempo, via os esquemas de diferengas finitas é possivel obter v™! para
o nivel seguinte. Por exemplo, no esquema (28), denotando A = %,

(32) ot = (1 + a\)vll, — a4,

m
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no esquema de Lax-Friedrichs (31),

1
(33) vt = (1 =aNvp i, — (1 +aXjoy, 4
e no equema de leapfrog (30),
(34) U:ZH = Ufnil + aA (Vg1 — V1)

Esquemas que envolvem v apenas em dois niveis de tempo sao chama-
dos esquemas de passo simples ou passo um, enquanto esquemas que
envolvem v apenas em trés ou mais niveis de tempo sao chamados
esquemas de passo multiplo.

Esquemas de passo muiltiplo precisam de um procedimento inicial
para determinar valores de v em tempos iniciais. Por exemplo, para
o esquema de leapfrog usualmente é empregado um esquema de passo
simples para determinar v para n = 1 e, apds, para n > 1, aplicado o
esquema de passo multiplo.

Como podemos ver, obter um esquema de diferencas finitas nao é
uma tarefa dificil. Mas, até agora, nao temos garantia que os valores
de vy obtidos a partir desses esquemas representam boas aproximacoes
para u(zm,,t,). De fato, vejamos um exemplo.

Exemplo 6.1. Dado o problema de valor inicial

U+ 2u, =0, em —d <z <H,
2, se =5 <z<0

up(z,0) =< 1—z, se0 <z <1
1, sel <x<5H,

encontre uma aprorimacao para u, no tempo t = 1, usando o esquema
de Lax-Friedrichs.

Solucao 1. Considerando uma malha com h =0,1 e k = 0,2, usando
um programa em Maple podemos obter v), dada pela distribui¢do de
pontos apresentada na Fig. 15. Neste caso temos A = 2 em (33).

Solugao 2. Considerando uma malha com h = 0,1 e k = 0,02, usando
um programa em Maple podemos obter v2°0 dada pela linha pontilhada
apresentada na Fig. 16. Neste caso temos A = 0,2 em 33.

Solucgao 3. Usando o método das caracateristica, obtemos a solugao
apresentada pela linha continua na Fig. 16.

Observacao. Como podemos ver, a primeira solucao nao é aceitavel,
enquanto a segunda solugao tem um comportamento bem mais proximo
do desejado.
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20+

10+

—10-

—a —2 [ 2 a

Figura 15: Solugdao numérica com h =0,1 e k =0,2.

1.4

1.2

—a —2

Figura 16: Solucdo numérica com h = 0,1 e k = 0,02.

O exemplo acima ilustra o fato de que nao basta simplesmente obter-
mos um esquema numérico para obtermos uma aproximagao aceitavel
para a solucao do problema de valor inicial.

Na préxima subsecao vamos procurar entender os motivos da diferenca
entre as duas solugoes numéricas apresentadas no exemplo acima.

Exercicio 6.1. Resolva numericamente o problema de valor inicial do
exemplo 6.1, considerando u(—10,t) = 2, usando os sequintes esquemas
de diferencas finitas:

Para frente no tempo e no espagco com A\ = 0.8 e h =0.1;
Para frente no tempo e no espago com A= 0.8 e h =0.2;
Para Laz-Friedrichs com A =0.8 e h =0.1;

Para Laz-Friedrichs com A = 0.8 e h = 0.2;

Para Lax-Friedrichs com A = 2.0 e h =0.1;

Para Laz-Friedrichs com A = 2.0 e h = 0.2;

Para leapfrog com A =0.8 e h = 0.1;

Para leapfrog com A = 0.8 e h = 0.2;

PR oo &0 T



LEIS DE CONSERVAGAO COM APLICACOES AO TRAFEGO 37

. . .. .~ n+l _  n+l
Quando for preciso, na fronteira direita, use a condigcdo vy, = vy,

onde xpr = 3.
Para iniciar o esquema de leapfrog, use o esquema para frente no
tempo e no espaco.

6.3. Convergéncia, Consisténcia e Estabilidade. Ao utilizarmos
um esquema numérico, buscamos encontrar uma aproximagao para a
solucao da equacao diferencial correspondente. Em outras palavras,
gostariamos que a aproximagao v), fosse cada vez melhor quando h
e k estivessem cada vez mais proximos de zero. Esquemas que sati-
fazem esta condi¢ao sao chamados esquemas convergentes. Mais pre-
cisamente,

Definicao 6.1. Um esquema de diferencas finitas de passo simples é

chamado convergente se a solugcao v, obtida € tal que:

a- v° converge para ug(x) quando mh — x com h — 0,

b- v converge para u(z,t) quanto (mh,nk) — (z,t) com h,k — 0.

A definicao de esquemas de passos multiplos convergente é analoga,
lembrando que condigoes em niveis iniciais de tempo estao relacionadas
com esquemas numéricos de menor nimero de passos. Nao abordare-
mos este assunto nestas notas.

Provar que um esquema numérico converge, em geral, nao é uma
tarefa facil. Porém, dois outros conceitos mais simples de serem prova-
dos ajudam neste trabalho. Antes de apresenta-los vamos introduzir
as notagoes
P 0 0

(3_33’ a)
para representar uma equagao diferencial parcial linear e P,v = 0 para
denotar uma equacao de diferengas finitas. Por exemplo, em (28)

n+l _ ,\n n oy
Phkv _ U U + a?}m_H U

k h

Introduzidas as notagoes, o primeiro conceito a ser apresentado é:

(35)

u= Pu=u;+au, =0

Definicao 6.2. Um esquema de diferencas finitas Pyv = 0 € chamado
consistente com a equacdo diferencial parcial Pu = 0 se, para qualquer
func¢do suave ®(z,t), temos que P(%, %)Cb — P ® converge pontual-

mente para zero, em cada ponto da malha, quando h,k — 0.

Exemplo 6.2. Do esquema (29), temos

0 0
P(=—,=)® = &, + a®,
Ox’ Ot
(36) (I>n—|—1 — P o — Ppn
Phk(I) —__m m +a m m—lj

k h
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onde ®7 = ®(mh,nk), como anteriormente.
Da série de Taylor em (mh,nk), temos

Pt = @™ + ®,(mh, nk)k + &y (mh, nk)k + O(K?)

(37)
" | = O — By (mh,nk)h + ®ue(mh, nk‘)h + O(h%).
Logo,
(Pn—l—l _ (I)n
(38)  gn _kq)n h
mfm—l = By (mh, nk) — ®yq (mh, nk) + O(h?).
Assim,

k h
(39) P®— Pp® = — 4 (mh, nk) +O(k?) +a® . (mh, nk) +O(h?),
que tende a zero quando h,k — 0.

Exercicio 6.2.
a) Mostre que o esquema (28) é consistente;
b) Mostre que o esquema de Laz-Friedrichs é consistente, se h? [k — 0.

O segundo conceito a ser introduzido é:

Definicao 6.3. Um esquema de diferencas finitas Ppiv;,, = 0 € chama-
do estdavel em uma regido €2, se para todo T positivo existe um inteiro
J e uma constante Cr tais que

00 J 00
(40) h Y WP <Orh) > il

m=—o00 7=0 m=—o0
para 0 < nk <T, com (h,k) € Q.

Exemplo 6.3. Usando o esquema (28), podemos escrever

ot = (14 ad)vl, — advl = ol + Bul Ly,
onde a=14+a) e f =—al
Assim,
o0 o0
112 2
DRl = Y levh + Bl
m=—o00 m=—o0

o

< > AlalPlnl? + lallBl@lvpllvpal) + B2 [o .}

m=—0oQ
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Lembrando que 0 < (x—y)? = x?+y?—2xy implica que 2xy < x*+y?,
podemos escrever

'S 00
S0 EPP < D {lalPlunl? + Lol 18Il + [ 41 ) + 18P vma ]}
= oo__
= Y {lalPlopl® + [l Bllv)” + ol Bl l” + 181 ]}
m=—00
o0 o0
= [a? +2[al[]+ 18 > lvml>= (al+[8)* > |val®

Logo, se |a] + |B] = |1+ aA| + |aA| < 1, o esquema (28) € estdvel.
Em outras palavras, se —1 < aX <0, o esquema (28) € estdvel.

A quantidade y/h ) |v7|? tem uma interpretagdo bastante interes-
sante. Ela define uma norma, chamada noma L? da funcio v™, deno-
tada por ||v"||, que mede o “tamanho”de v™. Usando esta notacdo,
podemos escrever (40) como

J
(41) [v7ll7 < Cr Y [1ohlI7-
j=0

A relacao entre convergéncia, consisténcia e estabilidade é obtida
pelo importante teorema de equivaléncia de Lax-Richtmyer. Para enun-
ciar esse resultado, precisamos introduzir a seguinte defini¢do:

Definicao 6.4. Um problema de valor inicial para a equacao diferencial
parcial € chamado bem posto se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(a) A solugio do problema existe.

(b) A solugdo é unica.

(a) A solugcio depende continuamente do dado inicial do problema.

Para maiores detalhes sobre o conceito de problema bem posto, veja
livros de equagoes diferenciais parciais como [10], [4], etc.

Teorema 6.1. Dado um problema de valor inicial bem posto para uma
equacao diferencial parcial Pu = 0, um esquema de diferencas finitas
consistente para Pu = 0 € convergente se, e somente se, ele é estdvel.

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [8]. Mais
detalhes sobre este assunto podem ser encontrados, por exemplo, em
[7].

Agora que conhecemos os conceitos de convergéncia, consisténcia e
estabilidade e sabemos como eles estao relacionados, vamos ver um
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exemplo que ilustra a necessidade da estabilidade para garantir a con-
vergéncia de um esquema consistente.

Exemplo 6.4. Dado o problema de valor inicial

U +uy, =0

(42) B _J1sexe[-1,1],
u(2,0) = uo(z) = {0 sex ¢ [—1,1],

utilizando o esquema (28) tente obter uma aprozimacdo para a solugdo
de (42) no tempo t = 0.25.

Solugdo. O esquema (28) pode ser escrito como

k
(43)  on =l W — ) = (L A — el

Tomando h = 0.1 £k = 0.05 o que implica X = 0.5, e utilizando um
programa em Maple, obtemos o grifico da solu¢ao aprorimada mostrado
na Fig. 17

—4 —2 o 2 a

Figura 17: Solu¢ao numérica com h =0,1 ek =0, 2.

Por outro lado, via 0 método das caracteristica, sabemos que a solu-
¢ao do problema acima € dada por um deslocamento no dado inicial.

Portanto, embora o esquema (28) seja consistente, como mostrado
no ecercicio 6.2, a solu¢io numérica obtida usando (43) ndo converge
para a solugdo de (42).

6.4. A Condicao CFL. Courant, Friedrichs and Lewy, em um artigo
escrito em 1928 [1] e traduzido para o inglés em 1967 [2], usaram o
método de diferencas finitas como uma ferramenta analitica para provar
existéncia de solugoes de certas equacoes diferenciais parciais.
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A idéia basica do trabalho deles é definir uma seqiiéncia de solugoes
aproximadas (via equagdes de diferengas finitas), provar que elas con-
vergem quando a malha é refinada, e e entao mostrar que a funcao li-
mite deve satisfazer a equagao diferencial parcial, obtendo a existéncia
de uma solucao.

Quando estavam provando a convergéncia dessas seqiiéncias eles iden-
tificaram que uma condi¢ao necessaria para estabilidade é que o dominio
de dependéncia do esquema numérico deve conter o dominio de de-
pendéncia da equacao diferencial parcial, pelo menos no limite quando
h, k — 0. Esta condi¢ao é conhecida como condi¢cio CFL.

Exemplo 6.5. Para o esquema numérico (28), v, depende dos pontos
que estao entre (mh,0) e ((m + n)h,0) e o dominio de dependéncia
da solugdo analitica é o ponto (zn, — at,,0) = (mh — ank,0), pois

U(Tpm, tn) = Uo(Tm — aty).
Como podemos ver, a condicao CFL nao € satisfeita no exemplo 6.4

Na verdade, vale o seguinte teorema:

; n+l __ n n
Teorema 6.2. Considere um esquema da forma vy, = av,,_+Bv] +

Yo y1 Para ug + aug, = 0, com o, B e v ndo nulos. Uma condi¢do
necessdria e suficiente para ele ser estdvel é

(44) la)| < 1.
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