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Introducao

A presente obra consiste em um conjunto de notas elaboradas para a minis-
tracao de um mini-curso denominado “Areas, Volumes e Equidecomponibil-
idade”, apresentado na Segunda Bienal da Sociedade Brasileira de Matemé-
tica, realizado na cidade de Salvador, Bahia, entre os dias 25 e 29 de outubro
de 2004. O conteudo destas notas destina-se basicamente para professores
dos ensinos fundamental e madio, alunos de licenciatura e interessados em
matematica em geral. Almejamos com estas notas contribuir para um apri-
moramento do ensino de geometria, tao debilitado no ensino bdsico nos dias
atuais. Para isto, tentaremos apresentar os conceitos de uma maneira que
possa ser implementada nos ensinos fundamental e médio (respeitando-se,
obviamente os niveis de maturidade de cada fase escolar). Também propore-
mos problemas e atividades que visam motivar os estudantes ao estudo da
geometria como algo belo e desafiador.

O célculo de areas de figuras planas remonta aos primoérdios da propria
civilizagdo. A organizagao social e econOmica das primeiras sociedades or-
ganizadas estava intimamente relacionado com o cultivo e a propriedade da
terra. Sendo assim, muito cedo surgiu a necessidade de técnicas para se medir
com precisao as extensoes de terra, pois terra significa antes de tudo riqueza
e poder. Existem registros bastante antigos de técnicas de medidas de area
desenvolvidas pelos egipcios e por civilizacoes mesopotamicas. Estas técnicas
desenvolvidas pelas primeiras civilizacoes tinham um carater particular e cir-
cunstancial, nao havia procedimentos gerais para todos os casos, basicamente
os exemplos eram numéricos e tratados de maneira “ad hoc”. Foi somente
com a cultura grega que a ciéncia matematica adquiriu um certo grau de
rigor e generalidade, possibilitando uma conceituacao precisa dos elementos
envolvidos e a obtencao de resultados mais profundos e abrangentes.

Na obra “Os Elementos” do matematico Euclides de Alexandria podemos
encontrar varios resultados relativos a dreas de figuras planas. A primeira



mencao a palavra drea ocorre na proposi¢ao 34 do livro 1, seguindo-se varias
outras proposicoes sobre areas de paralelogramos, culminando na belissima
demonstragao do teorema do Pitdgoras (proposigio 47, livro 1). O livro 2 dos
Elementos também possui uma enorme quantidade de resultados relativos a
areas muitos deles utilizados para se obter resultados que evitassem o conceito
de proporc¢ao. Muito embora a propria definicao de area nao seja mencionada
nos Elementos, depreende-se desta obra que a nocao de area era muito mais
qualitativa que quantitativa, no sentido que se referia a regiao delimitada
por uma figura do que propriamente um valor numérico atribuido a regiao.
Esta, alids, era uma caracteristica da matemdtica grega como um todo, a
representacao dos nimeros prioritariamente por uma via geométrica.

Ao longo da histéria da matemadtica, o estudo de dreas sempre desempen-
hou um papel relevante. Ainda na antigiiidade, o matematico Arquimedes
explorou ao maximo todos os recursos e técnicas disponiveis em sua época
para calcular areas de figuras ndo triviais, como circulos e arcos de parabolas.
O método utilizado por Arquimedes e outros geometras da antigiiidade para
o calculo de areas é conhecido como método da exaustao, cujo fundamento
reside na prépria estrutura dos nimeros reais. Um avanco significativo no
calculo de dreas de figuras planas curvilineas pode ser dado com o advento
do célculo integral, no final do século XVII. O cdlculo integral é o método,
por exceléncia de calculo de areas de figuras curvilineas. No entanto, uma
conceituacao precisa do que vem a ser area somente estabelecido com pre-
cis@o no final do século XIX. Até esta ocasiao, o calculo integral, embora
extremamente 1util e poderoso, nao repousava sobre solidos fundamentos.
Nomes como Riemann e Lebesgue figuram entre aqueles que contribuiram de
forma significativa para fundamentar o conceito de integral, que por sua vez
estd relacionado com o conceito de area. A teoria abstrata que cuida desta
fundamentagao tedrica é conhecida como teoria da medida.

De igual modo, o cdlculo de volumes desempenhou desde muito cedo um
papel importante na civilizagdo. Assim como no célculo de areas, podemos
encontrar registros nas civilizagoes antigas de métodos sobre cdlculo de vol-
umes. FEuclides também dedicou os livros XI e XII dos “Elementos” para
consideracgoes de volumes de figuras sélidas. Novamente, o volume era algo
qualitativo, representando muito mais o sélido em si que propriamente um
numero a ele relacionado. E por fim, o cdlculo de volumes de figuras em
geral pode ser desenvolvido ao maximo com o advento do cdlculo integral e
colocado sobre sélidos fundamentos com a teoria da medida.

A diferenca bésica entre dreas e volumes reside no fato que o conceito de



area possui uma formulacao muito mais elementar e geométrica envolvendo
a decomposicao de uma figura plana em outras mais elementares. Existem
trés conceitos que sao equivalentes para uma classe de figuras planas denom-
inadas poligonos: Area, equidecomponibilidade e equicomplementabilidade.
Definindo, dois poligonos sao equidecomponiveis se ambos podem ser dividi-
dos no mesmo conjunto de poligonos (em particular, tridngulos) congruentes,
isto é, se pudermos transformar um poligono no outro apenas movendo suas
partes componentes. Por sua vez, dois poligonos sao equicomplementaveis
se existir um conjunto de poligonos congruentes (em particular, tridngulos)
que justapostos as figuras iniciais produzirdo dois poligonos congruentes. O
teorema central destas notas é que sao equivalentes as seguintes afirmativas:

1. Dois poligonos possuem a mesma area.
2. Dois poligonos sao equidecomponiveis.
3. Dois poligonos sdo equicomplementaveis.

A pergunta natural a ser feita é se existe uma caracterizagdo puramente
geométrica para volumes de solidos. Em seu pronunciamento no Congresso
Internacional de Matematicos, em Paris, no ano de 1900, o matematico
alemao David Hilbert propos uma série de 23 problemas que seriam, na sua
opiniao os problemas que definiriam os rumos da matemaética do século XX. O
terceiro problema por ele enunciado trata exatamente desta questao, citando
o préprio Hilbert[5]

...[especificar] dois tetraedros, de bases e alturas iguais, que nao
possam, de maneira nenhuma, ser divididos em tetraedros con-
gruentes, e que nao possam ser combinados com tetraedros con-
gruentes para formas dois poliedros que possam, eles mesmos, ser
divididos em tetraedros congruentes.

Enfim, O problema de Hilbert consistia em encontrar dois tetraedros com
mesmo volume e que nao fossem equidecomponiveis nem tampouco equicom-
plementaveis. Se um resultado semelhante ao exposto para areas fosse valido
para solidos, seria possivel dar uma demonstracao elementar da proposicao
5 do livro XII dos “Elementos” de Euclides que afirma que duas piramides
de mesma base e mesma altura possuem o mesmo volume. Com isto, poder-
se-ia definir o volume de qualquer poliedro sem a necessidade de recorrer a
argumentos de continuidade.



O terceiro problema de Hilbert foi resolvido por Max Dehn, aluno de
Hilbert, ainda em 1900. Vamos apresentar aqui uma versao um pouco mais
moderna do teorema de Dehn utilizando para isto um pouco da linguagem da
algebra linear. Certamente este topico fugirda um pouco do escopo do ensino
médio, nao significando porém que as idéias e a problemdtica envolvendo a
definicao de volume nao deva ser discutida em sala de aula, pelo menos de
forma qualitativa.

Este trabalho estd dividido da seguinte forma: No capitulo 1, apresentare-
mos a definicdo de drea e calcularemos as dreas de figuras elementares. No
capitulo 2, mostraremos a relacdo entre area e semelhanca e exploraremos o
uso de areas na resolucao de problemas geométricos. No capitulo 3, demon-
straremos o resultado principal, conhecido como teorema de Bolyai-Gerwien,
que estabelece a equivaléncia entre os conceitos de area, equidecomponi-
bilidade e equicomplementabilidade. Também apresentaremos refinamentos
deste resultado, como o teorema de Hardwiger-Glur, que trata da equide-
componibilidade com as pecgas possuindo lados paralelos. Finalmente, no
capitulo 4, apresentaremos a conceituacao de volume e a solucao de Dehn
para o terceiro problema de Hilbert.



Capitulo 1

Areas de Figuras Planas

Nosso propdsito neste capitulo é oferecer uma perspectiva geométrica para o
conceito de area que possa ser a0 mesmo tempo rigoroso e pratico do ponto
de vista do ensino de matemaética elementar. Em primeiro lugar, vamos
introduzir a definicao de area através de axiomas simples e diretos. Em
seguida, com a ajuda das propriedades de drea, calcularemos as areas de
figuras geométricas elementares, o quadrado, o retangulo, o paralelogramo,
o tridangulo e o trapézio. Medir a area de uma figura significa basicamente
compara-la com uma unidade padrao que é o quadrado de lado unitario.

De todas as figuras elementares, a que envolve mais sutilezas no calculo
de sua area é exatamente a mais basica de todas: o quadrado. Para provar-
mos que a area de um quadrado ¢ igual ao quadrado da medida de seu lado
temos que lidar corretamente com segmentos de comprimento irracional. O
tratamento de nimeros irracionais é, em geral, evitado nos ensinos funda-
mental e médio. Mas embora o assunto realmente apresente uma certa com-
plexidade técnica, podemos apresenta-lo de uma maneira concisa e acessivel
ao estudante de ensino bésico. Esta introducdo a este capitulo delicado da
matematica pode ser tao mais motivadora a medida que estiver relacionada
com a geometria. Pensando nisto, apresentamos uma demonstracao que uti-
liza o minimo de resultados sobre numeros reais, a maioria deles de carater
fortemente intuitivo.

Por fim, apresentaremos algumas diretrizes gerais para o calculo de areas
de qualquer figura plana. Neste ponto, devo salientar que o principio norteador
destes procedimentos de calculo de areas é a decomposicao em figuras ele-
mentares, o calculo das areas individuais destas figuras e a soma de todas as
areas parciais. Este principio de decomposicdo estd, em certo sentido, sub-



jacente ao proprio conceito de area, como veremos nos capitulos posteriores.

1.1 Definicao de Area

Antes de tentarmos definir a nocao de area, devemos especificar os objetos
geométricos para os quais esta defini¢ao serd apropriada. Primeiramente, va-
mos limitar nossa discussao a apenas sub-conjuntos de pontos no plano. Em
segundo lugar, os sub-conjuntos do plano em questao sao regioes delimitadas
por uma ou varias curvas fechadas e simples. Uma curva fechada é uma
curva que nao possui extremidades. Veja na figura 1 abaixo um exemplo de
curva aberta e um exemplo de curva fechada.

@ (b)

Figura 1.1: A curva (a) é um exemplo de curva aberta, suas extremidades sao
os pontos A e B mostrados. A curva (b) é um exemplo de curva fechada.

Uma curva é dita se simples se nao possuir pontos de auto interseccao. A
figura 2 abaixo nos mostra um exemplo de curva nao simples e um exemplo

de curva simples.
(@

(b)

Figura 1.2: A curva (a) é um exemplo de curva simples, enquanto a curva (b) é
uma curva nao simples simples, pois possui auto intersec¢oes. Note que o conceito
de curva simples nao estd relacionado com a complexidade do traco da mesma.

A propriedade mais importante de uma curva simples e fechada pode ser



formulada no seguinte teorema:

Teorema 1.1.1 (Jordan) Uma curva fechada e simples divide o plano em
duas regioes disjuntas. [J

Este teorema, embora de facil enunciado e de um forte apelo intuitivo, é
extremamente dificil de provar e envolve conceitos que vao além do escopo do
presente texto. Com este resultado poderemos nos referir de forma inequivoca
a qual regido estaremos atribuindo um valor de drea. A partir deste ponto,
sempre que nos referirmos a uma curva, subentenda-se, a menos que se diga
o contrario, que a curva é fechada e simples. Dito isto, podemos agora definir
0 que vem a ser uma area:

Definicao 1.1.2 A drea de uma regido ¥ delimitada por uma ou vdrias cur-
vas é um nidmero real positivo A(X) satisfazendo ds sequintes condigdes:

1. Duas regioes congruentes possuem a mesma drea.

2. Se duas regioes Y1 e Yo se intersectarem no mdrimo por pontos em sua
fronteira, isto €, sua intersec¢cdo nao possut pontos interiores, entdo

3. A drea de um quadrado cujo lado mede uma unidade de comprimento
¢ igual a uma unidade de drea.

Algumas observacoes se fazem necessarias a respeito dos itens na definicao
acima: Em primeiro lugar, devemos entender o que vem a ser uma con-
gruéncia entre duas figuras. A nocao de congruéncia é a forma mais exata de
dizermos que duas figuras sao iguais, que pode ser sintetizada na definicao
abaixo.

Definicao 1.1.3 Duas figuras X1 e Yosdo ditas serem congruentes se existe
uma correspondéncia 1 a 1 entre os seus pontos, dada por uma aplica¢do ¢ :
1 — Yotal que para quaisquer dois pontos X,Y € Y tenhamos que a medida
do segmento ¢(X)o(Y)seja igual a do segmento XY .

Dito de outra forma, duas figuras sao congruentes se conseguirmos su-
perpor ambas através de um processo que preserve as medidas de segmentos
entre os pontos da figura, isto implicard também que as medidas de dngulos
serao de igual modo preservadas. Pode-se mostrar que uma congruéncia



pode ser obtida através de uma seqiiéncia finita de rotagoes, translacoes e,
eventualmente, reflexoes no plano.

Em segundo lugar, devemos entender o que vem a ser um ponto interior.
J&a vimos que uma curva 7y divide o plano em duas regioes distintas. Mais
precisamente, tomando-se todos os pontos do plano que nao pertencem a 7y
estao divididos em dois sub-conjuntos distintos. Pode-se verificar sem muita
dificuldade que se um ponto pertence a um destes sub-conjuntos do comple-
mentar a curva 7y no plano existe um circulo ao redor deste ponto no qual
todos os seus pontos ainda pertencerdao ao mesmo conjunto. Como uma con-
vencao, estipularemos que se a curva for orientada no sentido anti horario, a
regiao que se encontrar sempre a esquerda da curva sera chamada interior e
a regiao que se encontrar sempre a sua direita serd chamada exterior, como
nos mostra a figura abaixo:

Y

Exterior

Figura 1.3: Regiao interior e exterior definida por uma curva fechada e simples.

Proposicao 1.1.4 A drea de uma figura é sempre maior que a drea de qual-
quer figura contida em seu interior.

Dem. Considere uma figura 3 delimitada por uma curva 7, e seja uma curva
0 contida no interior de X. Podemos definir duas figuras a partir de ¥: Uma
figura Y1, delimitada por 4, e outra figura 35, delimitada pelas curvas v e 9,
como ilustrado na figura abaixo.

=

Figura 1.4: Regioes delimitadas por duas curvas, sendo que uma delas esta na
regiao interior definida pela outra.

Pelo item 2 da definicdo de area, temos que a area de X é igual a soma
da area de ¥; e da area de Y,. Assim, a area de X serd maior que a area de



qualquer uma das regioes individuais ¥; ou ¥;. =

Assim, se duas figuras tiverem algum ponto de sua regiao interior em
comum, a drea da unido entre as duas figuras serd menor que a soma das
dreas de cada uma das figuras individuais. Isto se deve ao fato explicado no
paragrafo anterior, afinal se as regioes interiores das duas figuras possuem
um ponto em comum, existe um circulo ao redor deste ponto contido na
interseccao entre as regioes. Logo, ao efetuarmos a soma das areas das duas
figuras, a drea deste circulo comum serd contada duas vezes, enquanto que
na area da uniao, a area deste circulo sera contada uma unica vez.

O item 2 da definicao de area ainda nos diz que para calcularmos a area
de uma figura complexa, sempre podemos decompor a mesma em figuras
mais simples que saibamos calcular sua area, a area total serd a soma das
areas parciais. Em outras palavras, a drea é uma grandeza aditiva. Este sera
o principio norteador de todas as discussoes que serao feitas neste trabalho.

1.2 Caélculo de Areas de Figuras Elementares

O item 3 na definicio de area é o que necessitamos para efetuarmos os
calculos de area. Seguiremos, para demonstrarmos os préximos resultados, a
referéncia [8].

Teorema 1.2.1 A drea de um quadrado de lado a é igual a a®.

Dem. Iniciaremos com um quadrado de lado inteiro n. Se subdividirmos
seus lados em n segmentos de comprimento unitdrio, teremos ao todo n?
quadrados de lado unitario decompondo o quadrado original, conforme ex-
emplificado na figura abaixo. Todos estes quadrados de lado unitario se
intersectam no maximo por uma aresta e portanto, pelo item 2 da definicao
de area, a area do quadrado é igual a soma das areas dos quadrados de lado
1, logo A(X) =n21=n?

u

Figura 1.5: Area de um quadrado de lado inteiro.
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Seja agora um quadrado cuja medida do lado é um nimero racional ”*.
Obviamente, serd impossivel dividir este quadrado em um ntimero inteiro de
quadrados de lado unitario. Assim, devemos utilizar uma nova medida padao
de area para compararmos o quadrado unitario e o quadrado em questao.
Seja um quadrado A de lado igual a % Pelo exposto no caso anterior, é facil
verificar que o quadrado de lado unitdrio é decomposto em n? quadrados
congruentes a A, e portanto de mesma &rea, assim

1
1=n%A(A), = AA)= =
Agora, um segmento de medida 7 pode ser decomposto em m segmentos de
medida % Portanto, um quadrado % de lado ™ possui m? quadrados de lado
<, concluimos entdo que

1 m\ 2
A(S) = m2A(A) = m?.— = (—) .
n n
Resta-nos mostrar que o resultado continua valido para quadrados de lado
com medida irracional. Para isto, vamos utilizar alguns fatos a respeito das
propriedades dos niimeros reais:

Lema 1.2.2 Dados dois nimeros reais positivos x e y, temos que r < y se,
e somente se x> < y?. [

Lema 1.2.3 Dado dois nimeros reais quaisquer x e y, sempre existe um
numero racional entre eles. [

Lema 1.2.4 Dado um numero real positivo a existe um unico numero real

positivo b tal que b*> = a. Este nimero é denominado raiz quadrada de a.
O

Como conseqiiéncia do segundo lema, podemos concluir que arbitraria-
mente préximos a qualquer nimero irracional a, podemos encontrar niimeros
racionais r e s tais que r < a < s. Assim, um quadrado X de lado «a ficara
sempre no interior de um quadrado de lado racional s, cuja drea é igual a
52, e tera em seu interior um quadrado de lado r, e portanto com &4rea 72,
conforme nos mostra a figura abaixo:

11



| 5 |
Figura 1.6: Aproximagao da um quadrado de lado irracional por quadrados de

lado racional, por excesso e por falta.
Assim, teremos
r? < A(Y) < s

Por outro lado, temos pelo primeiro lema que 7% < a? < s2, para quaisquer
racionais 7 e s tais que r < a < s. Suponhamos entdo que a area A(X)
seja igual a um nimero b < a?. Pelo terceiro lema, existird a raiz quadrada
de b, que serd denotada por v/b, que serd um nimero menor que a. E pelo
terceiro lema existird um nimero racional r entre v/b e a. Assim, devido
a todas as informagoes expostas anteriormente, b < r2 < A(X), o que é
uma contradigio, pois supusemos que A(X) = b. Da mesma forma, podemos
verificar que a area do quadrado ¥ ndo pode ser um niimero maior que a?.
Portanto A(X) = a?.

Com isto exaurimos todas as possibilidades para a medida do lado de um
quadrado, em todos os casos temos que a area do quadrado é numericamente
igual ao quadrado da medida do lado. m

A partir deste teorema fundamental, podemos calcular as areas de outras
figuras planas fundamentais.

Proposicao 1.2.5 A drea de um retangulo € igual ao produto das medidas
de seus lados.

Dem. Considere um retangulo de lados a e b. Vamos mostrar que sua area
é igual a a.b. Para isto, construamos um quadrado de lado (a + b), cuja drea
é, pelo teorema anterior, igual a (a + b)? = o + 2a.b + b?. Por outro lado, o
quadrado de lado (a+ b) é constituido de um quadrado de lado a, e portanto
de 4rea igual a a2, um quadrado de lado b, e portanto de 4rea igual a b2, e
dois retangulos X de lados a e b, conforme ilustrado na figura abaixo.

12



[e}]

b a
Figura 1.7: Célculo da drea de um retangulo.
Portanto, podemos concluir que

(a+b)*> =a*+2a.b+ b =a® +2.A(%) + b7, = A(X) = a.b.

]

Podemos agora determinar a area de um paralelogramo, isto é, um quadrilatero
que possui seus lados opostos paralelos. Antes um pouco de nomenclatura: Se
tomarmos um dos lados do paralelogramo como referéncia, denominaremos
este lado por base do paralelogramo. Dada uma base, a medida de qualquer
segmento perpendicular a base e que liga um ponto da base a um ponto do
lado oposto que lhe é paralelo é denominada altura do paralelogramo.

Proposicao 1.2.6 A drea de um paralelogramo € igual ao produto da medida
de sua base pela medida de sua altura.

Dem. Considere um paralelogramo ABCD, e tome como base o segmento
CD. Sejam agora DH e BK duas alturas deste paralelogramo, conforme
ilustrado na figura abaixo.

H A B

D C K

Figura 1.8: Calculo da area de um paralelogramo.

Os triangulos ABKC e ADH A sao triangulos retangulos em K e H, re-
spectivamente. Além do mais, temos que as hipotenusas destes dois triangulos
sao congruentes, pois sao os lados opostos paralelos de um paralelogramo.

13



Também temos que os catetos BK e DH sio congruentes, logo ABKC =
ADH A, pelo caso de congruéncia entre triangulos retangulos com as hipotenusas
e um dos catetos congruentes. Assim, pelo primeiro item na definicdo de 4rea,
podemos concluir que A(ABKC) = A(ADHA) = A;.

Agora, considere o quadrildtero HBK D da figura 8, pela congruéncia
dos triangulos retangulos acima mencionados, temos que HA = K(', também
temos que AB = C'D, pois sao lados opostos e paralelos de um paralelogramo.
Portanto, temos que HB = HA+ AB = KC+CD = KD, também sabemos
que DH = BK, logo o quadrildtero H BK D é um paralelogramo. Além disto,
devido ao fato de os angulos K e H serem angulos retos, temos que H BK D
é de fato um retangulo, assim, podemos escrever

A(HBKD)=KD.BK = (KC+ (CD).BK = KC.BK + CD.BK.
Por outro lado, podemos escrever
A(HBKD) = A(ABKC)+ A(ADHA) + A(ABCD) = 2.A; + A(ABCD,).

Para mostrarmos nosso resultado, temos que verificar que a soma das
areas dos triangulos retangulos ABKC e ADHA é igual a KC.BK. Para
isto, considere dois novos triangulos retangulos AFGI = ABKC e AIEF =
ADH A, conforme ilustrado na figura abaixo.

H A B E F
W

a

D C K I G

Figura 1.9: Area das figuras complementares ao paralelogramo.
E facil ver que EFGI é um retangulo (verifique os detalhes), assim
teremos

A(EFGI) = A(AFGI) + A(AIEF) = A(ABKC) + A(ADHA) = 2.A,.

Por outro lado,
A(EFGI)=GI.FG = KC.BK.

Logo, 2.4; = KC.BK e portanto A(ABCD)=CD.BK. =m

14



Exercicio 1.2.7 Mostre que o valor numérico da drea de um paralelogramo
independe de qual lado do mesmo escolhermos para sua base.

Note também que como a area de um paralelogramo somente depende
da base e da altura relativa a esta base, entao todos os paralelogramos com
estes mesmos dados terdao a mesma &area, nao importando sua forma. Na
figura abaixo, todos os paralelogramos que estao descritos entre duas retas
paralelas e que possuem a mesma base também possuem a mesma area.

Figura 1.10: Paralelogramos com mesma area.

Proposicao 1.2.8 A drea de um triangulo € igual a metade do produto da
medida de sua base pela medida de sua altura.

Dem. Considere um triangulo AABC tomemos o segmento BC como sua
base e sejam M e N, respectivamente, os pontos médios dos lados AB e AC.
Denotaremos o valor da altura do tridangulo AABC relativa & altura BC por
h. Prolonguemos o segmento M N até o ponto P de forma que MN = PN,
conforme indicado na figura abaixo.

A

C B
Figura 1.11: Calculo da 4rea de um tridngulo.

Como AN = CN e MNA = PNC, temos, pelo caso Lado-Angulo-Lado
que AMNA = APNC, assim A(AMNA) = A(APNC). Portanto,

A(AABC) = A(MNCB)+ A(AAMN) =
= A(MNCB) + A(ACPN) = A(MPCB).
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Deixamos como exercicio para o leitor mostrar que o quadrilatero M PCB é
de fato um paralelogramo com a mesma base do triangulo AABC mas com
metade de sua altura. Assim
h 1
A(AABC) = A(MPCB) = BC. (5) = §BC'h'
|

Exercicio 1.2.9 Mostre que da mesma forma que um paralelogramo, a drea
de um triangulo independe de qual lado deste escolhermos para ser sua base.

Exercicio 1.2.10 Dé uma outra demonstra¢do para a drea de um triangulo.

Um trapézio é um quadrilatero que possui dois de seus lados paralelos.
Denominaremos bases tanto estes segmentos paralelos como as suas medi-
das, em geral haverd uma base maior e uma base menor (verifique que
quando as duas bases sao iguais, entao o trapézio é de fato um par-
alelogramo). Denominaremos altura do trapézio, de igual forma, qualquer
segmento perpendicular as retas paralelas que contém as bases bem como as
suas medidas.

Proposicao 1.2.11 A drea de um trapézio T com base maior by, base menor
by e altura h € dada por A(T) = (2122) .h.

Dem. Seja um trapézio ABCD com AB = by e CD = b, conforme indicado
na figura abaixo.

A B

D C

Figura 1.12: Calculo da drea de um trapézio.

Considere o segmento BD, que determina no trapézio dois tridngulos, a
saber, AABD e ABCD.. O primeiro possui base by e altura h, enquanto o
segundo possui base b; e altura h. Assim, temos

A(ABCD) = A(AABD)+ A(ABCD) =
1 1, (bi+b
= 2.b2.h+2.b1.h_< : ).h.
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1.3 Areas de Figuras Gerais

Na secao anterior, calculamos algumas areas de figuras elementares que serao
luteis para o cdlculo de areas de figuras mais complexas através da decom-
posi¢ao e da soma das areas das figuras constituintes. Em primeiro lugar,
vamos estudar como se calcula a drea de poligonos.

Definigao 1.3.1 Uma linha poligonal A1Ay...A, € a unido dos segmentos
A1A,, AsAs, ..., A,_1A,. Os pontos Ay, Ag, ..., A, sdo denominados vértices
da poligonal e os segmentos unindo vértices subseqiientes sdo denominados
arestas da poligonal. Quando os pontos A; e A, coincidem, dizemos que a
linha poligonal é fechada. Se a linha poligonal € fechada e simples, isto é
sem cruzamentos entre os segmentos constituintes, entdo a denominaremos
um poligono.

Definicao 1.3.2 Uma diagonal de um poligono é um segmento unindo dois
vértices nao subseqientes, isto é que nao seja aresta do poligono.

Ao considerarmos as diagonais de um poligono que estejam em seu inte-
rior, podemos mostrar que ¢ possivel dividir a regiao interior de um poligono
em triangulos. Este processo é chamado de triangularizacao, um exemplo de
triangularizacao pode ser visto na figura abaixo.

Figura 1.13: Triangularizacdo de um poligono.

Muito embora pareca totalmente intuitivo este resultado e seja bastante
direto encontrarmos uma triangularizagao para algum poligono particular,
uma prova geral a rigorosa para este fato pode ser trabalhosa e ultrapassar
o escopo deste nosso trabalho. Dito isto, vamos simplesmente aceitar este
resultado. Assim, a drea de um poligono qualquer pode ser obtida em geral
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construindo-se uma triangularizacao, a partir desta triangularizacao calcula-
se as areas de cada triangulo individual e por fim soma-se todas as areas
parciais.

Com respeito ao calculo de areas de figuras delimitadas por curvas quais-
quer, devemos recorrer a um processo de limite. Dada uma figura 3, delimi-
tada por uma curva 7y, podemos sempre tracar dois poligonos, P; e Pg, com
qualquer nimero de arestas e com as seguintes propriedades: O poligono
P; possui suas arestas estao localizadas inteiramente no interior de X, a
menos dos vértices que porventura estejam sobre a curva vy ou dos pontos de
tangéncia com a curva vy, denominaremos um poligono deste tipo de poligono
interior a Y. Por sua vez, o poligono Pr possui as arestas totalmente exte-
riores a Y, a menos de eventuais pontos de tangéncia com a curva 7y, um
poligono deste tipo serd denominado poligono exterior a 3, veja a figura
abaixo para um exemplo de um poligono interior e de um poligono exterior
a uma figura.

Figura 1.14: Poligono interior e poligono exterior a uma figura.

Evitaremos os termos inscrito e circunscrito devido ao fato que um poligono
inscrito deve ter todos os seus vértices sobre a curva e um poligono circun-
scrito deve ter todas as suas arestas tangentes a curva.

Como todos os poligonos interiores a uma figura 3. estao contidos em seu
interior, temos que a drea de qualquer um dos poligonos interiores é menor
que a area de X. Por outro lado, a figura X esta contida no interior de
qualquer poligono exterior, portanto sua area sera menor que a de qualquer
um destes poligonos.

Definicao 1.3.3 Dada uma figura Y2, um poligono Py interior e um poligono
Py exterior a X2, dizemos que a drea de Pr é uma aproximacdo da drea de X
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por falta e a drea de Pgr é uma aprorimacdo da drea de X por excesso.

Ao aumentarmos o nimero de lados de um poligono interior ou exterior,
fazemos que as aproximacgoes por falta e por excesso fiquem cada vez mais
proximas entre si. As curvas para as quais serd possivel a atribuicao de um
valor de area serao aquelas que possuam a seguinte propriedade: Dado qual-
quer valor positivo, tao pequeno quanto se queira, existem uma aproximacao
por excesso e uma aproximacao por falta de forma que a diferenca entre
estes dois valores seja menor que este valor fixado. A area da figura ¥ pode
entao ser aproximada arbitrariamente por excesso ou por falta encontrando-se
poligonos exteriores e interiores com um nimero cada vez maior de lados. Foi
assim que Arquimedes de Siracusa conseguiu na antiguidade uma boa aprox-
imagao para o numero 7, aproximando a area de um circulo por poligonos
inscritos e circunscritos ao mesmo. Também de Arquimedes é o calculo da
area de um segmento de pardbola, aproximando por poligonos inscritos e
circunscritos formados a partir de triangulos.

Com a advento do calculo integral, muitas areas de figuras curvilineas
puderam ser calculadas explicitamente. Porém a idéia do calculo integral
é aproximar as figuras através de retangulos e nao de poligonos quaisquer.
A aproximacao por retangulos se mostra mais apropriada, uma vez que o0s
pontos do plano sdo tomados segundo um sistema ortogonal de coordenadas’

1.4 Exercicios Complementares

1) Um losango é um quadrildtero que possui os quatro lados iguais.

a) Mostre que um losango é um paralelogramo.

b) Mostre que as diagonais de um losango sao perpendiculares entre si e
se cruzam no ponto médio.

c) Mostre que a area de um losango é igual & metade do produto das
medidas de suas diagonais.

2) Obtenha demonstragdes alternativas para a férmula da drea de um
trapézio.

!Se porventura tomarmos um sistema polar de coordenadas, entdo os poligonos mais
adequados para se tomar em aproximagoes de area serao tridngulos com um dos vértices
na origem.

19



a) Prolongando seus lados paralelos de forma a construir um paralelo-
gramo.
b) Prolongando seus lados nao paralelos de forma a construir um triangulo.

3) Por um ponto qualquer de uma diagonal de um paralelogramo trace
duas paralelas aos lados. O paralelogramo original fica decomposto assim em
4 paralelogramos. Mostre que existem dois deles com mesma 4rea.

4) Mostre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um
triangulo qualquer é paralelo ao terceiro lado e mede a metade deste.

5) Seja o triangulo AABC' e os pontos M e N, respectivamente pontos
médios dos lados AB e AC, calcule a razao entre as areas dos triangulos
AAMN e AABC.

6) A base média de um trapézio é o segmento unindo os pontos médios
dos lados nao paralelos.

a) Mostre que a area do trapézio é igual ao produto da medida da base
média pela altura.

b) Calcule as 4reas dos trapézios definidos pela base média e por cada
uma das bases do trapézio original.

7) Mostre que qualquer reta que passe pelo centro de um quadrado (o
ponto de encontro das duas diagonais) divide o quadrado em dois poligonos
congruentes.

8) Mostre através de areas a férmula (a — b)? = a 2 — 2.a.b + b°.

9) Mostre através de areas que (a + b)(a — b) = a® — b*.

10) (Teorema de Viviani) Mostre que a soma das distancias de um ponto
qualquer no interior de um triadngulo equildtero aos lados do mesmo é sempre
igual & altura do tridngulo equildtero. (sugestdo, ligue este ponto aos vértices
e considere as dreas dos triangulos)
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Capitulo 2
Aplicacoes de Areas

Neste capitulo, veremos o comportamento das areas de figuras planas por
semelhancas. Basicamente, temos que a razao entre as areas de duas figuras
semelhantes é igual ao quadrado da razao de semelhanca. Esta propriedade
nos auxilia grandemente na resolu¢ao de problemas geométricos. Muitos teo-
remas classicos da geometria plana podem ser demonstrados com o auxilio
de areas e de certa forma muito de sua complexidade pode ser elucidada
ao apelarmos para o seu uso. Um exemplo que iremos tratar com detalhes
é o teorema de Thales. Outro teorema comum no ensino médio que pode
ter desdobramentos interessantes se for envolvido com areas é o teorema de
Pitagoras. Originalmente, o teorema de Pitagoras era um teorema relacio-
nando areas de quadrados sobre os lados de um tridngulo retangulo. Neste
capitulo apresentaremos algumas demonstracoes geométricas do teorema de
Pitagoras que serao tteis nos capitulos posteriores em nossa discussao sobre
equidecomponibilidade.

2.1 Areas e Semelhancas

No capitulo anterior caracterizamos uma congruéncia através de uma corre-
spondéncia 1 a 1 entre duas figuras que preservava o comprimento. De igual
modo, podemos caracterizar uma semelhanca entre duas figuras, explicitando
assim as propriedades destas aplicagoes. Em toda esta secdo, seguiremos em
linha gerais a referéncia [8], que representa um marco na exposi¢do diddtica
de geometria elementar para o ensino médio em lingua portuguesa.

Definigao 2.1.1 Duas figuras planas X1 e ¥y sdo semelhantes com razdo
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de semelhanca k se existe existe uma aplica¢do bijetiva o : X1 — Yo e um
numero k > 0 tal que para quaisquer pontos X,Y € X1, a medida do segmento
a(X)o(Y) seja iqual a k vezes a medida do segmento XY . Os pares de pontos
X € X eo(X) € X sdo denominados pontos homdlogos.

O termo aplicacao bijetiva significa o0 mesmo que correspondéncia 1 a
1 (correspondéncia biunivoca). Basicamente, uma aplicagao bijetiva é uma
regra que associa a cada elemento de um conjunto um tunico elemento de
um outro conjunto de tal forma que todo elemento do segundo conjunto
esteja relacionado com um tnico elemento do primeiro. A propriedade mais
importante, e certamente a mais 1til das aplicacoes bijetivas é que podemos
definir uma inversa: Se fA — B é uma aplicacao bijetiva, sua inversa é
uma aplicagiao (também bijetiva) f=' : B — A tal que f~'o f = Id, e
f ¢} fil = Idp.

Note que se a razao de semelhanca é igual a 1, temos entdo uma con-
gruéncia, assim, muitos resultados que serao mostrados para figuras semel-
hantes sao automaticamente satisfeitos para figuras congruentes.

Proposigao 2.1.2 a) Uma figura é sempre semelhante a si mesma.

b) Se uma figura 1 € semelhante a uma figura 3o, entdo a figura 3o € semel-
hante a figura 4.

¢) Se uma figura ¥; € semlhante a uma figura Yo, que por sua vez € semel-
hante a X3, entao ¥, € semelhante a Y.

Dem. a) Seja uma figura 3 e tome a aplicagao identidade Id : ¥ — X
(Id(X) = X). E facil ver que a identidade é bijetiva e que preserva os
comprimentos, logo a razao de semelhanca é igual a 1.

b) Seja ¢ : ¥; — ¥, uma semelhanga de razao k. Considere a inversa
o !l: ¥y — ¥;. Tome dois pontos X’ e Y’ em Y5, como o é bijetiva, existem
tinicos pontos X,Y € ¥ tais que X' = 0(X) e Y/ = 0(Y), assim o segmento
oY X")o~1(Y") é igual ao segmento XY . Como a semelhanca o é de razio
k, temos que X'Y' = k. XY e portanto XY = %.X’Y’. Logo a aplicacdo o~ !
é uma semelhanca de razao %

c¢) Sejam as semelhancas o : ¥; — 3, de razdo k e p : ¥y — X3 de razao
l. E facil ver que a composta poo : X1 — Y3 é uma bijecao. Tome um par de
pontos X,Y € ¥ esejam X' = o(X), Y =0(YV), X" = p(X') e Y = p(Y").
Temos que X'Y' = k. XY e X"Y" = [.X'Y'. Portanto X"Y" = k.l.XY, o
que nos leva a concluir que a composta p oo é uma semelhanca de razao k.[.
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Esta proposicao nos diz que a relacao de semelhancga entre figuras tem
a propriedade reflexiva (toda figura é semelhante a si mesma), simétrica
( se A é semelhante a B, entdo B é semelhante e A) e transitiva (se A é
semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C'). Qual-
quer relacdo entre objetos de um determinado conjunto que seja reflexiva,
simétrica e transitiva é denominada uma relacao de equivaléncia. O leitor
verd outras relacoes de equivaléncia ao longo do texto.

Proposicao 2.1.3 Uma semelhanc¢a associa pontos colineares a pontos col-
mneares.

Dem. Seja ¢ : ¥; — Y5 uma semelhanca de razao k. Tome trés pontos
X,Y,Z € ¥ colineares e sejam X' = o(X), Y =0(Y) e Z' = 0(Z). Como
X, Y e Z sao colineares, suponha, sem perda de generalidade que Y esta
entre X e Z, entao XZ = XY + Y Z. Por outro lado

XY'+Y'Z =k XY +kYZ=k(XY+YZ)=kXZ=X"Y"

Assim, concluimos que X', Y’ e Z’ sao colineares. m

O termo semelhanca é motivado pelo fato que tal aplicacao preserva a
forma das figuras, como podemos verificar no resultado seguinte (para uma
demonstragao do mesmo, consulte [8]).

Teorema 2.1.4 Uma semelhanca o : X1 — o de razdao k, transforma:

1. Todo segmento de reta contido em 1 em um segmento de reta contido
em Xo.

2. Um circulo de raio r contido em X1 em um circulo de raio k.r contido
em 2.

3. Pontos interiores de Y1 em pontos interiores de Xs.
4. Pontos na fronteira de X1 em pontos na fronteira de 3.

b. Vértices de Y1 em vértices de Yo, no caso de Y1 e g serem poligonos.
O

Definigao 2.1.5 Seja um ponto O no plano e k um niumero real positivo.
Uma homotetia de centro O e razdao k é uma bijecio o do plano inteiro
satisfazendo
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1. 0(0)=0.

2. Para todo pontoi;é O, o ponto o(X) é o ponto na semi-reta 07 tal
que Oo(X) = k.OX.

O teorema fundamental sobre semelhancas diz que toda semelhanca é
a composi¢ao de uma rotacao, de uma translagao, eventualmente, de uma
reflexdo no plano , e de uma homotetia. Todas as consideragoes feitas até
agora, também podem ser adaptadas para o espaco tridimensional, mas nao
vamos nos ocupar desta generalizagdo por enquanto, pois nosso objetivo é
compreender a relagdo entre semelhanca e areas.

Teorema 2.1.6 Toda homotetia é uma semelhanca que transforma qualquer
reta em st propria ou em uma reta paralela.

Dem. Seja 0 uma homotetia de centro O e razao k. O caso k = 1 é trivial,
portanto, vamos considerar apenas o caso k # 1. Seja XY uma reta dada,
existem duas possibilidades: O ponto O € XY, e neste caso as duas semi-
retas definidas por O permanecem invariantes pela homotetia, e portanto a
reta como um todo. Se o ponto O ¢ XY, entao considere as semi-retas O

e OY. Sejam X' =0(X) e Y = o(Y), conforme ilustrado na figura abaixo.

o)

yv

Figura 2.1: Homotetias associam a uma dada reta uma outra reta paralela.

Considere os triangulos AOXY e AOX'Y, como OX' = k.OX e estes
dois triangulos possuem a mesma altura, entdo A(AOX'Y) = k. A(AOXY').Da
mesma forma temos que A(AOY'X) = k.A(AOYX). Se k > 1, temos
que OX' > OX e OY' > OY,entao os triangulos AOX'Y e AOY'X pos-
suem uma parte em comum, o triangulo AOXY. Subtraindo-se esta parte
comum, concluimos que A(AXX'Y) = A(AYY'X), como estes triangulos

possuem a mesma base, XY, entdo também possuem a mesma altura, logo
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XY é paralela a X'Y'. Se k < 1, basta fazer um raciocinio semelhante,
agora utilizando como tridngulo comum A(AOX'Y”"). Resta-nos mostrar que
X'Y" = k.XY, paraisto, considere os triangulos AOX'Y , AOXY , AXX'Y,
AYY'X" e AOX'Y'. Denominando a = A(AOXY), b = A(AXX'Y),e
c=A(AYY'X'), teremos entdo que

a+b=k.a, a+b+c=k(a+b).

Subtraindo, se a primeira expressao da segunda, teremos que ¢ = k.b, como os
triangulos AXX'Y e AYY'X' tém a mesma altura, concluimos que X'Y"' =
EXY. m

A partir deste resultado, podemos tirar varias conclusoes importantes
sobre semelhancas de triangulos, as quais serdo tteis no decorrer de nossa
discussao.

Corolario 2.1.7 Toda paralela a um lado de um triangulo determina um
triangulo parcial semelhante ao triangulo inicial. [

Corolério 2.1.8 (Teorema de Thales) Feizes de retas paralelas dividem
pares de retas transversais em segmentos proporcionais. U

Note que para se demonstrar o teorema de Thales, basta utilizar o primeiro
corolario tantas vezes quantas foram as retas paralelas do feixe e depois
utilizar propriedades elemntares de propor¢oes. Toda a complexidade exis-
tente no teorema com respeito a razoes irracionais entre dois segmentos ja
foi tratada na definicdo de area. Isto evita as dificuldades existentes em ex-
posicoes de livros didéticos como [3] , onde segmentos incomensurdveis sao
tratados no contexto da demonstracao do teorema.

Proposigao 2.1i(Reciproca do corolario) Dado um triangulo AABC | se
X_e AB eY € AC sao pontos tais que ﬁ—g = ’:—g, entdo XY € paralelo a
BC. O

Teorema 2.1.10 Dois triangulos semelhantes possuem angulos congruentes
e lados homdlogos proporcionais. Reciprocamente, se dois triangulos cumprem
uma das trés condicoes abaizo, entdo eles sao semelhantes:

1. Possuem os trés lados proporcionais (caso Lado-Lado-Lado).

2. Possuem dois dngulos congruentes (caso Angulo—/ingulo).
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3. Possuem um angulo congruentes compreendido entre dois lados propor-
cionais (caso Lado-Angulo-Lado). O

Proposicao 2.1.11 Dois angulos semelhantes sdo sempre congruentes. [

Uma demonstracao de todos estes resultados pode ser encontrada na re-
feréncia [8].

Agora, vamos discutir mais de perto a razao existente entre as areas de
duas figuras que sao semelhantes:

Lema 2.1.12 A razdo entre as dreas de dois triangulos semelhantes € igual
ao quadrado da razao de semelhanca entre eles.

Dem. Sejam dois triangulos semelhantes AABC e AXY Z, e seja a razao
de semelhanca igual a k. Tome como base respectivamente os segmentos AB
e XY, assim XY = k.AB. Também é ficil provar, em vista dos resultados
enunciados anteriormente que a altura relativa a XY é igual a k vezes a
altura relativa a AB. Assim

1 1 1
AAXYZ) = 5. XYhxy = 5k ABkhap =K. (§.AB.hAB> =
— Kk2.A(AABO).
|

Lema 2.1.13 A razdo entre as dreas de dois poligonos semelhantes é iqual
ao quadrado da razdo de semelhanca entre os mesmos.

Dem. Sejam dois poligonos semelhantes >; e ¥, cuja razao de semelhanca é
igual a k. Comovimos, uma semelhanga associa vértices do primeiro poligono
a vértices do segundo e esta associagao € 1 a 1. Assim os dois poligonos semel-
hantes possuem o mesmo nimero de vértices. Considere uma triangulagao
de ¥, composta pelos triangulos 17, T, ..., T,, entao é facil ver que a esta
triangulacdo estd associada uma triangulagdo em ¥, com 0 mesmo nimero
de tridngulos e todos semelhantes aos tridngulos do primeiro poligono, de-
nominemos estes triangulos por 77, Ty, ..., 7). Assim, teremos

ASy) = A(T)+A(Ty) +---+A(T) =
= KA+ K AT) + -+ kAT,) = k> A(Z,).
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Teorema 2.1.14 A razao entre as dreas de duas figuras planas semelhantes
€ igual ao quadrado da razdo de semelhanca entre as mesmas.

Dem. Sejam X;e ¥, duas figuras semelhantes de razao k. Como uma semel-
hanca leva pontos interiores em pontos interiores, e conseqiientemente, pon-
tos exteriores em pontos exteriores, entao qualquer poligono P interior a 33,
serd associado a um poligono P’ no interior de ¥5. Da mesma forma, qual-
quer poligono @) exterior a ¥; serd associado a um poligono @' exterior a
Y. Como A(P) < A(X1) < A(Q), teremos que k2. A(P) < A(X2) < k2. A(Q)
para quaisquer poligonos P interior e () exterior a .

Suponha agora que A(Z,) < k2. A(X), entdo 5.A(X5) < A(Z;) e por-
tanto havera uma aproximacao por falta da area de Sigma,, dada por um

poligono P interno a Y, de forma que

1
Logo A(X,) < k*.A(P), o que contradiz nossa afirmagao anterior. Da mesma

forma, nao podemos ter A(¥;) > k2.A(X;) e portanto teremos A(3;) =
k2A(El) |

2.2 O Teorema de Pitagoras, um Teorema de
Areas

Talvez o teorema de Pitdgoras seja o exemplo mais ilustrativo da mudanca
de énfase no ensino de matematica no ensino basico nos ultimos anos, de uma
perspectiva geométrica para uma perspectiva algébrica de pura manipulagao
de férmulas para se obter resultados numéricos. Apenas recordando, um
triangulo retangulo é um triangulo que possui um de seus angulos internos
igual a um angulo reto, a hipotenusa do tridngulo retangulo é o lado oposto
ao angulo reto, os outros dois lados sao denominados catetos. O teorema
de Pitagoras é apresentado apenas como uma relacao envolvendo as medidas
dos lados de um triangulo retangulo: “o quadrado da medida da hipotenusa
é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos”. Assim, o estudante
é capaz de utilizar o teorema para encontrar um dos lados dados outros dois,
encontrar a medida da diagonal de um quadrado em relagao a medida do
lado ou ainda a altura de um triangulo equilatero em relacao a medida do
lado. No entanto, a falta de significado geométrico dificulta ao estudante,
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por exemplo, utilizar o mesmo teorema para resolver um problema como o
da quadratura de lunas de Hipdcrates.

Apresenttaremos aqui a demonstragao do Teorema de Pitagoras conforme
é vista nos “Elementos” de Euclides (Proposi¢do 47 do livro I) [4].

Teorema 2.2.1 (Teorema de Pitdgoras) A drea do quadrado sobre a hipotenusa
de um triangulo retangulo € igual a soma das dreas dos quadrados sobre 0s
catetos.

Dem. Seja o trangulo AABC com o angulo reto situado no vértice A,
construamos os quadrados ABDE, AFGC eBCHK conforme ilustrado na
figura abaixo. Também seja o segmento AQ perpendicular 3 hipotenusa BC
e intersectando a mesma no ponto P (vide figura).

K
Q

F G

Figura 2.2: Tridngulo retangulo e os quadrados sobre os seus lados.

Vamos mostrar que a area do quadrado AFGC é igual a area do retangulo
CHQP e que a drea do quadrado ABDFE é igual a drea do retangulo BPQK.

Para isto, note que o tridangulo AGC'F possui a mesma drea que o tridngulo
AGCB, pois ambos possuem a mesma base GC e a mesma altura, ji que
GC é um segmento paralelo a FB. Agora considere os triangulos AGCB e
AACH. Temos que GC = AC, CB=CH e GCB = ACH (um angulo reto
mais o angulo C do triangulo retangulo). Logo, pelo caso Lado-Angulo-Lado
de congruéncia de triangulos, temos que AGCB = AACH e portanto tém a
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mesma area. Finalmente os triangulos AACH e AQCH possuem a mesma
area pois ambos possuem a mesma base CH e a mesma altura, pois CH é
um segmento paralelo a AQ. Portanto

A(AFGC) = 2.A(AGCF) = 2.A(AQCH) = A(CHQP).

Analogamente, podemos concluir que A(ABDE) = A(BPQK). E assim,
concluimos que

A(BCHK) = A(CHQP) + A(BPQK) = A(AFGC) + A(ABDE).
|

Corolario 2.2.2 Dado um triangulo retangulo AABC com angulo reto em
A e trés figuras semelhantes X1, Yo e X3, tais que as razoes de semelhanca
facam com que quaisquer pares de pontos homdlogos X, Y € ¥, X' Y' € 3,
e X", Y" € X3 obedecam a relacdo

XY X/YI XIIYII
AB~ AC ~ BC
entdo teremos que A(X3) = A(X1) + A(X2). O

Agora, podemos nos deter no problema proposto sobre a quadratura de
lunas de Hipdcrates.

Exercicio 2.2.3 Sejam trés semi-circulos contruidos sobre os lados de um
triangulo retingulo como mostrado na figura abaizo. Mostre que A(IV) +

AV = A(I).

A

C B
Figura 2.3: Quadratura de lunas de Hipdcrates.

Observando a figura 2.3, temos os semi-circulos BC, BA e BC, estes sao

figuras semelhantes (vide exercicio complementar no final deste capitulo).
Pelo teorema de Pitdgoras, temos que A(BC) = A(BA)+ A(AC). Por outro
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lado, a area do semi-circulo BC' é igual a soma da area do tridngulo AABC
com as areas dos segmentos circulares determinados pelos segmentos BA
e AC. Denominaremos respectivamente de regides I, II e III o triangulo
AABC, o segmento circular BA e o segmento circular AC. Da mesma forma
a soma das dreas dos semi-circulos BA e AC comprende as duas regioes
curvas as quais se refere o enunciado, que denotaremos por regioes IV e V e
os mesmos dois segmentos circulares IT e I11. Assim A(BC) =1+11+111,
por sua vez, A(BC) = A(BA) + A(AC) = II + IV + III + V. Portanto
I1=1IV+V.

H4& intimeras outras demonstragoes do Teorema de Pitdgoras, dentre elas,
destacaremos a seguinte que possui interesse para nossas discussoes em capitulos
posteriores e envolve a decomposicao dos quadrados sobre os catetos em
poligonos menores de tal forma que quando rearranjados formem o quadrado
maior. Para efetuar esta decomposicao, vamos proceder como indicado na
figura abaixo:

Figura 2.4: Demonstracao do Teorema de Pitagoras através da decomposicao
dos quadrados em partes congruentes.

Primeiramente tome o quadrado sobre o maior cateto e pelo seu centro
trace uma reta paralela a hipotenusa do triangulo e outra perpendicular e
esta. E facil ver que estas duas retas determinam no quadrado quatro partes
congruentes, e portanto de mesma drea. Tomando o quadrado menor e estas
quatro pecas do quadrado maior, dispomos as partes no quadrado maior
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conforme ilustrado na figura 2.4. Deixamos ao encargo do leitor a verificacao
de todas as congruéncias existentes entre as pecas e portanto a validade do
resultado.

2.3 Exercicios Complementares

1) Mostre que quaisquer dois circulos, quaisquer duas circunferéncias e quais-
quer dois semi-circulos sao semelhantes e a razao de semelhanga é igual a

razao dos seus raios.
2) Na figura abaixo, temos que AB = 3.AK, BC =3.BLe CA=3.CM.
Calcule a razao entre a area do trangulo APQR e a area do triangulo AABC.

5
s

C L B

3) Na figura abaixo, ABCD é um quadrado, M é o ponto médio de BC e
N é o ponto médio de CD. Calcule a razao entre a area do tridangulo APM B

e a do quadrado ABCD.
A B

D N C

4) Na figura abaixo, ABC'D ¢ um quadrado, M ¢ o ponto médio de BC e
N é o ponto médio de C'D. Calcule a razao entre a area do tridngulo APM B
e a do quadrado ABCD.
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D N C

5) No quadrado da figura abaixo, os pontos M, N, P e () sdo pontos
médios dos lados indicados.

a) Mostre que XY ZT é um quadrado.

b) Calcule a drea de XY ZT supondo o quadrado ABCD de lado .

A M B
Y,

QT N

D P C

6) Na figura abaixo, o tridngulo AABC é equildtero de lado I, M é o
ponto médio de AB e CS = %.l. Calcule a area do quadrilatero M NCB.
A
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Capitulo 3

Equidecomponibilidade e
Equicomplementabilidade

Neste capitulo, exploraremos as nocoes equivalentes de area para figuras
planas. Desde o primeiro capitulo ressaltamos a idéia de decompormos uma
figura em figuras simples, das quais seja mais ficil calcularmos a area, e
utilizarmos a aditividade da area para obtermos a area total da figura mais
complexa. O que faremos agora é mostrar que é sempre possivel recortar um
poligono qualquer e apenas movendo suas partes obtermos um quadrado com
a mesma area. Assim, o processo de medir area, significando comparar uma
determinada figura com um quadrado de lado unitério, pode literalmente ser
efetuado.

Durante todo este capitulo, seguiremos de perto a exposi¢cao encontrada
na referéncia [2], muito embora faremos uma pequena variacdo no método
de demonstracao. Também o leitor podera encontrar uma discussao destes
conceitos nas referéncias [9] e [6]. A segunda referéncia, de autoria de David
Hilbert, foi a primeira a oferecer um tratamento axiomatico para toda a
Geometria (incluindo dreas) levando em conta todos os avangos recentes da
Matematica, substituindo pela primeira vez em mais de dois mil anos a for-
mulagao de Euclides.
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3.1 Figuras Equidecomponiveis e Equicom-
plementaveis

Durante toda esta exposicao, ao mencionarmos o termo “figura”’, esteja
subentendido poligono. Nao trataremos de figuras curvilineas neste trata-
mento pois, como ja discutido no primeiro capitulo, toda figura plana para
a qual se possa atribuir um valor de area pode ser aproximanda tanto por
falta como por excesso por poligonos de um nimero arbitrario de lados.

Examinemos a figura abaixo. Ambas sao compostas exatamente pelas
cinco figuras componentes, apenas rotacinando-se as partes 2, 3, 4 e 5 ao
redor da parte 1, conforme indicado. Estas duas figuras serao denominadas
equidecomponiveis ou equicompostas.

Figura 3.1: Duas figuras equidecomponiveis.

Definigao 3.1.1 Duas figuras sGo equidecomponiveis (ou equicompostas) se
¢ possivel decompor uma das figuras em um numero finito de partes e por
meto de um rearranjo das mesmas, compor a outra figura.

Note que é fundamental o fato de serem um nimero finito de pegas, ou
seja, que o processo de “desmontar” uma figura e montar outra figura seja
um processo finito. A palavra rearranjo também merece uma explicagao. Por
rearranjo entendemos que as pecas da primeira figura sofrem apenas movi-
mentos rigidos no plano (translagoes, rotagoes e eventualmente reflexoes), isto
garante que em todo o processo as pecas constituintes sejam congruentes.

Exercicio 3.1.2 Mostre que o conceito de equidecomponibilidade é uma relagdo
de equivaléncia.

Existe um jogo inventado na China hd muitos séculos que explora o
conceito de equidecomponibilidade de uma forma criativa e desafiadora, o
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Tangram. Este jogo pode ser utilizado como atividade para motivar o en-
sino de areas na educagao bésica. Isto se d4 basicamente por dois motivos:
Primeiramente ele ajuda a ilustrar os conceitos fundamentais, pois as pecas
deste jogo sao exatamente, triangulos, paralelogramos e trapézios, ou seja,
figuras elementares das quais € possivel calcular area. Em segundo lugar, por
seu carater altamente desafiador, pode servir para estimular os estudantes a
elaborarem esbocos de demonstragoes das féormulas de areas de figuras ele-
mentares, como as que apresentamos no primeiro capitulo. Nos sites abaixo,
o leitor poderd encontrar mais informacoes sobre o Tangram e sugestoes de
uso em sala de aula:

1. www.alemdeeducar.com.br/jogos/flash/tangram/tangran.shtml},
neste site temos um Tangram interativo onde é possivel mover as pecas para
compor uma figura no centro do painel.

2. www.geocities.com/tanial974pt}, este site contém informacoes so-
bre o Tangram, sugestoes de atividades didaticas utilizando o mesmo e links
para outros sites tratando do assunto.

3. www.calculando.com.br}, este é um site mais geral, dedicado a pro-
fessores do ensino fundamental, possui atividades categorizadas por série e
além do Tangram, diversos outros jogos e desafios que podem ser implemen-
tados em sala de aula.

4. standards.nctm.org/document/eexamples/chap4/4.4}, este site é
em inglés, e trds sugestoes de atividades educacionais em Matemadtica para
as escolas americanas, em particular, atividades envolvendo Tangram.

O conceito de equidecomponibilidade se baseia em um método de divisao
de uma figura complexa em figuras mais simples. Mas podemos também
utilizar um outro métos, ao adicionarmos figuras para obtermos uma figura
mais simples, como visto no primeiro capitulo no cdlculo da area de um par-
alelogramo. Estes métodos sao denominados métodos de adi¢ao. Na figura
abaixo, temos o exemplo de duas figuras diferentes, mas que ao adicionarmos
0 mesmo conjunto de quatro pecas acabam por compor figuras congruentes,
estas figuras sdo ditas ser equicomplementaveis.
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Figura 3.2: Duas figuras equicomplementaveis.

Definigao 3.1.3 Duas figuras sdo equicomplementdveis (ou equiadicionais)
se € possivel justapor a ambas um mesmo conjunto finito de figuras congru-
entes de modo as duas composicoes sejam figuras congruentes.

Note mais uma vez, que o processo de adicao tem que ser finito para
podermos falar de equicomplementabilidade.

Exercicio 3.1.4 Mostre que o conceito de equicomplementabilidade é uma
relacdo de equivaléncia.

Podemos tirar algumas conclusoes imediatas a respeito da relacao entre
os conceitos de area, equidecomponibilidade e equicomplementabilidade que
podem ser resumidas na proposicao abaixo.

Proposicao 3.1.5 a) Se duas figuras sdo equidecomponiveis, entdo elas pos-
suem a mesma drea.
b) Se duas figuras sdo equicomplementdveis, entGo possuem a mesma drea.

Dem. a) A prova deste fato é elementar uma vez que se duas figuras ¥; e 3
sao equidecomponiveis, elas sao compostas pelo mesmo conjunto de pecas,
denominemos as mesmas por Py, P, ..., P,. Assim

AS)) = A(P) 4+ A(R) + -+ A(P,) = A(S).

b) Sejam duas figuras ¥; e ¥y equicomplementdveis. Entdo existe um
conjunto finito de pecas, que denotaremos por (i, @2, ..., @, tais que
justapostas a estas figuras compoem duas figuras congruentes, que denom-
inaremos {2; e {2,. Entao temos

A() = A().
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Por outro lado,

A(Q) = A(X1) +AQL) +AQ2) + -+ + A(Qm),
A(f) = A(S2) + A(Qr) + A(Q2) + -+ + A(Qm)-

Portanto A(X;) = A(X3). =

As reciprocas destes resultados serao feitas na préxima secao, onde demon-
straremos o teorema de Bolyai-Gerwien. Também o mesmo teorema nos
permitira concluir que os conceitos de equidecomponibilidade e equicomple-
mentabilidade sao equivalentes.

3.2 O Teorema de Bolyai-Gerwien

Para demonstrarmos que dois poligonos que possuem a mesma area sao
equidecomponiveis, precisamos de alguns lemas.

Lema 3.2.1 Todo triangulo é equidecomponivel a um paralelogramo de mesma
drea.

Dem. a prova deste fato segue, em linhas gerais, 0 mesmo procedimento que
utilizamos para calcularmos a area de um triangulo.

Seja um triangulo AABC e os M e N, respectivamente, os pontos médios
dos lados AB e AC. Denominemos de regido I o tridangulo AAMN e de
regiao Il o quadrilatero MNCB. Ao leitor é deixada a verificagao de que
este quadrildtero é um trapézio cuja base menor é igual a metade da base
maior, utilize para isto o exercicio complementar 4) do capitulo primeiro. Ao
redispormos a regiao I conforme indicado na figura abaixo, obteremos um
paralelogramo (Verifique os detalhes).

C B

Figura 3.3: Um tridngulo é equidecomponivel com um paralelogramo.
Isto demonstra o resultado desejado. m
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Lema 3.2.2 Se dois paralelogramos possuem dreas iguais e uma base co-
mum, entdo sao equidecomponiveis.

Dem. Sejam ABC'D e ABEF dois paralelogramos de mesma area. Como a
base AB é comum, entao os segmentos CD e EF estio sobre a mesma reta
paralela a reta AB. Sobre a reta AB, tracemos uma série de segmentos to-
dos congruentes a AB, de forma que o préprio segmento AB, seja um deles.
Pelas extremidades de cada um destes segmentos tracemos retas paralelas a
AD e AF, conforme ilustrado na figura abaixo.

Figura 3.4: Dois paralelogramos equidecomponiveis.

A faixa entre as retas AB e DF ficara dividida em uma série de poligonos.
Cada um destes poligonos, ao ser transladado horizontalmente de uma distancia
AB serd levado em um poligono a ele congruente (Verifique estas con-
gruéncias). As partes congruentes na figura sdo indicadas pelos mesmos
nimeros. Devemos observar que cada um dos paralelogramos contém exata-
mente uma parte 1, uma parte 2, e assim por diante, logo, eles sao equide-
componiveis. ®m

Corolario 3.2.3 Um paralelogramo é sempre equidecomponivel com um retangulo
de mesma drea.

Dem. Basta tomar um retangulo com a mesma base e a mesma altura
que o paralelogramo original e utilizar o procedimento do lema anterior para
construir explicitamente a equidecomponibilidade. m

Lema 3.2.4 Todo retangulo é equidecomponivel com um quadrado de mesma
drea.

Dem. Seja um retangulo de lados com medidas a € b. Um quadrado com a
mesma area que este retangulo terd um lado [ tal que

?=a.b = I =Va.b.
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Este niimero é denominado média geométrica de a e b. Podemos determi-
nar este nimero geometricamente através da seguinte construgao: Tome um
segmento AB de comprimento (a + b). Construa um semi-circulo que tenha
este segmento como didmetro e tome o ponto C' € AB tal que AC = a e
CB = b. Por C, trace a perpendicular CP ao segmento AB, onde P estd
sobre a semi-circunferéncia, conforme indicado na figura abaixo. Afirmamos

que CP = va.b.

A C B

Figura 3.5: Média geométrica entre dois segmentos.

Para demonstrarmos este fato, precisamos nos lembrar que o angulo in-
scrito em um semi-circulo é sempre um angulo reto, assim, o tridngulo APAB
é retangulo no vértice P (ver figura 3.5). Pelo caso de semelhanca Angulo—
Angulo, temos que os triangulos APAB, ACAP e ACPB sao semelhantes,

assim
CcP . CB

CA CP’

Uma vez tendo a média geométrica de a e b, devemos verificar se nenhum
dos lados do retangulo é maior que duas vezes a média geométrica. Se este
for o caso, suponhamos por exemplo que b > 2./, entao dividimos o retangulo

original em dois retangulos com lados a e ¢ e empilhamos estes retangulos

de forma a compor um novo retangulo de ]2ados 2.a e % Note que a média
geométrica entre os lados deste novo retangulo é igual a média geométrica
entre a e b. Verifiquemos de novo se existe algum lado deste novo retangulo
maior que duas vezes a sua média geométrica. Se for o caso, podemos repetir
0 processo acima quantas vezes forem necessarias, uma vez que a média
geométrica permanece a mesma.

Tendo obtido um retangulo onde nenhum dos lados é maior que o dobro
da sua média geométrica. Coloquemos os dois quadrildteros conforme nos

indica a figura abaixo.

= (CP)>=CA.CB = a.b.
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T\

D G C

Figura 3.6: Um retangulo e um quadrado equidecomponiveis.

Conforme indicado, seja o retangulo ABC'D com AD = ae AB = b, e seja
o quadrado EFGD com lado | = v/a.b. Tracemos o segmento EC, que cruza
0 segmento AB no ponto P e o segmento FG no ponto (). Consideremos
os trangulos AEDC e AQGC. Como QG é paralelo a ED temos que os
trangulos AEDC e AQGC' sao semelhantes, assim temos

FD_DC L
QG GC QG b1
portanto
I(b—1) _ Ib—1? _ l.b—a.b
b N b N b

=[—a.

QG =

Assim FQQ = a = BC.
De igual modo, podemos mostrar que os triangulos AEAP e AEDC sao
semelhantes, e portanto

EA_AP
ED DC l b’

l—a_AP

portanto
(l—a)b - [.b—a.b _ I.b—1?
l N l N l

Assim FE = | = BP. Pelo caso Lado—Angulo—Lado de congruéncia de
triangulos, podemos concluir que AEFF(@ = APBC. Logo, apenas efet-
uando uma translagdo do tridngulo APBC do retangulo, podemos formar o
quadrado de lado [ desejado, que possui a mesma area. m

AP = =b—-1

Lema 3.2.5 Dois quadrados dados sdo equidecomponiveis com um quadrado
cuja drea € igual a soma das dreas dos dois.
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Dem. Este nada mais é do que o teorema de Pitdgoras apresentado na forma
de decomposicao dos quadrados sobre os catetos, conforme apresentado no
capitulo anterior. m

Agora estamos em condi¢oes de provarmos nosso resultado principal.

Teorema 3.2.6 (Bolyai-Gerwien) Dois poligonos de mesma drea sio equide-
componiveis.

Dem. Precisamos provar tao somente que qualquer poligono é equidecom-
ponivel com um quadrado de mesma &area. Pois se dois poligonos ¥; e
Yo tiverem a mesma area, eles serao equidecomponiveis com quadrados de
mesma area e portanto congruentes. Para obtermos a equidecomposigao
explicita de um poligono no outro, basta superpormos os dois quadrados
e fazermos todos os cortes que dividem os quadrado nas pecas necessarias
para formar o primeiro poligono e todos os cortes necessarios que dividem o
quadrado nas pecas necessdrias para formar o segundo poligono. As pecas
resultantes de todos estes cortes podem simultaneamente compor os dois
poligonos.

Bem, primeiramente, utilizemos o fato que todo poligono admite uma
triangularizacao. Tomando cada um destes triangulos, pelo primeiro lema,
podemos transformé-los em paralelogramos. Pelo coroldrio do segundo lema,
estes paralelogramos podem ser transformados em retangulos. Pelo terceiro
lema, todos estes retangulos podem ser transformados em quadrados. Fi-
nalmente, utilizando o quarto lema, podemos juntar estes quadrados dois a
dois sempre obtendo um quadrado cuja area é a soma dos dois primeiros. Ao
final do processo, teremos o quadrado resultante que possui a mesma area
do poligono inicial. m

Corolario 3.2.7 Dois poligonos de mesma drea sao equicomplementdveis.

Dem. Sejam dois poligonos ¥; e ¥, de mesma area. tomemos dois quadra-
dos congruentes de dimensoes suficientemente grandes tais que ¥; fique no
interior do primeiro e Yy no inerior do segundo. Retirando-se }; e ¥y de
seus respectivos quadrados, teremos duas figuras de mesma drea, que pelo
teorema de Bolyai-Gerwien sao equidecomponiveis. Portanto encontramos
uma quantidade finita de pegas, que justapostas, aos poligonos iniciais resul-
tam em quadrados congruentes, logo os poligonos sao equicomplementaveis.
]

41



Corolario 3.2.8 Dois poligonos sdo equidecomponiveis se, e somente se forem
equicomplementdveis.

Dem. A demonstragao deste resultado é resultante de tudo que foi discutido
até agora: Se dois poligonos sao equidecomponiveis, entao possuem a mesma
area e logo sao equicomplementdveis. Reciprocamente, se dois poligonos sao
equicomplementaveis, entao possuem a mesma &area, logo sao equidecom-
poniveis. m

Para finalizar este capitulo, vamos mencionar, sem no entanto oferecer
uma demonstragdo, um resultado surpreendente que extende o teorema de
Bolyai-Gerwien:

Teorema 3.2.9 (Hardwiger-Glur) Dados dois poligonos de mesma drea, ez-
iste uma decomposicao de ambos de tal forma que os lados das pecas corre-
spondentes sejam paralelos entre si. [J

Este belissimo resultado, envolve consideracoes de teoria de grupos e pode
ser visto em detalhes na referéncia [2].
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Capitulo 4

Volumes e o Terceiro Problema
de Hilbert

Em vista do teorema de Bolyai-Gerwien que nos garante que dois poligonos
quaisquer sao equidecomponiveis se, e somente se, possuem a mesma area
e se, e somente se, forem equicomplementaveis, surge a pergunta natural
se nao € possivel extender este resultado para volumes de poliedros. Esta
pergunta foi colocada pelo matemdatico alemao David Hilbert em 1900 em
seu pronunciamento no Congresso Internacional de Matemaéticos, realizado
em Paris naquele ano e foi respondida logo em seguida por seu estudante
Max Dehn [5, 7].

Neste capitulo, vamos esbocar as idéias principais envolvidas na prova
deste teorema. Primeiramente, vamos definir o que vem a ser o volume de
um so6lido, em seguida vamos calcular os volumes de prismas e piramides
que serao os solidos de interesse para o nosso problema. O tratamento dos
resultados neste capitulo serd bem mais sucinto que o dispensado no caso
de areas, visto que nosso objetivo nao é tratar de volumes de uma maneira
extensiva, mas ressaltar aspectos importantes de um problema especifico. O
leitor podera encontrar na referéncia [8] uma exposigao excelente a respeito
de volumes que é implementavel para o ensino médio.

Por fim, para apresentarmos o resultado de Dehn, serd necessaria uma
rapida introducao a alguns conceitos de dlgebra linear, como espacos veto-
riais, independéncia linear, bases, transformacoes lineares, etc. A exposicao
serd feita da forma mais elementar possivel de forma que o leitor poderd
acompanhd-la sem grandes dificuldades. O leitor habituado com estes con-
ceitos poderd se dirigir diretamente a demonstragao de Dehn.
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4.1 Volumes de Solidos

O conceito de volume é aplicado a s6lidos no espago, que sao regides no espago
limitadas por uma superficie fechada e orientavel, isto é, uma superficie que
divida o espaco em duas regioes distintas, uma exterior e outra interior.
Muito embora, no dia a dia, possamos falar, por exemplo do volume de agua
em um jarro, a rigor estamos falando do volume da regido limitada pelas
paredes do jarro e pela superficie da dgua. Denominamos a superficie que
delimita o sélido espacial de bordo do s6lido. Em geral sempre consideramos
o bordo como parte do sélido. Entao podemos caracterizar volume de uma
forma andloga a areas:

Definicao 4.1.1 O wvolume de um solido espacial ) delimitado por uma
superficie fechada ¥ € um ndmero real ndo negativo, V() que possui as
sequintes propriedades:

1. Se dois sélidos sdo congruentes, entdo seus volumes sGo iguais.

2. Se dois solidos se intersectam no mdximo pelo bordo, entdo o volume
da unido dos dois solidos € igual & soma dos seus volumes individuais.

3. Um cubo de areasta unitdria, possut volume igqual a 1.

Da defini¢ao anterior, podemos concluir que se um sélido estiver na regiao

Durante todo o restante desta exposicdo, vamos nos restringir a uma
classe de sélidos denominados poliedros. Um poliedro é um sélido delimi-
tado por uma superficie fechada formada por poligonos planos justapostos
pelas suas areastas. A este poligonos denominamos faces do poliedro. Da
mesma forma que para areas, é possivel falar em aproximacoes do volume de
um sélido por falta e por excesso, respectivamente, através de poligonos inte-
riores e exteriores ao s6lido. Somente fara sentido atribuirmos um volume a
sélidos que possuam a propriedade que para qualquer numero real positivo,
tao pequeno quanto se queira, exista uma aproximagao por excesso € uma
aproximacao por falta cuja diferenca entre seus volumes seja menor que este
nimero dado.

Vamos estabelecer o primeiro resultado fundamental sobre o volume de
um paralelepipedo retangulo.

Definicao 4.1.2 Um paralelepipedo é um poliedro formado por 6 faces em
forma de paralelogramos tais que se agrupam em trés pares de faces opostas
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paralelas. Quando se toma uma das faces do paralelepipedo como sendo base,
a distancia entre esta face e sua oposta € dita ser sua altura.

Definicao 4.1.3 Um paralelepipedo retangulo é um paralelepipedo onde to-
das as faces sao retangulos e portanto as faces adjacentes sao sempre or-
togonais duas a duas, isto €, todos os angulos diedrais (dngulos entre faces
adjacentes) sdo retos.

E imediato verificar que duas faces opstas em um paralelepipedo qualquer
sao paralelogramos congruentes. Devido as simetrias adicionais impostas pela
ortogonalidade entre as faces adjacentes, um paralelepipedo estd determinado
univocamente por apenas trés nimeros que sao as medidas de suas arestas.
Esta unicidade nao é valida para paralelepipedos quaisquer, pois mesmo as
medidas das arestas estando fixadas, temos uma escolha infinita para os
angulos diedrais.

Teorema 4.1.4 O volume de um paralelepipedo retangulo € igual ao produto
das medidas de suas arestas.

Dem. Primeiramente para paralelepipedos retangulos cujas medidas das
arestas sao numeros inteiros, digamos m ,n e p, é razoavelmente intuitivo
que o numero de cubos de lado unitario necessarios para preencher todo seu
volume é m.n.p.

Se a medida das arestas do paralelepipedo forem niimeros racionais, dig-
amos n—l, ’;;”—22 e’g—:, entao € necessario estabelecer uma nova unidade de medida
que possa ao mesmo tempo medir o volume do cubo unitario bem como o
volume do cudo dado. Este novo padrao de medida serd um paralelepipedo
retangulo de arestas n—ll n1—2 e nl—s Para formarmos um cubo de lado unitario
precisamos de ni.n..n3 destes paralelepipedos, e portanto o volume de cada
um destes sera — L Finalmente, o paralelepipedo de arestas ™ s, TR m
contera my.ms. m3 destes novos paralelepipedos padrao, logo o volume total
deste paralelepipedo serd igual a %, que é o produto das medidas de
suas arestas.

Considere agora paralelepipedos com alguma aresta de medida a, irra-
cional, e as outras duas de medida racional, 7;—11 e Z’—; Podemos aproximar
arbitrariamente seu volume por excesso e por falta, respectivamente através
de paralelepipedos exteriores e interiores com arestas racionais. Com um
raciocinio andlogo ao utilizado no teorema 1.2.1, podemos verificar que o vol-
ume deste paralelepipedo nao podera ser nem maior nem menor que a.* 2”22 .
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Prosseguindo, podemos tratar de paralelepipedos com duas arestas de media
irracional e, por fim, com trés arestas de medida irracional. Sempre verifi-
cando que o volume resultante sera o produto das medidas das trés arestas.
|

Corolario 4.1.5 O wvolume de um cubo € igual ao cubo da medida de sua
aresta.

Dem. Basta tomarmos o resultado anterior, lembrando que um cubo é um
paralelepipedo retangulo com as trés medidas das arestas iguais. m

Note que iniciamos com

Note que aqui utilizamos um caminho inverso do que fizemos com areas,
a saber, naquele contexto iniciamos com a area do quadrado e depois pas-
samos a area do retangulo e aqui come¢camos com o volume do paralelepipedo
retangulo e depois tiramos o volume do cubo como conseqiiéncia imediata.
Poderiamos ter feito o mesmo processo para areas, ou seja, estabelecermos
primeiramente que a drea de um retangulo é igual ao produto das medi-
das de suas arestas e entao particularizarmos para obtermos a ares de um
quadrado, mas a vantagem é que naquele contexto, tinhamos uma relacao
algébrica imediata que nos permitia relacionar a area de um retangulo com
areas de quadrados, relagao esta inexistente para o caso de volumes. Este é
um primeiro exemplo onde podemos perceber que o calculo de volumes pode
ser extremamente mais complexo que o cédlculo de areas.

Mas a diferenca fundamental entre o calculo de areas e o de volumes reside
neste resultado que nos ajudard a calcularmos os volumes de outras figuras
solidas.

Teorema 4.1.6 (principio de Cavalieri) Sejam € e Qo dois sdlidos. Se
qualquer plano horizontal secciona €2y e Qo sequndo figuras planas com dreas
iguais, entdo V(1) =V (Qy). O

A demonstracao rigorosa deste resultado em sua forma mais geral re-
side no contexto de teoria da medida, que vai muito além do escopo deste
trabalho. A idéia bésica é que todo sélido pode ser visto como composto
de finas fatias, de espessura desprezivel, assim as fatias correspondentes em
dois sélidos diferentes possuem a mesma area, também possuirao aproxi-
madamente o mesmo volume, logo, como os volumes totais sao a soma dos
volumes de todas as fatias, entao os volumes totais dos dois sélidos terao de
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ser muito préximos. Esta aproximagao fica cada vez mais acurada quando
diminuimos a espessura da fatia. Em um processo de limite, podemos inferir
que os volumes dos dois solidos sao iguais. A figura abaixo ilustra a idéia do
principio de Cavalieri.

Q, 0

N

Figura 4.1: Principio de Cavalieri.

Antes alguns esclarecimentos: Primeiramente, por plano horizontal en-
tendemos qualquer plano paralelo a um plano pré-fixado, de uma vez por
todas, no espaco. Em segundo lugar, o principio de Cavalieri afirma que
se existe uma maneira de dispormos dois sélidos de forma que suas seccoes
por planos horizontais tenham sempre a mesma area entao seus volumes sao
iguais. Isto nao quer dizer que dois sélidos de mesmo volume necessaria-
mente tenham que ter seccoes iguais por planos horizontais. Em terceiro
lugar, se dois sélidos possuem as seccoes por planos horizontais sempre de
mesma area, isto significa que os sélidos possuem a mesma altura, isto é, eles
estao situados exatamente entre o mesmo par de planos paralelos.

Em terceiro lugar, para que possamos utilizar o principio de Cavalieri
para calcularmos volumes, teremos que dispor nossos sélidos de uma forma
apropriada de forma que eles satisfacam as hipéteses do teorema. Isto é feito
através de movimentos rigidos (rotagbes e translacoes no espago), que nao
modificam o volume.

Vamos a um primeiro resultado utilizando o principio de Cavalieri.

Proposicao 4.1.7 O volume de um paralelepipedo qualquer € igual ao pro-
duto da drea de sua base pela altura correspondente.

Dem. Seja um paralelepipedo €2, tomemos uma de suas faces F' como sendo
sua base e cuja altura relativa a esta face seja h. Entre os planos parale-
los definidos pela face F' e sua oposta F’ descrevamos um paralelepipedo
retangulo [' cuja area de sua base, que denotaremos por E, seja igual a area
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da face F', conforme ilustrado na figura abaixo.

Figura 4.2: Uso do principio de Cavalieri para o cdlculo do volume de um
paralelepipedo qualquer.

Deixamos a cargo do leitor verificar que se um plano paralelo a base
intersecta um paralelepipedo, a seccao definida por este plano no sélido é um
paralelogramo congruente a sua base, e portanto de mesma area.

Agora estamos nas hipéteses necessarias para utilizarmos o principio de
Cavalieri. Afinal, cada plano paralelo a F' intersecta ao mesmo tempo 2 e I’
e como para cada um destes paralelepipedos a area de sua seccao transversal
é igual a area de sua base e estas bases, por sua vez, tém a mesma area, entao
os paralelepipedos €2 e I possuem o mesmo volume.

Para finalizarmos, o volume de I' é conhecido pelo teorema anterior, que
é o produto das medidas de suas trés arestas. Mas o produto das medidas
das arestas da base de I', é igual a area da base de I'. E a medida da aresta
perpendicular ao plano da base de, I' é exatamente igual a sua altura. Logo,

teremos
V(Q) = V(I') = A(E).h = A(F).h.

O que demonstra nosso resultado. m
O argumento da proposicao acima pode ser generalizado para qualquer
cilindro.

Definicdo 4.1.8 Dada uma figura plana ¥ e um segmento ¢ = AB ndo
contido em algum plano paralelo ao plano de ¥. Definimos o cilindro com
base X e geratriz g como o conjunto de todos os segmentos paralelos a g com
uma das extremidades sobre a figura ¥ e de um mesmo lado em rela¢do ao
plano. Se um cilindro possui como base um poligono, dizemos que ele é um
Prisma.

A figura abaixo ilustra um exemplo de cilindro.
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Figura 4.3: Um cilindro de base X e geratriz g.

E facil ver que as extremidades nao pertencentes a base > de um cilindro
estao sobre outra figura plana Y’ situada em um plano paralelo ao plano da
base. A distancia entre estes dois planos paralelos é denominada altura do
prisma. Também é verdade que toda seccao de um prisma por um plano
paralelo a sua base é uma figura congruente a base. O leitor podera chegar a
este resultado facilmente de duas maneiras diferentes. Pode-se, por exemplo,
aproximar a figura dabase por falta ou por excesso através de um poligono,
utilizar uma determinada triangulacao do poligono e entao mostrar que cada
um dos triangulos no plano paralelo é congruente ao seu correspondente no
plano da base. Isto é feito analisando-se os paralelogramos definidos pelos la-
dos correspondentes dos triangulos e pelos segmentos paralelos a geratriz que
passam pelos vértices deste triangulo, finalmente, pelo caso Lado-Lado-Lado
de congruéncia de triangulos chega-se ao resultado. Ou entao, pode-se consid-
erar a operagao que associa as duas figuras nos planos paralelos como sendo
relacionados por uma translacao segundo um segmento paralelo a diretriz.
Como translacoes sao movimentos rigidos, entao preservam comprimentos,
angulos, areas e volumes.

Em vista da proposicao anterior e das consideragoes acima podemos enun-
ciar o resultado.

Teorema 4.1.9 O wvolume de um cilindro qualquer é igual ao produto da
drea de sua base pela sua altura. [J

Um outro tipo de soélido do qual é possivel calcular o volume utilizando
o principio de Cavalieri sao os cones.

Definicao 4.1.10 Fada uma figura plana ¥ e um ponto P, nao sobre o seu
plano, dizemos que um cone de base X2 e vértice P é o conjunto de todos os
segmentos de reta com uma das extremidades sobre X e a outra em P. A
distancia de P ao plano que contém ¥ é denominada altura do cone. Se um
cone possui como base um poligono, entao este serd chamado uma piramide.
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Lema 4.1.11 Seja um cone de base X2, vértice P e altura h e seja um plano
paralelo a base do cone a uma distancia h' < h do ponto P entre este e a
base ¥ seccionando o cone sequndo uma superficie X', entao

o= (i)

Dem. A figura abaixo ilustra a situagao descrita no enunciado do lema.

Figura 4.4: Razao entre as dreas da bases paralelas e alturas de um cone.

A idéia da demonstracao é razoavelmente simples. Basta notar que a
aplicacdo que associa ¥’ a ¥ é uma homotetia de centro P de razao % Logo,
trata-se de uma semelhanca, o que nos leva a concluir que a razao entre
as areas de X e Y’ serd igual ao quadrado da razao de semelhanga, o que
demonstra o resultado. =

Exercicio 4.1.12 Mostre que dois cones de mesma altura e bases com dreas
iguais possuem o mesmo volume (este resultado é imediato a partir do lema
anterior e da aplica¢do do Principio de Cavalieri).

Teorema 4.1.13 O volume de um cone € igual a um terco do volume de um
cilindro de mesma base e mesma altura.

Dem. Vamos nos restringir a relacao entre o volume de uma piramide e de
um prisma de mesma base e mesma altura devido a aproximagoes por excesso
e por falta na drea de uma figura qualquer como base. E vamos nos restringir
a um prisma de base triangular, pois é conseqiiéncia do teorema de Bolyai-
Gerwien que podemos sempre encontrar um triangulo com a mesma drea de

a0



um poligono qualquer por decomposicao, e pelo resultado do exercicio ante-
rior isto é suficiente para garantir a igualdade dos volumes. Assim, seja um
prisma cuja base é o triangulo AABC com face paralela dada pelo tridngulo
AA'B'C'. Podemos particularizar ainda mais dizendo que a geratriz deste
prisma é perpendicular & base, assim h = AA' = BB' = C(’, dividamos o
prisma em trés piramides de base triangular (estas pirdmides sdo denomi-
nadas tetraedros), a saber AA'B'C', ABCB' e AB'C'C, conforme indicado
na figura abaixo.

! B,
7

Figura 4.5: Volume de uma piramide em relagdo ao volume de um prisma.

Os tetraedros AA'B'C' e ABCB' possuem o mesmo volume pois tém a
mesma area da base, uma vez que A(AABC) = A(AA'B'C'"), e a mesma al-
tura, uma vez que AA" = BB'. J4 os tetraedros AA'B'C' e AB'C'C possuem
a mesma area pois tém a mesma drea da base, uma vez que AC’ é diagonal do
retangulo A'C'C A e portanto AA'C'A = ACC'A, e mesma altura, a saber
a distancia do segmento BB’ ao plano gerado por A'C'C A. Assim, os trés
tetraedros possuem o mesmo volume, sendo que dois deles possuem a mesma
area da base e a mesma altura que o prisma original. Isto demonstra nosso
resultado. m

A partir do calculo do volume de um tetraedro, podemos calcular o volume
de qualquer poliedro, pois pode-se mostrar que todo poliedro admite uma
decomposicao em tetraedros. Note que o principio de Cavalieri, e portanto
processos de limite estd subjacente a todas as consideragoes que fizemos para
obtermos volumes de figuras sélidas, mesmo sem serem curvilineas. Isto levou
a uma forte convic¢do de que era impossivel dar uma definicao de volume em
termos elementares de equidecomponibilidade e equicomplementabilidade.
O proprio David Hilbert ja acreditava nesta impossibilidade ao propor seu

51



terceiro problema. Mas para provarmos o resultado devemos utilizar algumas
ferramentas matematicas mais sofisticadas.

4.2 A Solucao de Dehn para o Terceiro Prob-
lema de Hilbert

Primeiramente serao necessarios alguns conceitos de dlgebra linear. O primeiro
conceito importante é o de espago vetorial sobre um corpo. Somente relem-
brando, um corpo é um conjunto com duas operagoes, uma soma e uma mul-
tiplicacao, onde seja possivel encontrar inversos multiplicativos de qualquer
nimero nao nulo. Os exemplos mais importantes de corpo sao os nimeros
racionais, 0s numeros reais e os nimeros complexos.

Definicao 4.2.1 Um espacgo vetorial sobre um corpo K € um conjunto V
fechado por duas operagoes: Uma soma, que a cada par de elementos a,b € V
associa um novo elemento a +b € V, que tem as sequintes propriedades:

1. Associativa, isto é (a+b) +c=a+ (b+¢),
2. Comutativa, isto ¢ a+b=>b+ a,

3. Possui elemento neutro 0 € V, o denominado vetor nulo, tal que para
tod elemento a € V tenhamos a +0= 0+ a = a,

4. E todo elemento a € V, possui um inverso aditivo —a € V, tal que
a+(—a)=—a+a=0.

E uma multiplicacao por um escalar, que para elementos A € K ea € V,
associe um elemento A.a € V, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Associativa, isto é \.(u.a) = \p)-a,

2. Distributiva em relagdo a soma do corpo, isto é (A + p).a = \.a + p.a,
e

3. Distributiva em relagio & soma em V, isto € A.(a +b) = A.a + \.b,

4. F que 1.a = a para todo a € V.
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O tnico exemplo de espaco vetorial de interesse para nossa discussao é
sobre o corpo dos niimeros racionais Q e serd definido da seguinte maneira:
Seja um sub-conjunto finito de nimeros reais M = {my, mo,...,m,} C R,
definimos V(M) o conjunto de todas as combinagoes lineares de niimeros de
M com coeficientes em Q, ou seja,

V(M) = {Z gimilg; € Q} cR
i=1

Podemos facilmente verificar que V(M) é de fato um espago vetorial.
Primeiramente notamos que existe um vetor nulo, que é a combinacao linear
onde todos os coeficientes sao iguais a 0, o vetor nulo coincide, neste caso,
com o prZprio nimero 0 em R. Também para verificar o fechamento pela
soma, tome duas combinagoes lineares A = >" B —y"
i=1 q;my; € - Zz’:l p;m; em
V(M). A soma das duas serd dada por

A+B =) (pi+a)m,

i=1

que é, obviamente um elemento de V(M). Finalmente, dado r € Q e A =

Zn

i—1¢im; € V(M) temos que

n

r.A= Z(rqi)mi € V(M).

i=1

Definicao 4.2.2 Dado um espaco vetorial V sobre um corpo K | dizemos
que um sub-conjunto de vetores X = {vi,v — 2,...,vx} C V € linearmente
dependente se existe uma combinacao linear nula dos elementos de X, com
coeficientes ndao todos nulos, caso contrdrio, o conjunto X € dito ser linear-
mente independente.

Definicao 4.2.3 Dado um espaco vetorial V sobre um corpo K , dizemos
que um sub-conjunto de vetores X = {v,v —2,..., v} C 'V € dito ser um
conjunto gerador de V se todo elemento no espago vetorial puder ser escrito
como combinacao linear de X. Um conjunto de geradores que também é
linearmente independente € dito ser uma base de V

Pode-se mostrar que se tivermos duas bases para o mesmo espaco vetorial,
teremos que estas bases possuem o mesmo nimero de elementos. Ao nimero
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de elementos de uma base de um espaco vetorial damos o nome de dimensao
do espago vetorial.

Note em nosso exemplo que por defini¢ao o conjunto M é um conjunto de
geradores de V(M), mas nao necessariamente uma base, pois os elementos
de M podem ser linearmente dependentes. Por exemplo M = {7, %} é um
conjunto linearmente dependente, logo a dimensdo de V(M) é igual a 1.
Assim, em geral temos que dimV(M) < n onde n é o nimero de elementos
do conjunto M.

Exercicio 4.2.4 Mostre que se o par de elementos my, my € M forem tais
que Z—; € um numero irracional, entGdo my e my sdo linearmente indepen-
dentes em V(M).

Definicao 4.2.5 Dado um espacgo vetorial V sobre um corpo K, definimos
uma fung¢ao linear como uma aplicacao f :V — K satisfazendo

1. Para todo par de elementos a,b € V temos que f(a+b) = f(a)+ f(b).

2. Para um elemento a € V e um elemento A € K temos que f(\.a) =

Af(a)

Da defini¢do, de fungao linear, concluimos que f(0) = 0. o préximo
resultado sera o ponto de partida para definirmos um niimero que caracterize
um poliedro e seja um invariante por transformacoes geométricas.

Lema 4.2.6 Dados dois sub-conjuntos finitos M C N de R, temos que

a) V(M) € um sub-espago vetorial de V(N).

b) Toda funcgio racional f : V(M) — Q pode ser extendida para uma
funcio f: V(N) = Q de forma que f(m) = f(m) para todo m € M.

Dem. E ficil ver que V(M) é um sub-conjunto de V(N) que é fechado pelas

operacoes de espaco vetorial que contém o vetor nulo, logo é sub-espaco.
Afora, dada qualquer fungao linear f de V(M) em Q ela estard unicamente

definida dados os seus valores na base deste sub-espaco. Se extendermos a

base de V(M) para uma base de V(IV), entdo o resultado segue definindo

uma nova funcao linear que assume os mesmos valores que f nos vetores da

base de V(M) e quaisquer valores nos outros vetores da base de V(N). m
Agora estamos em condigoes de definir o invariante de Dehn.
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Definigao 4.2.7 Dado um poliedro P, tome o conjunto Mp como sendo o
conjunto formado por todos os seus angulos diedrais e pelo nimero w. Defina
agora uma fungao linear qualquer f : V(Mp) — Q satisfazendo a condigdo
que f(m) = 0. O invariante de Dehn do poliedro P associado a fungdo f € o

ndmero
Dy(P) = Y ) f(afe)),
ecP
onde a soma se extende sobre todas as arestas e do poliedro, l(e) é o compri-
mento da aresta e, e ae) € a medida do dngulo diedral entre as duas faces
que se juntam em e.

Note, por exemplo que um cubo C' possui todos os seus angulos diedrais
iguais a 7, logo M¢ = {m, §}, entao para qualquer funcao linear em V(M¢)
se anulando em 7 resultard em D;(C) = 0.

O invariante de Dehn nos auxiliard na caracterizagao de equidecomponi-
bilidade e equicomplementabilidade entre poliedros.

Exercicio 4.2.8 Defina precisamente o que sdo dois poliedros equidecom-
poniveis e dois poliedros equicomplementduveis.

Por um raciocinio totalmente andlogo ao feito no caso de poligonos,
é possivel mostrar que dois poliedros equidecomponiveis sao equicomple-
mentaveis, mas a reciproca estd longe de estar clara. O teorema seguinte
nos fornece uma ferramenta para encontrarmos poliedros de mesmo volume
mas que nao sao equidecomponiveis e, desta forma, também nao equicom-
plementaveis.

Teorema 4.2.9 (Dehn-Hardwiger) Sejam dois poliedro P e QQ com dngulos
diedrais o, g, ...,ap € By, Bo, ..., By, respectivamente. Seja

M:{alaa2a'"aapaﬁl,ﬁb"'aﬁq}

e uma funcgdo linear f : V(M) — Q tal que f(m) = 0. Se Dy(P) = Df(Q),
entdo P e Q ndo sao equicomplementduveis.

Dem. Primeiramente, considere um poliedro P subdividido em um nimero

finito de poliedros menores Py, Ps, ..., P,,. Tome M como sendo o conjunto
formado por 7 e por todos os angulos diedrais dos poliedros Py, k =1,...,n.
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Entao, afirmamos que dada uma funcao linear f : V(M) — Q que se anula
em 7, temos que

D¢(P) = D¢(P1) + Dy(P2) + -+ -+ Ds(P,).

Para mostrarmos isto, tomemos o conjunto das arestas de todos os poliedros
Py, k=1,...,n e o dividamos em dois sub-conjuntos, o das areastas ¢ que
sdo partes de alguma aresta e do poliedro total P, e as arestas €” contidas (a
menos, eventualmente de alguma de suas extermidades) no interior de P on
no interior de alguma de suas faces. Note que a soma dos angulos diedrais
para as arestas do tipo €” sempre serd igual a m ou 27w. Para arestas do tipo
¢’, quando duas ou mais fizerem parte da mesma aresta e de P entdo estas
definirdo o mesmo angulo diedral a(e) e a soma de seus comprimentos sera
igual a I(e). Assim temos que

Y Di(B) = Y U f(ale) + Y U flale") =

= Y i) f(ale) = Y Ue)f(ale)) = Dy(P).  (41)

ecP

Agora, suponha que dois poliedros P e ) que sao equicomplementaveis.
Tome M o conjunto formado pelos angulos diedrais de P e () e por w. Tome
a funcdo linear f : V(M) — Q que se anula em 7. Por hipétese, temos que
D¢(P) # Ds(Q). Ampliemos este conjunto para N que contém os angulos
diedrais de todas as pecas congruentes complementares a P e (), a saber
P, .., P, e Qi .. Q com P, = Q, para K = 1,ldots,n. Pelo lema,
podemos extender a fun¢do linear f para uma func¢io linear f : V(M) — Q
que restrita a V(M) coincida com f. Como as composicoes resultantes de P
e () sao congruentes temos que

DHP)+D#P1)+DHPp)+ - +D3(P,) = DH{Q)+DHQ1)+D Qo)+ - +D#HQn).

Como Df(Pk) = Df(Qk) para todo k = 1, ldots, n pois os poliedros P; e Qg
sdo congruentes, temos que D(P) = DQ), o que é uma contradigdo. Logo
P e () nao podem ser equicomplementaveis. m

Como conseqiiéncia imediata, se o invariante de Dehn de dois poliedros
sao diferentes, entao eles também nao sao equidecomponiveis, pois se o fossem
seriam equicomplementaveis, o que o teorema de Dehn-Hardwiger impede.
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Vejamos alguns exemplos de poliedros que nao podem ser equidecom-
poniveis.

Exemplo 1: Seja Ty, = ABC'D um tetraedro regular de aresta de medida
[, conforme ilustrado na figura abaixo.

D

Figura 4.6: Um tetraedro regular ABCD.

E fAcil verificar que a altura do tetraedro DM é um segmento tal que
M ¢é o baricentro do tridngulo equildtero AABC'. Portanto, considerando a
altura AE temos que 24 = 2 (veja a figura 4.6). Uma vez que AE = DE,
temos que o angulo dirdral a = AED satisfaz cos o = % Assim

1
(¢ = arccos 3"

Tomando M = {a, 7} temos que a razao

a 1 1
— = —arccos —
T T 3
é um ndmero irracional (veja a demonstragdo no Apéndice A). Portanto,
conforme o exercicio apresentado nesta se¢do, o espago vetorial V(M) tem
dimensdo 2. Tome a fungao linear f : V(M) — Q tal que f(n) = 0 e
f(a) =1. Assim
D¢(Tp) = 6lf(a) = 61 # 0.

Portanto um tetraedro regular nao pode ser equidecomponivel com um cubo
C de mesmo volume, pois D¢(C) = 0.

Exemplo 2: Seja agora um tetraedro 77 = ABCD tal que as arestas
AB, AC e AD sao perpendiculares entre si e de mesma medida [, conforme
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ilustrado na figura abaixo.

Figura 4.7: Tetraedro do exemplo 2.

E claro que trés dos angulos diedrais de ABCD sao retos, os outros trés
angulos diedrais sao iguais a ¢, conforme indicado na figura 4.7. Como BC' =
BD = DC = I\/2 temos que o tridangulo ABC D é equilétero, portanto, sendo
E o ponto médio de BC, temos

DE = %l\/ix@

Também, é facil ver que

1
AE = 5z\/i.
Portanto
B AFE B 1
cos p = DE = \/§’

ou seja (p = arccos %, cuja razao com 7 é irracional (veja a demonstragao no

Apéndice A). Assim, para M = {7, §, ¢}, podemos mostrar que a dimensio
de V(M) = 2 com base {m, ¢}. Tomando uma fungao linear f : V(M) — Q
tal que f(m) =0e f(p) =1, obtemos

Dy(T3) = 31 () + 31V f () = 3IV2 £ 0.
Exemplo 3: Agora tome um outro tetraedro 75, = ABCD tal que a

aresta AB é perpendicular a BC, que por sua vez é perpendicular & aresta
CD e deforma que AB = BC = CD = [, conforme ilustardo na figura abaixo.
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Figura 4.8: Tetraedro do exemplo 3.

Podemos mostrar que um cubo de aresta [ pode ser decomposto ex-
atamente em 6 tetraedros congruentes a T, (verifique esta afirmacdo) por-
tanto sendo M o conjunto formado pelos angulos diedrais de 75 e por 7 e
f: V(M) — Q uma funcao linear tal que f(7) = 0, temos que

Df(C) :6Df(T2) =0, :>Df(T2) =0.

Portanto, o tetraedro 75, que possui o mesmo volume que o tetraedro 7; do
exemplo anterior, nao é equidecomponivel com 7}, fornecendo assim o exem-
plo requerido no terceiro problema de Hilbert, de dois tetraedros de mesmo
volume que nao fossem nem equidecomponiveis nem equicomplementaveis.
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Apéndice A

Alguns Angulos
Incomensuraveis

Dizemos que dois angulos sdo incomensurdveis quando a razdo entre eles
for um ndmero irracional. O objetivo deste apéndice é fornecer uma prova
de que os angulos utilizados no ultimo capitulo para solucionar o terceiro
problema de Hilbert sao de fato incomensuraveis com 7. Podemos sintetizar
o resultado no seguinte teorema:

Teorema A.0.10 Para cada inteiro impar n > 3, o niumero

An) = %arccos (%)

¢ 1rracional.

Antes de iniciarmos a demonstracao deste teorema, convém que facamos
duas observacoes. Em primeiro lugar, estamos utilizando a hipétese que n é

um nimero impar, note que para n = 2 temos arccos % = 7 resultando em
_1 _ L _ = _ 1
A(2) = ; e para n = 4 teremos arccos —z = % resultando em A(2) = 3. Em

segundo lugar, dizermos que um angulo ¢ é incomensuravel com 7 significa
que se construirmos uma linha poligonal sobre a circunferéncia com angulo
central ¢ veremos que esta linha poligonal nao podera ser fechada. Ao invés
disto, arbitrariamente préoximo de qualquer ponto da circunferéncia sempre
havera um vértice desta linha poligonal, dizemos que o conjunto dos vértices
desta poligonal é denso na circunferéncia.
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Dem. Relembremos a férmula de transformacao de soma em produto de
funcoes trigonométricas:

cos o + cos 3 = 2 cos (#) cos (a _ ﬁ) . (A1)

2

Dado um angulo ¢ fixo e um nimero k& € N, temos que para o = (k+ 1)p e
B = (k—1)p, aférmula (A.1) resulta em

cos(k + 1) = 2cos pcos ko — cos(k — 1)¢p. (A.2)

Agora considere, em particular, os angulos da forma ¢, = arccos (ﬁ),
para estes temos

COS o, = 0< ¢, <m. (A.3)

R
\/ﬁ’
Afirmamos que para todo k£ € N teremos
Ay
(Vn)F’

onde Ay é um inteiro nao divisivel por n.

Este fato tem que ser provado por inducao sobre k: Para k£ = 0, temos
cos0p, = 1 e portanto Ay = 1, também é facil ver de (A.3) que A; = 1.
Suponhamos o resultado valido para todo 0 < | < k. Entao, da férmula
(A.2) temos que

cos ky, =

cos(k+1)p, = QL A _ Ak_l_ =
i

2Ak — nAk_l
(VA

Em particular, da expressao acima, obtemos uma relacao de recorréncia para
os coeficientes Ay dado por

App1 =24 — nAy_1.

Comon > 3 e impar e por hipdtese A nao é divisZvel por n, entao concluimos
que Agy1 também nao o serd. Isto conclui a prova de nossa afirmacao.
Agora, suponha que

1 k
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com inteiros k,l > 0. Entao lp, = k7, o que resulta em

cos lp, = = cos km = £1.

Ay
(vVn)!
Assim (y/n)! = £ A; é um inteiro com [ > 2 (o caso | = 1 nos d4 em particular
que @, = km que é um caso trivial). como [ > 2 entdo n é um divisor de
(v/n)!, e portanto um divisor de A4, o que ¢ uma contradi¢do, pois provamos
que nenhum A; é divisivel por n.

Esta contradi¢do nos leva a concluir que é impossivel que A(n) seja um
nimero racional, que é o resultado desejado. m

Exercicio A.0.11 Mostre que os tnicos casos onde A(n) é um nimero

racional sdo os casos n = 1, n = 2 e n = 4 (Sugestao: Considere sepa-
radamente os casos n = 2" e n ndo sendo poténcia de 2).
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