A CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS NOS ENSINOS
FUNDAMENTAL E MEDIO

Cydara Cavedon Ripoll
UFRGS
cydara@mat.ufrgs.br

Introducao:

As caracterizagoes de ntimero irracional mais encontradas nos livros didaticos para a Escola Bésica
sao as seguintes, divididas em grupos de semelhanca:

(A) “Um numero é irracional se ndo puder ser escrito na forma a/b com a,b € Z e b ndo-nulo”.
“Irracional é o nimero que nao pode ser escrito na forma de fragao”.

(B) “Irracional é o nimero cuja representagao decimal é infinita e nao-periédica”.
“Todo ntmero escrito na forma de um decimal infinito e nao-periédico é um nimero irra-
cional”.

(C) “Os numeros irracionais representam medidas de segmentos que sao incomensuraveis com a
unidade”.

Critica sobre cada uma destas definigoes:

Tanto em (A) quanto em (B) ficam pressupostos o conhecimento da existéncia de outros nimeros
além do universo trabalhado até o momento pelos alunos (a saber, o de nimeros racionais) - o que ja
é, no minimo, incoerente, quando o que se quer é ampliar o conjunto dos nimeros; fica pressuposta
também a capacidade de um manejo com tais niimeros que os permitam saber decidir se eles podem
ou nao ser escritos na forma de fragao. Mas, mesmo que trabalhemos sob a premissa que o aluno
saiba que existem outros numeros, temos problemas:

- em (A): alunos de oitava série responderam, num questionario aplicado pelos alunos da Licen-
ciatura da UFRGS, que entdo v/—1 é irracional, pois também /—1 ndo pode ser escrito na forma de
fracao. Mesmo que esta confusao nao surja neste momento, ela podera aparecer quando, mais tarde,
seja abordado o assunto “Numeros Complexos”. De fato, existem demonstracoes para comprovar
que v/2 nao pode ser escrito na forma de fracdo que podem muito bem ser utilizadas para /—1, de
modo que entdo, pelas definicdes colocadas em (A) concluirfamos que v/—1 ¢ irracional.

Em outras palavras:

Numeros imaginarios nao podem ser escritos na forma de fracao, e nem por isso sao irracionais.

E, para culminar, os autores que usam estas defini¢coes concluem definindo o conjunto dos niimeros
reais como sendo a uniao dos racionais com os irracionais!!!!, incluindo portanto todos os nimeros,
ja que todo o nimero que nao é racional virou um irracional pelas defini¢oes (A) acima.

- em (B) também pressupoe-se que o aluno ja saiba que existem outros nimeros além dos racionais,
mas aqui é ainda pior: fala-se na expansao decimal de qualquer niimero, como se qualquer niimero



tivesse uma expansao decimal!!! Repetimos: mesmo que o aluno nesta altura nao tenha conheci-
mento de nimeros complexos, alguns anos mais tarde, apds ter o conhecimento da existéncia destes
niumeros, ficard completa a confusao, fazendo-se a pergunta: qual a expansao decimal de 2 + 3¢ ?

Antes de fazer comentérios sobre a definicdo em (C), fazemos outras observagoes:

O que os cursos de Licenciatura tém feito, em termos de formacgao de seus professores,
em relacao a este tema - niimeros irracionais - no sentido de esclarecer as confusoes que
em geral existem sobre ele?

Em geral, na sua formagao dentro do curso de Licenciatura, o futuro professor faz um curso de
Anaélise na Reta ou similar, onde é feita a construgao dos nimeros reais. Mas ali R é construido como o
completamento de Q via cortes de Dedekind ou seqiiéncias de Cauchy, deduzindo-se dessa estrutura as
demais propriedades, e muito pouco (ou nada) é esclarecido sobre os conflitos normalmente existentes
sobre este assunto. Dai, os licenciados voltam ao Ensino Bésico, agora como professores, sem o
devido esclarecimento sobre tal assunto, sem, por exemplo, nunca terem “feito a ponte” entre aquela
construcao vista em Analise na Reta e a resposta as perguntas:

Se v/2 = 1,4142... e V3= 1,732 1... entao qual é a expansao decimal do ntimero V2 + 537
Afinal, 0,999.... é ou nao igual a 17

O objetivo do mini-curso.

Tentamos aqui propor uma abordagem precisa matematicamente, mas mais adaptada, na nossa
opiniao, ao conhecimento de um aluno de final de Ensino Basico e de Ensino Médio.

Aqui o assunto serd apresentado como achamos que deva ser apresentado a alunos da Lienciatura,
tendo em vista a precariedade de textos sobre irracionais tanto num quanto no outro nivel.

Agora sim, voltamos a definigao (C): inicialmente, ela também tem que ser reformulada: nenhum
nimero negativo expressa uma medida de comprimento, de modo que, no minimo ela deve ser
reformulada para

(C’) “Os nimeros irracionais positivos representam medidas de segmentos que sdo incomensura-
veis com a unidade”.

E é de fato com esta idéia que vamos trabalhar: tentando expressar a medida exata de um
segmento de reta, vamos chegar a cpnstrugao dos ntimeros irracionais positivos, coincidindo com a
evoulucao histoérica.

E imprescindivel, no entanto, a esta altura, tornar-se claro que, na pratica, salvo poucas
excegoes (como trabalhar com V2, por exemplo), em geral trabalha-se com quantidades racionais
(aproximagoes das quantidades reais), de modo que a discussao sobre irracionais é puramente matema-
tica (abstrata): por exemplo, matematicamente nao queremos que dois segmentos de tamanho muito
parecidos mas nao congruentes tenham o mesmo nimero expressando o seu comprimento (aqui a



congruéncia estd sendo verificada com compasso e nao com régua graduada). Na prética, no en-
tanto, provavelmente expressaremos seu comprimento pelo mesmo nimero (racional - digamos, com
algumas casas decimais para que a aproximacao seja razoavel).

Revisando o conjunto () dos niimeros irracionais:

- um ndmero racional (positivo) pode ser representado por infinitas fra¢ées a/b, com a,b € N e
b # 0.

- fracoes decimais sao aquelas cujo denominador é poténcia de dez. Ao discutirmos se qualquer
nimero racional pode ser expresso por uma fracao decimal, chega-se a seguinte:

Proposicao 1 - Seja a/b um nimero racional com mdc(a,b) = 1. Entdao: a/b pode ser representado

por uma fracdo decimal se e s6 se b =1 ou entdo b # 1 e 0s unicos primos que aparecem na fatoragcao
de b sao 2 e 5.

Exemplo 1 - 7/15 é um racional que nao pode ser representado por uma fracao decimal.

- a representacao em fracao decimal dos niimeros racionais e as dizimas peridédicas: Esta forma
de representar um nimero racional sera muito importante para a conceituacao e estudo dos ntimeros
reais, e nada mais é do que uma extensao, para os nimeros racionais, da representagao decimal dos
nimeros naturais (isto é, em base dez), como por exemplo,

3194 =3 x 102 +1 x 10> + 9 x 10" +4 x 10°.

A idéia para acharmos a representacao em base 10 de um ntimero racional positivo representado,
digamos, pela fragdo a/b, é a seguinte: numa primeira etapa encontramos a parte inteira de a/b :
dividindo o inteiro a pelo inteiro b e admitindo resto, podemos escrever a = kb + ¢, onde k é um
nimero natural e ¢ ¢ também um nimero natural tal que 0 < ¢ < b, e temos entao

a kb+c - c

b b b’
sendo k um nimero natural e ¢/b uma fragao maior ou igual a zero e menor do que 1, isto é, tal que
0 < ¢ < b. E claro que k pode ser representado na forma decimal, digamos

k = uptp_1...u1Ug.

Como 0 < ¢/b < 1, é natural que, no caso em que ¢/b # 0, tentemos numa segunda etapa expressar
¢/b como uma soma de fracoes decimais. Mais precisamente: procuremos digitos a; € {0,1,...,9},
1 <7 < 5 tais que

== — ..+

No caso de encontrarmos estes nimeros, escreveremos

2 — i E k:ununél...ulug
b b
TR .
= UplUp_1...U1UY) + — + — + ... + —
10 102 108’
e daf utilizamos a seguinte representacao posicional para a/b :
a
7= UpUp_1...U1UQ, A102...0, (1)



ou simplesmente
a
— =k,a1as...a,,

b
onde a virgula serve para separar a parte inteira de a/b do que chamarifamos “representacao decimal”
da parte menor do que 1 de a/b.

E como podemos encontrar tais digitos aq, as..., a,,, se é que eles sempre existem?
Inicialmente relembremos a “receita”’, tentando determinar a expansao decimal de 54/37:

54|37 54 |37 54 |37 54 |37 54 |37
17 1 170 1, 170 14 170 14 170 1,45
" o 10 22 220 220
" ra x 10 35
]

Este processo pode de fato ser sempre aplicado em cada etapa, mas temos um problema: nem
sempre ele acaba, isto é, o nimero de etapas é finito. De fato, isto acontece quando, antes de
chegarmos ao resto zero, algum resto se repete, e entao as sucessivas divisoes vao se repetir.

Surge ai a definicao de dizima periddica:

Definicao 1 - Uma dizima periddica é uma expressao da forma
m,a;as...ay...

onde m € N e a; € digito para i = 1,2,...., na qual, apds um numero finito de termos, aparece
um bloco de termos (chamado periodo) com a propriedade que, a partir dele, a lista de digitos é
constituida exclusivamente pela repeticao sucessiva deste bloco.

Exemplo 2 e Notacao -
0,444... = 0,4 0,235747474... = 0, 23574

Dai, admitindo que representacao finita nada mais é do que uma representacao infinita periddica
de periodo zero, consegue-se provar:

Proposicao 2 - Todo racional tem uma expansao decimal infinita periodica.

Queremos agora levantar a seguinte questao:

Sera que, inventando qualquer periodo, sempre existird algum nimero racional cuja expansao
decimal tem exatamente este periodo?

Esta questao é importante, pois se nao tivermos cuidado, quando queremos recuperar a fracao
que originou, pelo processo das divisoes sucessivas, uma dada dizima periddica, podemos ser levados
a um absurdo. Relembremos aqui também a regra que aparece nos livros do Ensino Bésico:



Para recuperar a fragao que gerou a dizima peridédica da forma 0, a;as...as¢1¢Cs...¢; toma-se para
numerador a parte nao periddica seguida do periodo menos a parte nao periédica. E, para deno-
minador, tomamos um numero de 9’s igual ao nimero de digitos do periodo seguido de um nt -

mero de 0's igual ao numero de digitos da parte nao periddica.

Simbolicamente:

aj...05C1...Ct—Q]...05

O,Cll...CLSCl...Ct: 99..90...0 )

s

t
s = numero de termos da parte nao periédica
t = numero de termos da parte periodica.

Dai, se desavisadamente tomamos a “dizima” 0,2999..., aplicando a regra acima teremos:
29-2 27 3

2999... = ——— = — = —, absurd
0,2999 90 90— 10’ absurdo,

Voltamos entao a questao levantada acima, e que agora é de extrema relevancia, e, em geral,

nunca é abordada no Ensino Bésico:

1. Sera que, inventando qualquer periodo, sempre existira algum ntimero racional cuja expansao

decimal tem exatamente este periodo?
2. Existem afinal racionais cuja expansao decimal é periddica com periodo formado sé por noves?

A resposta a segunda questao é nao (e portanto a resposta a primeira questao é também nao).

Teorema 1 - O processo das divisoes sucessivas nunca gera periodo formdo sé por noves.

Prova: A prova é por absurdo. Suponha que a/b < 1 e que, pelo processo descrito acima,
tenhamos chegado, por exemplo (para nao pesar demais a prova aqui), a um periodo de trés noves:

a __
3 =0,¢1..-9s999... = 0, ¢1...945999.
Isto significa que fomos gerando quocientes ¢, ..., qs € respectivos restos rq,...,7s € que, a partir
dai, digamos, nas préximas 3 etapas, obtivemos:
W0Xrs=9xb+re, com0<rg; <b
10X 1rgy; =9 X b+1rs9, com0<rgs<b
10 X rg10 =9 X b+ 7.



Isto nos garante que a partir de agora o bloco de 3 quocientes iguais a 9 vai se repetir, caracteri-
zando assim periodo 9 para a expansao decimal de a/b. Somando as 3 igualdades acima, obtemos:

10 X (rg 4+ 7541 +Ts12) =9 X b X3+ (req1 + rsyno+75) =
=9XbX34 (rs+rs1+rsia),
ou ainda,
Ts + Tsi1 4+ Tsio =3 X b,
o que é absurdo, pois cada resto é estritamente menor do que b.

Assim, o processo de divisoes sucessivas nunca gera periodo s6 formado por 9’s. A

Com isso, respondemos a segunda questao acima, e, sobre a primeira, o que temos a informar é
que a respota é “sim, se o periodo nao for formado sé por noves”, e uma maneira de provar
isto é fazendo uso da regra acima, que esta de fato correta, ja que periodos formados s6 por noves
nunca aparecem.

Estabelecendo algumas terminologias, notagoes e resultados sobre a reta euclidiana:

Com um compasso e uma régua nao graduada podemos estabelecer, sem a nogao de medida:

- a congruéncia de segmentos (aqui novamente estamos fazendo uma abstragao)

a nocao de um segmento ser menor do que outro

a superposicao de segmentos sobre uma reta

a divisao de um segmento de reta em partes iguais (aplicacdo do Teorema de Tales).

- Defini¢ao: Uma seqiiéncia (infinita) de segmentos P1Q1, PyQa, P3Qs, ... é dita encaizante se
para cada n € N* tivermos P, 1Q,11 C P,Q,.
Uma seqiiéncia encaixante de segmentos PQ)q, PoQ2, P3Q)s3, ... é dita evanescente se, dado

um segmento qualquer AB, com A # B, sempre pudermos encontrar um n tal que P,(@),, é menor do
que AB.

NAQ evanescente evanﬁ-s@enle
P1 = ! Q1 P ; Q1
P2 T T 2 2 I Q2
p3— ; Q% P3 : Q3

T _

I ! —_

T ¥ —

; I +

! i '

1 1 |
P



Principio dos segmentos evanescentes:
Se P1Qy, PQs, P3Q3, ... ¢ uma seqiiéncia de segmentos evanescentes da reta euclidiana, entdo
existe um, e somente um ponto P comum a todos os segmentos desta seqiiéncia.

A construgao da régua decimal infinita.

Consideremos uma reta euclidiana r e fixemos sobre r um segmento de reta ¢ qualquer, com a
Unica restricao que o mesmo nao seja reduzido a um unico ponto.

O segmento ¢ é entao nossa unidade de medida, ou segmento unitario.

Denotamos por O a extremidade esquerda de §. A contrucao desta régua é feita por etapas:

¢ Em uma primeira etapa marcamos uma série de pontos de r do seguinte modo: o primeiro ponto
¢ simplesmente o ponto extremo direito de §. Denotamos este ponto por P(1). Para marcarmos o
segundo ponto, tomamos um compasso com a abertura do segmento § (ou seja, tal que suas duas
pontas coincidam com os pontos extremos de §). A seguir colocamos a ponto seca do compasso em
P(1) e marcamos com a outra ponta do compasso um ponto de r a direita de P(1). Denotamos este
novo ponto por P(2). A seguir colocamos a ponta seca do compasso em P(2) e marcamos com a outra
ponta um novo ponto de r, que denotaremos por P(3), a direita de P(2). Repetindo este processo
indefinidamente, obtemos um conjunto de infinitos pontos de r:

0. P(1), P(2), P(3), P(4), ..., P(n), ..,

que constituem a rede de graduacao unitdria da réqua decimal infinita.

4 Numa segunda etapa colocamos no compasso uma abertura igual a um décimo do segmento
unitario, e marcamos sucessivamente, a direita de O, de maneira inteiramente similar a feita para
marcar os pontos da rede unitéria, os pontos P(1/10), P(2/10), P(3/10),..., P(10/10), P(11/10), ...
. Ficamos, assim, com um novo conjunto infinito de pontos:

0, P(35), P(35), Pag), oo Plig) = P,
P(3g), P(0): - P(35) = P(2)

P(E), P, - P(50) = P(3)

ou, usando a representacao decimal dos racionais:

0. P(0,1), P(0,2), P(0,3), ..., P(1,0) = P(1),
P(1,1), P(1,2), ..., P(2,0) = P(2),
P(2,1), P(2,2),.... P(3,0) = P(3),

A este conjunto de pontos chamaremos de rede de graduacdao decimal da régua decimal infinita.
¢ Numa terceira etapa usamos o compasso com abertura um centésimo da abertura de ¢ e marcamos,



de maneira inteiramente analoga, os pontos da rede de graduagao centesimal:

1 2 3 10 1 11 100

O, P(m), Pi(@), PE@),...,P(%) = P(E), P(m),...,P(m) = P(1),
P<%8_(1))7 P<$)7 P P(%) = P(2)7
P(m)’ P(m% e P(m) = P(3),

ou, usando expansao decimal:
O, P(0,01), P(0,02), P(0,03), ..., P(1,00) = P(1),

P(1,01), P(1,02), ..., P(2,00) = P(2),
P(2,01), P(2,02),..., P(3,00) = P(3),

¢ E assim por diante: para cada ntimero natural n, construimos ou marcamos os pontos da rede de
graduacao 1/10" da régua decimal:

1 2 3 4 10"
O, P(—), P(—), P(—), P(—), ..., P(—) = P(1
? (1On)7 (1On)7 (10n)7 (10n)7 ’ (10n> ( )7
10" +1 10" + 2 2 x 10"
P P ey P = P(2
( 10n )7 ( 1071 )7 ? ( 1OTL ) ( )7
2x10"+1 2 x 10" 42
P P
T T

PO) P() P2 PE  PA) PE - PE)P()

PO P21 m-ﬁf.' Y

P2.40) P(2.41)




¢ A etapa final consiste em considerar o conjunto de todos esses pontos, ou equivalentemente, a
uniao de todas essas redes, que é o que chamaremos de régua decimal infinita de unidade de
medida §. Note que este conjunto consta de todos os pontos (a direita de O) da forma P(m/10™).
Eles serao denominados simplesmente de pontos graduados da reta. O ponto O podera,
eventualmente, ser indicado por P(0).
Resumindo:

A régua decimal infinita de unidade  consiste de O e de todos os pontos P que estao a direita
de O e que satisfazem, para algum m e algum n, ambos naturais, o segmento OP ¢ a justaposi-
¢ao de m cépias da 10" —ésima parte de 9.

Resumidamente: OP=m (1(1)" 6) ,
ou ainda, OP = 579,
Neste caso, este ponto P é denotado por P (mﬂn) , € portanto concluimos:
OP (wﬂn) = 1570
Comentarios:

i) Todos os pontos da rede de graduagao unitéria sao também pontos da rede de graduagao
decimal.

ii) Todos os pontos da rede de graduagdo decimal sdo também pontos da rede de graduagao
centesimal.

iii) Em geral: todos os pontos da rede de graduagao 1/10" sao pontos da rede de graduagao
1/107+

iv) Dados dois pontos consecutivos da rede de graduagao 1/10™, existem entre eles, 9 pontos da
rede de graduagao 1/10"1.

v) Em cada pedago limitado da régua decimal infinita, digamos, entre os pontos P(1gz) e P(55)
existem infinitas marcagoes, isto é, infinitos pontos graduados.

Nesta altura surge-nos a seguinte questao:

Serd que nesta reta conseguimos “rotular” todos os pontos a direita de O?

Para responder a esta questao precisamos antes falr um pouco sobre medida de segmentos.

Medindo segmentos via a Régua Decimal Infinita - 1¢ parte.

Queremos, a seguir, definir a medida de um segmento de reta qualquer AB.

No tacées:{ |AB| = medida do segmento AB.
> d =segmento unidade de medida: || = 1.
Propriedades naturais que queremos que sejam satisfeitas neste processo de medicao:
O Se AB for congruente a um segmento C'D entdo |AB| = |CD).
O Se A = B, entao definimos |AB| = 0.

¢ Se C' é um ponto entre A e B entdo |AB| = |AC|+ |CD|.

9



O Se CD C AB entao |CD| < |AB].

O Para cada m € N*, temos que mAB denota m cépias de AB emendadas, de modo que é natural
que estabelecamos que |mAB| = m|AB|.

¢ Mais geralmente: se AB é comensuravel com CD, digamos, mAB = nCD com m,n € N*,
entdo |/mAB| = |nCD]|, ou ainda, m|AB| = n|CD|, donde

icD| = |4B|.
n

Primeiras conclusoes:

1) Com estes quesitos, sabemos expressar a medida de qualquer segmento da forma OP quando
P é um ponto graduado:

i) OP(m) =md = |OP(m)| = m|é| =m

ii) 10%5 ¢ um segmento tal que 10" cépias dele formam ¢, de modo que |1(+n5 | = L

107
iii) Em geral: OP(m/10") = m(55:6), de modo que

1 1 m
5l = -
ol =m

P(m/10")| = —
OP(m/10")] = m o = 1o

2) Mas também sabemos expressar a medida de qualquer segmento da forma PQ quando P e @
sao pontos graduados: P = P(m/10") e Q = P(r/10°) e @ estd a direita de P entao

r m
PQ| = —|OP| = -
1PQ| = [0Q| ~ [0P| = -~ .
Em particular, Vm € N: |P(m)P(m + 1)| =1
m. _ m+1 m m+ 1 1
PP =1 . [P(—=)P S
PP PP = o

Questao natural, ja& mencionada teriormente:

Sera que todos os pontos a direita de O sao pontos graduados? Ou seja, serd que, ao
construirmos a régua decimal infinita acabamos por tornar cada ponto a direita de O
um ponto pertencente a alguma rede de graduacao?

Os comentdrios acima nos sugerem que nao, pois todos os segmentos da forma |OP| quando P
¢ um ponto graduado sao dados por fragoes decimais. O exemplo a seguir confirma esta resposta:

Exemplo 3 - Divida a unidade de medida 0 em trés partes iguais. Seja OP a primeira ter¢a parte.
Afirmamos entao que P nao é um ponto graduado da reta, pois, se (por absurdo) P € um ponto
graduado da reta, digamos, P = P(m/10™), entao

m

OP|=—.
0P| = 15

10



Por outro lado, como 30P = 6, obtemos também

1
OP| = -,
0P| = -
de modo que
1 _ M 99999
3 107’

(1/3 nao € uma fragao decimal porque é irredutivel e em seu denominador ndao aparecem exclusiva-
mente os fatores 2 e/ou 5). O

O Exemplo acima nos garante entao que

Existem pontos a direita de O que nao sao graduados (e eles sao infinitos!)

3) Dados quaisquer naturais a e b com b # 0, também ja sabemos construir um segmento O P tal
que
a
OP| = -,
or| ="

uma vez que

A questao que se coloca aqui é a seguinte:

Sera que com tudo o que discutimos acima, consegue-se expressar a medida de qualquer seg-
mento de reta?

¢ No que segue vamos considerar um segmento AB com A # B, ja que, quando A = B, sabemos
que |AB| =0.

Clual a medida de AB 7

§ A B Com a ajuda do compasso, podemos
transladar AB de tal forma que uma
transiacio das suas extremidades coincida com

a origem O da régua decimal infinita
e a outra fique a direita de O.

O F
g' a medida de OP

Denotemos este segmento transladado por OP, que é entao congruente ao segmento original. AB.
Assim, nosso problema agora ¢é definir apenas medidas do tipo |[OP| com P um ponto da reta a
direita de O. E pelas propriedades acima, vemos também que:

11



- nao temos problema nenhum em medir segmentos da forma |OP| quando P é um ponto graduado
da reta: quando P é um ponto graduado da reta a medida |OP| é da forma 167> Ou seja, uma fragao
decimal.

- existem pontos nao graduados da reta que originam segmentos da forma OP para os quais
também nao temos problema nenhum em expressar sua medida. E o caso dos segmentos comen-
surdveis com a unidade J, quando entdo chegaremos a |OP| = §, onde talvez esta nao seja uma
fracao decimal.

Mas neste ponto surge-nos outra questao (natural mas que representa toda a motivagdo para o
que segue):

Serd que os racionais positivos sao suficientes para medir qualquer segmento de reta? Ou seja:
qualquer segmento de reta da forma OP com P a direita de O é tal que |OP| pode ser expres -
sa por um numero racional?

A insuficiéncia geométrica dos racionais

Teorema 2 - FExistem segmentos de reta que nao podem ser medidos através de um numero racional.

Prova: Construimos, a partir do segmento unitario § na reta euclidiana, um quadrado no plano
que tem como um dos lados o segmento d; a seguir, com um compasso, construimos um segmento S
de r que é congruente a diagonal deste quadrado.

Se o segmento S pudesse ser medido por um racional, digamos, |S| = ¢, com a,b € N* terfamos,
pelo Teorema de Pitagoras,

a 2
-) =1?°+1?2=2.
(5) =1+

Isto no entanto é um absurdo, pois nao existe um nimero racional cujo quadrado vale 2, conforme
nos confirma a Proposi¢ao a seguir. 0

Proposicao 3 - Nao existe um numero racional cujo quadrado vale 2.
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Prova (por absurdo): se existe um racional x = a/b (ja na forma irredutivel e com a,b € N) tal

que % = 2, entdo
2

2:x2:Z—2¢2b2:a2.
Chegamos a um absurdo analisando a fatoracao em primos de a? e de 2b%. O

Conclusao:

Se queremos expressar a medida exata de qualquer segmento de reta através de um nimero,
somos for¢gados a expandir nosso conjunto numérico.

Medindo segmentos via a Régua Decimal Infinita - 2¢ parte.

O que desenvolvemos a seguir é um processo que serve para medir qualquer segmento de reta.

Seja P um ponto a direita de O. Para medirmos o segmento O P, a idéia é desdobrarmos o processo
de medicao em uma seqiiéncia de etapas procurando, a cada etapa, obter uma medida aproximada
do segmento, nos aproximando pela esquerda o mais possivel do ponto P por pontos graduados de
uma fixada rede da régua decimal infinita. E fazemos isto determinando pontos consecutivos desta
rede que cercam P :

¢ Numa primeira etapa, determinamos inteiros consecutivos m e m + 1 tais que P estd entre
P(m) e P(m+ 1), de modo que
OP(m) COP C OP(m+1).

Dai:
— Se P é um ponto da rede de graduagao unitdria (isto é, P = P(m)), entao o processo de
medigao estd encerrado: |OP| = |OP(m)| = m.

— Se P nao for um ponto da rede de graduagao unitaria (isto é, OP # OP(m)), entao
OP(m) C OP C OP(m+1),

e neste caso, m nao pode ser tomado como a medida exata de OP, e entao podemos apenas dizer
que m é uma medida aproximada do que imaginamos ser, naturalmente, a medida de OP, e com
erro menor do que 1, ja que, neste caso,

m = |OP(m)| < |OP(m)| + |P(m)P| = |OP| < |OP| + |PP(m+1)| = |OP(m +1)| = m + 1,
e portanto
m < |OP| <m+1.

Ja que, quando P # P(m), m nao pode ser tomado como a medida ezata de OP, vamos entao,
neste caso, obter uma melhor aproximacao para a “medida de OP”, recorrendo a rede de graduacgao
decimal:

¢ Numa segunda etapa, verificamos quantos segmentos congruentes a (1/10)d (que medem 1/10
cada um) cabem, a partir de P(m), no segmento OP (note aqui a semelhanga com o processo préatico
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de medicao utilizado na Escola com régua de graduagao finita). Seja a; tal nimero. Note entao que
a; € {0,1,...,9}, jd que P € P(m)P(m+ 1) e P(m)P(m + 1) é um segmento de medida 1 = 10/10.
Entao a; ¢ um digito tal que P = P(m + %) ou P estd entre P(m + %) e P(m + % + 1), donde

ai aq 1
P Y copcor Gl
o) <m+10)_0 co (m+10+10),

ou ainda,

1
OP (m,a;) COP C OP (m,a1 + 1—0) )
Dai:
— Se acontecer que P = P(m, ay), entdo P é um ponto da rede de graduacao decimal, e o processo
de medicao esta encerrado: OP = OP (m,a;), donde |OP| = |OP (m,a;) | = m,a;.

— Se P # P(m,ay), entao

1
OP(m,a,) C OP C OP (m,a1 + 1—0) ;

e podemos no maximo dizer que m, a; ¢ uma aproximacao da “medida de OP” com erro menor
que 1/10, ja que, neste caso,

m,a; = |OP(m,ay)| < |OP(m,ay)| + |P(m,a;)P)|
1 1
= |0P| < |OP| + |PP(m,a1 + 1—0)| = |OP(m,a1 —|—1—0)| =1m,aq +1,

e portanto
m,a; < |OP| <m,a; + 1.

¢ Para obtermos uma ainda melhor aproximagao da medida de OP no caso em que P # P(m, ay),
recorremos a rede de graduacgao centesimal e repetimos o mesmo raciocinio: procuramos um digito as
que nos indique quantas vezes um segmento congruente a (1/10?)§ cabe em OP a partir de P(m,a,),
ou seja, tal que

a2 a9 1
p( , —>C PcOP(m,a+—=+— |,
@] m,a; + 100 COPCO <m ap + 100+ 100>

ou ainda, tal que

OP (m,ajay) COP C OP (m,a1a2 + 1—(1)0) )
Dai:
— se P = P(m,ajay), entdo P é um ponto da rede de graduag@o centesimal de r, e neste caso
|OP| = m, ajas;
— se P # P(m,ajay), entdo m,ajay é apenas um valor aproximado da “medida de OP”
com erro menor do que 1/10%.

Podemos repetir este processo quantas vezes necessario for. Mas al nos surge naturalmente a
seguinte questao:
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E verdade que sempre encontraremos, apos um numero finito de repetigoes deste processo, di-
gamos n, um racional m, a;...a, tal que P = P(m,a;...a,)?

Ou, equivalentemente:

E verdade que qualquer ponto P a direita de O pertence a alguma rede de graduacao da reta?

Ora, ja sabemos pelo Exemplo 3 que a resposta a questao acima é negativa.

O que acontece com o processo de medicao do segmento OP se o ponto P nao é um ponto
graduado da reta? O méximo que conseguimos, até agora foi obter valores numéricos aproximados
para o que seria a medida de OP com erro arbitrariamente pequeno.

Salientamos que na prdtica, este método é suficiente.

No entanto sabemos que, matematicamente falando, no caso em que P nao é um ponto graduado,
o0 numero m,das,...,a, jamais poderd ser tomado como a medida ezrata de OP pois, como P #
P(m,a...a,), o erro cometido na aproximagao da medida de OP jamais serd exatamente zero. O
“erro zero” sé serd obtido “quando n for infinito”.

Conclusao:

Para obtermos a medida exata de OP, no caso em que P nao é um ponto graduado da reta, nao
podemos nos contentar em considerar como expressao exata da medida de OP nenhuma “lista
finita” do tipo m, ajas...a,; passamos entao a considerar, como expressao exata desta medida
9 ’ ) )
a lista completa, portanto infinita, m, aas...ay..., que esta significando um processo de medicao
Y 9 Y 9
que nao tem fim.

Esta maneira de expressar a medida exata de um segmento vai nos permitir encaminhar de forma
inteiramente satisfatéria o problema da medicao de um segmento qualquer de reta:
Definigao: a medida exata de um segmento é expressa por uma lista da forma |OP| = m, ajas...onde
m € N e aq,as,... sao digitos, com o seguinte significado: para cada n, o racional m,a;...a, é uma
aproximacao da medida de OP com erro menor do que 1/10™.
Resumindo tudo o que fizemos até agora:

Dado um segmento de reta AB, o processo de obtencao da medida de AB via régua decimal infi-
finita associa a AB :

i) o ntmero 0 se A = B,

ii) uma lista finita da forma m,ayas...a,, com m € N e a4, ..., a,, digitos, no caso de AB ser con-
congruente a um segmento OP sendo P um ponto graduado da reta diferente de O,

ii) uma lista infinita da forma m,ajas...., com m € N e ay, ..., a,, ... digitos, no caso de AB ser
congruente a um segmento OP sendo P um ponto nao graduado da reta.
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Com esta defini¢ao, antes de chamarmos tais listas de nimeros, surgem ainda varias questoes, as
duas primeiras relativas a checar se tudo o ue fizemos até agora é “coerente”:

Questao 1: Ja aprendemos a, dados quaisquer naturais a e b com b # 0, construir um segmento
OP tal que |OP| = ¢, a saber: OP = a(%5). A questao que podemos nos colocar é:

Que lista obtemos ao aplicarmos o processo acima a este ponto P? O qué tal lista tem a ver com
o nimero racional a/b?

Afirmamos que o processo de medida de qualquer segmento de reta através da régua decimal
infinita que descrevemos acima, para o caso de um segmento da forma a(%é), nada mais é do que
a tradugao geométrica do processo de determinagao da expansao decimal do nimero racional a/b.
Portanto, quando OP = a(%é) podemos escrever

a
|OP| = m,ajas... = 3

sem ambigiiidade de interpretacao.

Questao 2: E sobre o problema inverso: suponha que a lista obtida através do processo de
medicao de um segmento via régua decimal infinita seja igual a lista que representa a expansao
decimal de um racional. Podemos entao dizer que este racional é a medida deste segmento?

A resposta é sim. Mais precisamente:
Teorema 3 - Se pelo processo de medigao via régqua decimal infinita de um segmento OP obtivemos

uma lista finita ou infinita periddica de periodo nao composto sé por 9’s, e se p/q € o racional cuja
expansao decimal é dada por esta mesma lista. Entao

op="Ls
q

e portanto

op|="L
q

E importante salientar que o resultado acima se verifica porque, no método da régua decimal
infinita, escolhemos subdividir o segmento unitario  em poténcias de dez.

Conseqiiéncia das duas consideracoes acima:

Vimos que existem segmentos cuja medida exata nao pode ser expressa por um racional, e vimos
agora que se a lista for finita ou peridédica entao a medida do segmento é racional. Concluimos:

Se um segmento nao tem medida racional a lista que expressa sua medida nao é finita nem pe-
riddica, e portanto existem listas infinitas e nao periddicas expressando medida de segmentos !

Assim, para que possamos medir de maneira exata todos os segmentos de reta através da régua
decimal infinita, nao nos resta outra alternativa a nao ser a de ampliar nosso conceito de nimero,
incluindo neste conceito listas do tipo m, ajas... com m € N e a; digito, para todo 7, e que nao provém
da expansao decimal de nenhum racional (portanto infinitas e nao periddicas).
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No entanto, surgem aqui ainda duas questoes fundamentais que devem ser ressaltadas e discutidas
antes de adotarmos definitivamente esta estratégia:

Questao 3: Sera que qualquer lista m, ajas..., com m € N e a; digitos, representa sempre a
medida de algum segmento de reta?

Questao 4: Nao poderia uma situacao analoga a que ocorre com os racionais, a saber, existem
fragoes distintas representando a mesma quantidade e, portanto, determinando um mesmo nimero
racional, ocorrer com as listas acima definidas, ou seja, nao podem duas listas distintas estar repre-
sentando uma mesma medida?

Comecamos discutindo a Questao 3: Consideremos inicialmente uma lista infinita
T =MmM,a109...Qy...

Se existir um ponto P a direita de O tal que |OP| = m,ajas...a,... entao ele devera pertencer a cada
um dos segmentos

1

P(m)P(m+ 1), P(m,a;)P(m,a; + 10)

1
P(m,ajas) P(m,ajas + m)

ceey

P(m,ayasy...a,) P(m, aras...a, + %) .....
de modo que, para tal ponto ter a chance de existir, deveria pelo menos existir um ponto comum
a todos os segmentos listados acima. E, de fato, a seqiiéncia de segmentos acima é encaixante e
evanescente; logo, pelo Postulado dos Segmentos Evanescentes, existe um tnico ponto () comum a
todos os seus segmentos. Assim, se existir um ponto P a direita de O tal que |OP| = m, ajas...ay,... ,
entao necessariamente ele tera que ser igual a este ponto (). Tentemos entao determinar, via régua
decimal infinita, a lista que expressa o comprimento do segmento OQ) :

1°caso : a lista nao tem periodo s6 formado por 9’s. Neste caso nao é muito dificil se convencer
que a lista obtida, via régua decimal infinita, para medir o segmento O(), sendo () o ponto acima
construido, é precisamente a lista m, ajas... .

2°caso : a lista é periddica de periodo s6 formado por 9’s. Neste caso afirmamos que sabemos até
dizer quem é o ponto (). Vamos aqui fazer dois exemplos para apenas dar a idéia do argumento:

Exemplo 4 - Consideremos a lista infinita 12,344999.... A tal lista associamos a sequinte seqiiéncia
de segmentos evanescentes:

P(12)P(13),

P(l ,344) P(12, 345),
P(12,3449) P(12, 345),
P(12,34499)P(12,345), ...

que tem o ponto P(12,345) presente em todos os seus segmentos de modo que, como estes sao
evanescentes, P(12,345) é o dnico ponto comum a todos estes segmentos.
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Mas P(12,345) é um ponto graduado, e entao, pelo método da régua decimal infinita, jd con-
heciamos a lista que expressa sua medida, a saber, a lista finita 12,345, que obviamente, em termos
de lista, nao € igual a 12,344999... .

Exemplo 5 - E se a lista infinita for da forma 12,999...¢ A tal lista associamos a sequinte seqiiéncia
de segmentos evanescentes:

P(12)P(13),
P(12,9)P(13),
P(12,99)P(13),
P(12,999)P(13),
P(12,9999)P(13), ... :

que tem o ponto P(13) presente em todos os segmentos acima de modo que, como estes sio evanes-
centes, P(13) é o unico ponto comum a todos estes segmentos. Mas P(13) é um ponto graduado,
e entdo, pelo método da régua decimal infinita, jd conheciamos a lista que expressa sua medida, a
saber, a lista finita 13 ou 13,000... que obviamente, em termos de lista, nao € igual a 12,344999... .

Conclusao: Todas as possiveis listas da forma m,ajas... com m € N e ay,as,... digitos, com
exce¢ao das listas periddicas de periodo formado s6 por 9's expressam a medida de algum segmento
da forma OP com P um ponto a direita de O.

Assim, se nosso problema é aumentar o conjunto numérico exclusivamente para conseguirmos
expressar a medida exata de qualquer segmento, vemos que precisamos incluir as listas da forma
m, aias... com m € N e aq, as, ... digitos, que nao sao peridédicas de periodo formado s6 por 9's.

A situacao acima é um tanto antipatica: melhor seria se todas as listas pudessem expressar uma
quantidade numérica. O raciocinio desenvolvido no 2°caso acima nos indica que, se quisermos dar
um sentido numérico para listas periédicas de periodo formado sé por 9’s, um bom candidato para
a lista m, ajas...a5999... com az; # 9 é

m,ai1as...a5999... = m, aias...as_16000...,

onde b = a, + 1, enquanto que um bom candidato para a lista m,999... é o nimero m + 1 (ou seja,
b,000..., onde b =m + 1).

Definigao 2 - Dizemos que uma lista m,aias...as999... com as # 9 expressa a mesma quan-
tidade numérica que a lista m,aias...a,_1b000..., onde b = as + 1, a saber, a medida do seg-
mento OP(m, ajas...as_1b), enquanto que uma lista da forma m,999... expressa a mesma quantidade
numérica que a lista b,000..., onde b =m + 1.

Concluimos que as listas 12,344999..., 12,345000... e 12,345 expressam todas a medida de um
mesmo segmento de reta.

Passemos agora a Questao 4 levantada acima: podem duas listas distintas estar representando
uma mesma medida? Agora a resposta é evidente: Sim, pela definicao acima.
Reformulamos entao nossa questao:

Questao 4’: Sera que se duas listas distintas expressarem a medida de um mesmo segmento de
reta entao necessariamente uma delas é periddica de periodo s6 formado por 9’s? A resposta é sim,
e a regra é seguinte:
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Lema 1 - Sejam c,aias... e d,bibs... duas listas distintas, e sejam Py, Py pontos a direita de O tais
que |OPy| = ¢, aray...¢ |OPy| = d,bibs.... Entao Py = Py (isto €, as listas medem o mesmo segmento)
< as listas ¢, aqas... € d,bibs... se enquadram em algum dos sequintes casos:

i) existe n € N* tal que elas coincidem até a posicao n e, a partir dai, digamos, se api1 < bpi1,
entao

anrl =1+ Ap+1,
9 =api19 = apy3 = ...

O - bn+2 - bn+3 = ... .

ii) se ¢ # d, digamos, ¢ < d entdo
d=1+c

e, para todo 1,

a; =

Corolario 1 - Um segmento OP admite duas listas distintas para sua medida se, e somente se, P
¢ um ponto graduado.

Conclusoes:

Todo segmento de reta pode ser medido por uma lista infinita m, aias..., onde m é um nimero

natural e ay, as, ... sao digitos.

Reciprocamente, toda lista m, ayas... € medida de algum segmento de reta. Além disso, um seg-
mento admite duas listas distintas expressando sua medida se e sémente se é congruente a um
segmento OP sendo P um ponto graduado.

Agora sim podemos ampliar o conceito de numero, considerando também como numeros tais
listas infinitas, criando assim os chamados reais absolutos, mas mediante a condi¢ao de igualdade
explicitada:

Definicao 3 - O conjunto dos nimeros reais absolutos é o conjunto de todas as listas infinitas
m,aias..., onde m € N e a; € digito, para v = 1,2, ..., submetidas ao sequinte critério de iqualdade:
my, G1Qs... = Mo, bibs.... & ambas as listas medem um mesmo segmento da reta euclidiana.

Com isso, o conjunto dos nimeros reais absolutos inclui todos os nimeros racionais positivos (as
listas periddicas). As listas nao periédicas sdo chamadas de nimeros irracionais absolutos. Con-
tinuamos a denominar qualquer lista que representa um real absoluto x de expansdo decimal de
x.

Afinal, 0,999... é ou nao igual a 1,000... ?
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Os numeros reais absolutos sao listas do tipo m, ajas..., onde m é um inteiro nao negativo e os
a; sao digitos, para i = 1,2, .... E essencial que sempre tenhamos em mente que:
- eles estao associados ao processo de medicao de segmentos da reta euclidiana;
- dois deles s6 sao iguais se estiverem medindo um mesmo segmento de reta. E devido a
1SS0 que escrevemos coisas como:
1,0000... = 0,9999....
- Se x = m, aiasas..., entao x expressa uma quantidade tal que
m<ax<m-+1,
m,a; < x < m,a; + 15,
(note que agora < foi substituido por < por causa da lista periédica de periodo formado s6
do sé por 9s).

Resolvemos assim, de maneira completa, o problema de medi¢ao de segmentos de reta (sem
precisar criar outros niimeros negativos!!).
Passamos gora a computar efetivamente a expansao decimal de um irracional:

Estimando a diagonal do quadrado de lado 1:

Suponhamos que d = m, ajas...mede a diagonal OB do quadrado de lado 1. Observamos entao
que o natural m mede um segmento menor do que OB, enquanto que m + 1 mede um segmento
maior do que OB.

| diagonal OB | = maa,..

Por Pitdgoras, m? <2 < (m + 1)
Sendo m um natural, a tnica pos -
sibilidade para m é m = 1.

Da mesma forma, a; deve ser um
digito tal que

(Lia)? <2< (1a1 + )%

Como existem no maximo 10 pos -
sibilidades para o valor de a4, de -
pois de no maximo dez tentativas
iremos descobrir que a; = 4

(pois (1,4)? = 1,96, enquanto que
(1,5)? = 2,25). Concluimos assim
que d=1,4....

]

Para determinarmos a,; vemos que

1
1,4a5)> <2< (1.4 —)?
(7 a2) = —(7 as + 100)7

donde podemos concluir que a, = 1. Assim, d = 1,41... . Procedendo desta forma mais vezes,
podemos obter aproximagcoes racionais de d tao acuradas quanto quisermos.

Operando com niimeros reais
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Nao vamos aqui abordar a construcao dos reais negativos, quando entao os reais absolutos recebem
a nomenclatura mais usual de reais positivos. Uma vez construido R, prov-se o

Teorema 4 (Teorema Fundamental da Geometria Analitica) - A correspondéncia que asso-
cia a cada ponto de um eixo euclidano r a coordenada deste ponto é uma correspondéncia biunivoca
entre r e o conjunto R dos numeros reais.

O teorema Fundamental da Geometria Analitica nos dé assim uma visualizagao geométrica
para o conjunto R, comumente chamada de reta real ou eixo real:

2 Z X 3 3
L - (o] 2o R &
D r
o ] I
OP(1) = OU
!:a _‘—'l- _Q - = 3% ] L]
(=] = = P=T X
s & 8 838 ¢
S [=] =] = = =)

Com a nocao de relacao de ordem entre nimeros reais e de intervalo fechado, pode-se obter a
traducao numérica do Principio dos Segmentos Evanescentes:

Teorema 5 (O Teorema dos Intervalos Encairantes) - Seja|x,,y,| comn € N uma seqiiéncia
de intervalos encaizantes e evanescentes. Entao existe um unico numero real x pertencente a todos
0s intervalos da seqiiéncia, isto €, existe um unico x € R tal que x € [z, y,], para todon € N .

A adigao de reais positivos.

Vamos utilizar a representacao decimal dos reais positivos para definir, de maneira natural, a
adicao entre os mesmos. Note que em alguns casos é bastante dificil descrever qual o resultado
esperado. Vamos proceder usando as apro-ximacoes por racionais dos reais a serem somados e
reduzindo a definicao de adicao dos reais a familiar adicao de racionais:

Sejam x,y reais positivos cujas expansoes decimais tém a forma x = m,aias... € y = [, b1bs....
Para cada n € N, consideramos os racionais dados por

Zp = M, A103...0, Uy, = [, b1bs...b,
1 1
Wy, = M, a103...4n + 15w Up = 1,0102...b, + 157

Entao sabemos que, para todo n,

I

Zn <o < wy
Uy <Y < vy,
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mais até: para cada n,
Zn < Zpg1 S < Wpyp S Wy
Up, S un—i—l S Yy S Un—i—l S Up,

Ora, z,, Wy, u,, v, sao todos racionais, e portanto ja sabemos soma-los. Levando em conta que
queremos definir a adi¢ao de ntimeros reais de uma tal forma que as propriedades vélidas para adi¢ao
de racionais continuem vélidas para numeros reais, gostariamos, em particular, de definir x 4+ y de
tal forma que seja verdadeira a implicagao

anl‘gwn € UnSySUn:Un+Zn§$+y§wn+Un

Ora, se x + y fosse definido de forma a satisfazer esta implicacao, entao ele deveria pertencer a
todos os intervalos [z, + w,, w, + v,]. Temos ai portanto uma dica de como definir tal nimero: se
a seqiiéncia de intervalos [z, + u,, w, + v,] for encaixante e evanescente (o que de fato acontece),
entdao podemos definir x 4+ y como sendo o tinico nimero real pertencente a todos estes intervalos (e
cuja existéncia e unicidade esta garantida pelo Teorema dos Intervalos Evanescentes). Note que, ao
definirmos desta maneira, teremos automaticamente a propriedade chamada compatibilidade da
ordem com a adigao sendo satisfeita também pelos niimeros reais positivos.

Definicao 4 - Dados dois reais positivos © = m,aias... € y = L, bibs...., consideramos, para cada
n € N, 0s ractonais z, = m, a1as...a,, W, = m,alag...an—i—m%, Uy =1, b1bs...b, ev, =1, blbg...bn+1(+n.
O nimero real x + 1y € o unico numero real comum a todos os intervalos da sequéncia de intervalos
[2n + Up, Wy + v,] comn € N.

O procedimento que usamos acima para definir a soma dos reais positivos = e y nao nos diz
explicitamente como é a expansao decimal de x + y em termos das expansoes decimais de x e de y,
mas nos fornece aproxi-magoes racionais de x + y tao boas quanto se queira mas - atencao! - com
erro menor ou igual a 2/10™, e ndo 1/10™.

Exemplo: Determinemos uma aproximacao racional para x + y, com uma precisao maior do que
1/10, (isto é, com um erro menor do que 1/10°), sabendo que x é da forma z = 2,79323189... e y é
da forma y = 13,83852153... . Temos

2,793231 <z < 2,793232
13,838521 <y < 13,838522,

donde
16,632752 = 2,793231 + 13,838521 <z +y < 2,793232 + 13,838522 = 16, 632754,
donde conclufmos que 16,632752 ~ x, com erro < 2/10% < 1/10°.

Operacao de multiplicagao de reais positivos:

Sejam x = m,ajas... € y = [, bibs.... dois reais positivos; para cada n € N, consideramos os
racionais

1
W: Unp, :l,blbg...bn7 Up, :lﬂblebn"i_W
Entao, das propriedades dos racionais, afirmamos que podemos deduzir que z,.u, < w,.v,, € mais
até:

Zn = M, A102...0y, Wy = M, @103...0y +

22



WUy — Zp Uy < (2, + m%)(un + #) — Zp AUy,
(Un + 20) + 0=

(Uo —+ U)o) -+ 10%
10%(204‘?1/04—10%)4‘10%”

(20 + up) + %

Al
|

Dai concluimos que os intervalos [z,u,, w,v,| formam uma seqiiéncia de intervalos encaixantes e
evanescentes, e portanto existe um tnico real comum a todos estes intervalos.

Definicao 5 - Dados dois reais positivos © = m,aias... € y = L, bibs...., consideramos, para cada
n € N, os racionais

1 1
W’ Up — l, blbg...bn, Unp = l,blbg...bn + —

Zpn = M, A102...0y, Wy = M, A102...05 + o

O produto de x pory € o unico numero real comum a todos os intervalos da seqiiéncia de intervalos
[2nn, wvy,| comn € N, e € denotado por xy.

Exemplo: Calculemos zy, com uma precisao de duas casas decimais, sabendo que = = v/2 =
1,4142... e y = 3,01001.... Temos

1,4142 < x < 1,4143 e 3,0100 <y < 3,0101
Dai:
4,256742 = 1,4142 x 3,0100 < zy < 1,4143 x 3,0101 = 4, 25918443,
o que nos permite afirmar que x ~ 4,25... .

Observagao: Note que a resolugao acima nao nos diz se xy é racional ou irracional. De fato,
salientamos que o método acima de determinar aproximacoes para um nuimero real nao resolve
qualquer questao sobre operagoes com nimeros reais.
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