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IMPA

Seqiiéncias recorrentes sao sequéncias g, 1, To, ... em que cada termos é determinado por
uma dada funcao dos termos anteriores. Dado um inteiro positivo k, uma sequéncia recorrente
de ordem k é uma seqiiéncia e que cada termo é determinado como uma funcao dos k£ termos

anteriores:

Ttk = [(Tnth—1, Tntk—2, - - - s Tnt1, Tn), V1 €N.

Com essa generalidade, o estudo geral de seqiiéncias recorrentes se confunde em large me-
dida com a teoria dos Sistemas Dinamicos, e o comportamento de tais seqiiéncias pode ser
bastante cadtico e de descricao muito dificil, mesmo qualitativamente. Um caso particular

muito importante ocorre quando a funcao f é linear: existem constantes Cy,Cs, ..., C, com
Tpik = C1Zpqp—1 + Cotpyp—o + - + Crzy, Vn €N,

Tais seqiiéncias sao conhecidas como seqiiéncias recorrentes lineares, e generalizam simultanea-
mente as progressoes geométricas, aritméticas e os polinomios. Estas seqiiéncias serao o objeto
principal dessas notas. Nao obstante, algumas recorréncias nao-lineares serao consideradas,
como a recorréncia T,y; = x2 — 2, que tem grande interesse do ponto de vista de sistemas

dinamicos e por suas aplicagoes a teroria dos ntimeros.

Essas notas sao inspiradas no excelente livreto ” Seqiiéncias Recorrentes”, de A. Markuchevitch,
publicado na colecao ”Iniciacao na matematica”’, da editora MIR, no qual o autor aprendeu
bastante sobre o tema no inicio de sua formagao matematica. A secao 4, onde é deduzida a
formula para o termo geral de uma seqiiéncia recorrente linear, é adaptada do artigo ” Equagoes
de recorréncia”’, de Héctor Soza Pollman, publicado no nimero 9 da revista Eureka! (de fato, o
artigo original submetido a revista enunciava esta férmula sem demonstracao, a qual foi incluida

no artigo pelo autor destas notas, que é um dos editores da Eurekal).



1 — Seqiiéncias recorrentes lineares:

Uma seqiiéncia (z,)n,en € uma seqiiéncia recorrente linear de ordem & (onde k é um inteiro
positivo) se existem constantes (digamos reais ou complexas) Cy, Cy, ..., Cy tais que

k
Ttk = Z Civpip—j = Crpyp—1 + Coxpyp—o + -+ + Crx,, VneN.
j=1

Tais seqiiencias sao determinadas pelos seus k primeiros termos xg, 1, ..., Tp_1.

Os exemplos mais simples (e fundamentais, como veremos a seguir) de seqiiéncias recorrentes
lineares sao as progressoes geométricas: se x, = a - ¢" entao x,.1 = qr,, ¥V n € N, donde (z,)

é uma seqiiéncia recorrente linear de ordem 1.

Se (z,,) é uma progressao aritmética, existe uma constante r tal que x, 1 —x, =1, Vn € N,
donde %, 19 — Tpi1 = Tpy1 — Tpe1 — Ty, V0 € N e logo x40 = 22,41 — T, V 0 € N, ou seja,

(x,) é uma seqiiéncia recorrente linear de ordem 2.

Se x, = P(n) onde P é um polindmio de grau k, entdo (z,) satisfaz a recorréncia linear de
ordem k + 1 dada por
- k+1
Tnykyl = Z(-UJ( )anrkj? VneN. (*)

P j+1

Isso é evidente se k = 0 (isto é, se P é constante), pois nesse caso (*) se reduz a x,,1 = @y,
vV n € N, e o caso geral pode ser provado por inducao: se P é um polinémio de grau k > 1

entdao A(z) = P(z + 1) — P(z) é um polinémio de grau k — 1, donde y, = x,,41 — z, = Q(n)
k=1

satisfaz a recorréncia yn, = > (—1)7(
j=0

j_’ﬁl)yn%,l,j, ¥V n €N, donde

k-1

- k

Tp4k+1 — Tnt+k = Z(—l)-] (J n 1) (xn+k_j - In+k_j_1), Vne N,
j=0



Um outro exemplo ¢é dado por seqiiéncias do tipo z, = (an + b) - ¢", onde a,b e ¢q s@o
constantes. Temos que x,11 — qx, = (a(n+ 1) +b)¢"™ —glan+b) - ¢* = ¢"(a(n + 1)+ b —
(an+0b)) = ag™*! é uma progressio geométrica de razao ¢, € 1020 T2 — qTpi1 = Q(Tpi1 — qn),
donde x5 = 2qxpi1 — ¢*T,, V n € N, e portanto (z,,) é uma seqiiéncia recorrente linear de

ordem 2.

Vamos agora considerar a famosa e popular seqiiéncia de Fibonacci, dada por Uy = 0, U; = 1
e Upio = U,i1 +U,, Vn € N. Seus primeiros termos sao Uy = 0, Uy =1, Uy = 1, U3 = 2,
Uy =3,U; =5 Us =8, U; =13, Ug = 21,... . Mostraremos na proxima se¢ao como achar
uma formula explicita para seu termo geral U,, em funcao de n, o que serd generalizado para

seqiiéncias recorrentes lineares quaisquer, e veremos algumas de suas propriedades aritméticas.

Antes porém, concluiremos esta secao com alguns fatos gerais sobre seqliéncias recorrentes

lineares, que serao uteis nas segoes subsequentes.

O conjunto das seqiiéncias que satisfazem uma dada recorréncia linear

k
Ltk = chanrkfja VneN

j=1

é um espago vetorial, isto é, dadas duas seqiiéncias (y,) e (z,) que satisfazem esta recorréncia

k k
(ou seja, Ynik = 2 CiYntk—j € Znsk = > CiZnik—j, ¥V n € N) e uma constante a, a seqiiéncia
j=1 7j=1
k
(wy,) dada por w,, = y, + az, satisfaz a mesma recorréncia: wyiy = Y, Cjwpyx—j, V n € N.
j=1

E bastante usual, dada uma seqiiéncia (z,), estudar a seqiiéncia obtida pela soma de seus

n primeiros termos s, = »_ xx. Se (r,) é uma seqiiéncia recorrente linear, (s,) também é.
k<n
k
De fato, sp41 — Sn = >, T — 2, T = Tpy1, V1 € No Se xpy, = > CjTpip—j, temos
k<n+1 k<n j=1
k
Sntk+l = Sndk = D Oj(8n+k+1—j - Sn+k—j)7 V n € N donde
i=1
k—1 k+1
Sntk+1 = (1 + Cl)$n+k + E (Oj—',-l - Cj>5n+k—j — Cysp, = E diSpht1—i
=1 i=1

,ondedy =1+4+Cy,d; =C;—Ciypara2 <i < kedy, =—Cy ¥Vn €N, e portanto (s,) é

uma seqiiéncia recorrente linear de ordem k + 1.



2 — A seqiiéncia de Fibonacci:

A seqiiéncia de Fibonacci é definida por Uy = 0U; =1 e Uyyo = Upy1 + Uy, Vo € N
Queremos achar uma féormula explicita para U, em funcao de n. Para isso usaremos uma
idéia que serd bastante 1til também no caso geral: procuraremos progressoes geométricas que
satisfazem a mesma recorréncia que (U,): se x, = a - ¢" com a e ¢ nao nulos satisfaz z, o =
Tpi1+Tn, V0 €N, teremos a-¢"? =a-¢" +a-q¢" =a-q"(qg+1), donde ¢> = ¢+ 1. Temos

assim dois valores possiveis para ¢: as duas raizes da equacao ¢> — ¢ — 1 = 0, que sdo %‘F’

n n
e —1_2‘/5. Assim, seqiiéncias da forma a <—1+2‘/5> e da forma b (1_2‘/5> satisfazem a recorréncia

1-v5
2

n n
acima, bem como seqiiéncias da forma vy, = a (12—5> +0 ( ) , pela observacgao da secao

anterior.
Basta agora encontrar valores de a e b tais que yo = 0 e y; = 1 para que tenhamos y, = U,

para todo n (de fato, terfamos yo = Uy, y1 = U; e, por indugdo se k > 2 e y,, = U, para todo

n <k, temos yx = yx—1 + Yr—2 = Ux_1 + Uy_o = Uy). Para isso, devemos ter:

a+b=0
1+V5 -5\ _
o (155) +0(555) =1
e portanto a = \/ig eb= —\/ig. Mostramos assim que

1 ((1+v5\ [1-v5)
() e

E curioso que na féormula do termo geral de uma seqiiéncia de ntimeros inteiros definida de

modo tao simples quanto (U,,) aparegam niimeros irracionais.

Provaremos a seguir uma identidade 1til sobre nimeros de Fibonacci:
Proposicao: U,,., = U, U, 1+ U, 1U,, Vm,neN, n>1.

Prova: Sejam y,, = Upin € Zpyp = UpUp—1 + U1 Uy, Temos que (y,) e (Z,,) satisfazem
a recorréncia Tpio = Tpi1 + Tn, VN € N. Por outro lado, yo = U,, y1 = Upt1, 2o =
0-Up1+1-U,=U,=ywesz=1-U,1+1-U, = U, 1 = y1, e portanto, como antes,
Zp =1Yn, Vn €N. [}



Podemos usar este fato para provar o seguinte interessante fato aritmético sobre a seqiiéncia
(U,), que pode ser generalizado para as chamadas seqiiéncias de Lucas, as quais sao uteis para

certos testes de primalidade, como veremos mais tarde:
Teorema: mdc(Up,,U,) = Undc(mn), ¥V m,n € N.

Prova: Observemos primeiro que mde(U,,U,41) = 1, Vn € N. Isso vale para n = 0 pois
Uy = 1 e, por inducdo, mdc(Uyi1,Ups2) = mde(Ups1,Upir + U,) = mde(U,41,U,) = 1.
Além disso, se m = 0, mdc(Uy,, U,) = mdc(0,U,) = U, = Undc(mm), ¥ € N, e se m = 1,
mdc(Up,, U,) = mde(1,U,) = 1 = Uy = Undc(mn), ¥ 7 € N. Vamos entdo provar o fato acima
por induc¢do em m. Suponha que a afirmacao do enunciado seja valida para todo m < k (onde
k > 2 é um inteiro dado) e para todo n € N. Queremos provar que ela vale para m = k e
para todo n € N, isto é, que mdc(Uy, Uy,) = Undc(k,n) Para todo n € N. Note que, se n < k,
mdc(Uy, U,) = mde(Up, Ui) = Umde(nk) = Umde(k,n), POr hipétese de indugao. Ja se n > k,
Un = Upn—iy4+k = Un—kUr—1+Upn—i41Uy, e logo mdc(Uy, U,) = mde(Uy, Up—pUp—1+Up—1:1Ux) =
mdc(Uy, Up—xUk—1) = mdc(Uy, Up—i) (pois mde(Uy, Ug—1) = 1) = Unde(en—k) = Umde(k,n)- [ |

Corolario: Se m > 1 e m é um divisor de n entao U,, divide U,,. Além disso, se m > 3 vale a

reciproca: se U, divide U,, entao m divide n.

~ . o 2
3 — A recorréncia z,1 =z, — 2

Consideremos as seqiiéncias (z,)nen de nimeros reais que satisfazem a recorréncia x, 1 =

2 —2,¥n € N. Suponha que 19 = a + o~ ! para um certo a (real ou complexo). Entao
. ~ n —_9on ’

podemos provar por inducao que z, = a?" + a~?", V n € N. De fato, se vale a férmula para

T, teremos

Tpi=22—2=("+a )P -2=a"4+2+a

0+ /xg—ll c R.

2

72n+1 2n+1 7277,—0—1
= + « .

— 2=«

Se |zg| > 2, temos xg = a + o~ para a =



Se |zo| < 2, vale a mesma férmula para a, mas nesse caso a é um numero complexo de

i —2nif _

métulo 1, e pode ser escrito como a = e = cosf + isenf. Nesse caso, x, = 2" ¢

(cos(2"0) + isen(2"0)) + (cos(2"0) — sen(2"0)) = 2 cos(2"0).

Podemos ver isso de outra forma: se |zo| < 2, escrevemos x = 2cosf, com 0 € [0, 7].
Podemos mostrar entao por inducao que x,, = 2cos(2"0), para todo n € N. De fato, z,,1 =
12 —2 = 4c0s?(2"0) —2 = 2(2cos?(2"0) — 1) = 2 cos(2"10), pois cos(2z) = 2cos’z—1,V = € R.
Podemos usar esta expressao para obter diversos tipos de comportamento possivel para uma
tal seqiiéncia (x,). Se xg = 2cosf e 6/m é racional e tem representagao bindria periédica de
periodo n entao (z,) = (2cos(2"0)), podemos ter xg = 2cosf onde #/7 tem representacao

binaria como

0,0100011011000001010011100101110111...

em que todas as seqiiéncias finitas de zeros e uns aparecem em algum lugar (isso acontece para

a “maioria” dos valores de 6).

Nesse caso, a seqiiéncia (z,) é densa em [—2,2], isto é, qualquer ponto de [—2,2] pode ser

apromado por elementos de (z,), com erro arbitrariamente pequeno.

No caso em que zg € R, a seqiiéncia (x,) pode ter propriedades aritméticas muito interes-
santes. Em particular, se 79 = 4 (e logo z,, = (2+v/3)%" + (2 —v/3)?", ¥ n € N) vale o famoso
critério de Lucas-Lehmer para testar a primalidade de niimeros de Mersenne: se n > 3 entao
2" — 1 é primo se e somente se 2" — 1 é um divisor de z,,_o (por exemplo, 22 — 1 = 7 é primo e

¢ um divisor de x3_1 = x; = 22 —2 =42 -2 =14).

Exercicio: Seja xy > 3 um inteiro impar.

i) Prove que se p é um nimero primo entao existe no maximo um valor de n € N tal que p

divide x,,.

ii) Prove que se p é um fator primo de z,, entao p > n.

Sugestao: Considere a seqiiéncia z,,(mod p).



Esse exercicio pode ser generalizado para outras recorréncias. Nesse caso particular da
recorréncia z, 11 = x> —2 é possivel mostrar um resltado mais forte: se p é um fator primo
de x,, entdao p > 2"*2 — 1 (note que quando p = 27 — 1 é primo, com ¢ >3 en = q — 2,

vale a igualdade p = 2"*? — 1 e p|x,,, pelo critério de Lucas-Lehmer enunciado acima).

4 - Férmulas gerais para seqiiéncias recorrentes lineares:

Considere a equagao
ATk + Q1 Tppp—1 + -+ aoz, =0, n >0 (2)

em que ag,...,a; sao constantes, e os valores de z; sao conhecidos para ¢ = 0,...,k — 1.
Supondo que a equagao (2) admite uma solugao do tipo: x, = A", em que A\ é um parametro

inteiro, e substituindo em (2) temos
W N"F o AR g AT = 0.
Se A # 0 entao obtemos a equagdo caracteristica associada a equagao (2)
aa® + ap_ N 4 ag)\ = 0.

Vamos mostrar que se esta equacao tem as raizes complexas Aq,..., A, com multiplicidades
aq, e, . .., o, € N respectivamente, entdo as solugdes de (2) sdo exatamente as seqiiéncias ()
da forma z, = Q1 (n)A} + Q2(n)Ay + - + Q- (n) A, onde @1, ..., Q, sdo polindmios com grau
(Q;) < a;, 1 <i <r (em particular, se \; é uma raiz simples entao @; é constante).

Seja P(x) = apz® + ap_12** + - - + ap um polinémio.

Dizemos que uma seqiiéncia (x,, )nen satisfaz a propriedade Rec(P(z)) se ar®pip+ak—1Tnik—1+

-+ apr, = 0, V n € N. Nao é dificil verificar os seguintes fatos:

i) Se (X)) e (Y,) satisfazem Rec(P(z)) e ¢ € C entao (Z,) = X, + c¢Y,, satisfaz Rec(P(z)).



ii) Se Q(z) = b, X" + b, 1 X" ' + -+ + by e (X,) satisfaz Rec(P(z)) entao (X,,) satisfaz
Rec(P(z)Q(z)) (isso segue de > bj(arXntjirk + ak—1Xntjsh—1+- - +aoX,4j) =0,V n e
j=0
N)

iii) (X, ) satisfaz Rec(P(z)) se e sé se (Y,,) = (X,,/A") satisfaz Rec(P(AX)) (substitua X,,4; =
k
)\n+an+j em Z ann—i-j = O)

Jj=0

iv) Se S, = 3 x) entdo (x,) satisfaz Rec(P(z)) se e s6 se (S,) satisfaz Rec((z — 1)P(x))
k=0

(escreva Tpyjr1 = Sntjs1 — Snyy € substitua em Zn%aja:nﬂﬂ =0).
i=

Por iii), para ver que, para todo polinomio Q(z) de grau menor que m, X, = Q(n)\"
satisfaz Rec((z — \)™), basta ver que (Y,,) = (Q(n)) satisfaz Rec((x — 1)™), o que faremos por
inducao. Isso é claro que m = 1, e em geral, se Z,, = Y11 — Y, = Q(n+ 1) — Q(n), como
Q(z) = Q(z+1)— Q(z) tem grau menor que m— 1, (Z,) satisfaz Rec((z — 1)) (por hipétese
de indugdo), e logo, por (iv), Y;,) satisfaz Rec((z — 1)"). Essa observagao, combinada com
ii), mostra que se (P(z) = (x — M) (z — Xg)*?(z — A2)*2 ... (x — \,)*, e grau @Q);) < o, para
1 <i<rentdo x, = ilQZ(n))\f satisfaz Rec(P(x)).

Para ver que se (z,) satisfaz Rec(P(z)) entdo z, é da forma acima, usaremos inducao

novamente.
Supomos Ay # 0 e tomamos Y, = X,,/\, Z,, = Y11 — Y, (com Zy = Y)).

Por iii) e iv), Z, satisfaz Rec(P(Aix)/(x — 1)) e, portanto por hipdtese de indugao, Z, =
Q1(2) 4+ Qa(x) Ao/ A)™ + -+ 4+ Qp(x)(A\/A\)", onde grau Q; < o; para 2 < i < 7 e grau

Q1<Oél—1.

Para terminar a prova, vamos mostrar que se existem polinomios P, Ps,..., P, tais que
Yoir1 = Ye = Pi(n) + Po(n)BY + -+ + Pe(n)By (onde 1,5, ..., 0 sdo complexos dististos e
P, #0,Yi>2)entdo Y, = Py(n) + Py(n)B2 + - + Pu(n)37, onde P,..., P sao polinémios
com grau P; = grau P, para i > 2 e grau P, = grau P; + 1, por inducéo na soma dos graus dos

polinomios P;, onde convencionamos que o grau do polinomio nulo é —1.



(no nosso caso temos [3; = \; /A1, e como X,, = ATY,, o resultado segue imediatamente).

Para provar essa afirmacao observamos inicialmente que, se a soma dos grau de P; é —1,

entao Y11 — Y, =0, V n, e logo, Y,, é constante e, em geral, consideramos 2 casos:

m—+1

a) P(1) = cpa™ + cp ™ P+ - + ¢, e # 0. Nesse caso definimos Y, =Y, — mi—, e
temos Yy 41 — Y, = Q1(n) + Py(n)B} + - - - + Py(n)By, com grau Q < m. Por hipétese de
inducao, Y, (e logo Y,) é da forma desejada.

dsn A}

b) Py(z) = dex® + ds 1271 + -+ + dy, ds # 0. Nesse caso, definimos Y, =Y, — -1 ©
temos Yy q1 — Y, = Pi(n) + Q(n)3y + P3(n)By + - -+ + Py(n)By, com grau Q < s. Por
hipétese de indugao, Y, (e logo Y,) é da forma desejada. [ |

Vimos na primeira parte da demonstracao acima que (x,,) satisfaz Rec(P(z)), onde P(zx) =
(x — M) (x — A)*? ... (x — \)* sempre que x, = Q1(n)A] + Q2(n)\y + -+ + Q,(n)A",
onde Q1,Qs,...,Q, sdo polinémios com grau(Q);) < «;, V j < r. Vamos apresentar um ar-
gumento alternativo, motivado por conversas do autor com Bruno Fernandes Cerqueira Leite,

para mostrar que todas as seiiéncias que satisfazem as recorréncia sao dessa forma.

Cada polinomio Q);(n) tem «; coeficientes (dos mondmios cujos graus sao 0, 1,2, ;sa; — 1).

Como o espaco vetorial das seqiiéncias que satisfazem Rec(P(z)) tem dimensao grau(P(z)) =
T
> «;, basta ver que héd unicidade na representagdo de uma seqiiéncia na forma cima. Para
i=1
isso, dvemos mostrar que, se Aj, Ao, ..., A\, sao nimeros complexos distintos e Q1,Q2,...,Q,

sao polinomis tais que Q1 (n)AT +Q2(n)As+---+Q,(n)Ar =0,V n e N,entdo Q; =0,V j <.

Vamos supor por absurdo que nao seja assim. supomos sem perda de generalidade que,
para certos s et com 1 < s <t <r, |N|=|N|>|N], Vi<t j>t, egrau(@Q) = grau(Q;) >
grau(Q;), se ¢ < s < j < t. Se os polinémios (); nao sao todos nulos, temos (); nao nulo.

Seja d o grau de (). Se |\j| < |A\;| entdo lim lefl”if =0, e se |\ = |\1] e grau(Q) < d,

também temos lim %% — (. Portanto, se Q1 (n)A? + Qa(n)A% + - +Q,(n)A" = 0, ¥ n € Ne

dyn
n—oo MM

o coeficiente de n? em Q; é a; para i < s, dividindo por n¢\? e tomando o limite, temos

VAN
nll—{go <a1—|— Z a; ()\—1> ) =0,
2<i<s

9



donde

=a + Z a; - lim li<ﬁ)k
— W] 7 11300 Tl )\1

2<i<s k=1
(1AM = (/)
:al_l—zai'nhjgo(ﬁ‘ /M) — 1 = ay,
2<i<s

pois, para 2 <i < s, \;/A\; # 1 é um complexos de médulo 1, donde

‘()\i/)\l)”+1 — (Ai/ A1)
(Ai/A1) — 1

2
N/ A1) = 1)

e logo

L) = (/)
i (M) =

Entretanto, isso é um absurdo, pois grau(Q;) = d, e logo a; # 0.

n—oo M

Exemplo: z,, = sen(na) satisfaz uma recorréncia linear. De fato,
Tpi1 = sen(na + «) = sen(na) cos a + cos(na) sen aw =
Tpio = sen(na + 2a) = sen(na) cos 2a + cos(na) sen 2cc =

sen 2a

Tpy1 = (COS 200 — *22% cos )y, OU seja,

sen 2«
sen «

= Tpy2 —

Tpio = 2cosaX, 11 — X,. Note que x,, nao parece ser da forma geral descrita nesta segao,
mas de fato

mo _ o 1 1

. , 1
Ty = % = Q—i(em)" - Q—Z,(e’”‘)” = Q—i(cosa +isena)" — 2—Z_(cosa —isena)"”

Observagao: Se (r,) safisfaz Rec((z —1)P(z)), onde P(z) = a,a*+ap_12*71 +- - - +ag, entdo,

se definirmos Y,, = ax&p ik + Qp_1Tpik_1+ -+ aoxy,, teremos Y, 11 =Y, Vn € N ou seja, Y, é

10



constante. Assim, axx, .+ - -+ apx, ¢ um invariante da seqiiéncia x,,, o que é uma observagao

util para muitos problemas envolvendo recorréncia.

Vamos agora ver um problema resolvido em que se usam estimativas assintéticas de seqiiéncias

recorrentes para provar um resultado de teoria dos ntimeros:

Problema. (Problema 69 da Revista Eureka! n°. 14) Sejam a e b inteiros positivos tais

que a™ — 1 divide b™ — 1 para todo inteiro positivo n.

Prove que existe z € N tal que b = a*.

Solugao de Zoroastro Azambuja Neto (Rio de Janeiro-RJ):

Suponha por absurdo que b nao seja uma poténcia de a.

Entdo existe & € N tal que a* < b < a**'. Consideremos a seqiiéncia z, = £=1 € N,

a”—1
al :_+a2"+ --sz%,temos
j=1
SN | " b\" b\" b 1
_ZW Zﬁ_ ( > * (?) e (g) +a’m(a”—1) S ar—1
7j=1 7=1
Note que como — (27;71) = (bl/f;:)n L ; tendem a 0 quando n cresce, se definimos
n n k n
b b b b
() + (@) (@) =2 (@)
temos que
b" 1
Tn — Yn

- akn(ar — 1) an—1
tende a 0 quando n tende a infinito. Por outro lado, como y, é uma soma de k progressoes
geométricas de razoes b/a’, 1 < j < k, y, satisfaz a equacao de recorréncia Coypir + C1¥n i1+

-+ Cry, =0,V n >0, onde
k k—1 k(k+1)/2 b b b
Coz" +Ciz" "+ 4+ Cr12+Cr=a r——|le——=)...lxe——
a a? ak
Note que todos os C; sao inteiros. Note também que

CoZnik + Cipqp—1+ -+ Crry = Co(Tntk — Yntk) + C1(Tnin—1 — Yngh—1) + -+ + Cr(Tn — Yn)
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tende a 0 quando n tende a infinito, pois @,+; — Yn+; tende a 0 para todo j com 0 < j <k (e k
estd fixo). Como os C; e os x,, sao todos inteiros, isso mostra que Cozpyx + Cr12p g1 + -+ +

Cyx, = 0 para todo n grande.

Agora, como

B b \" " 1
Tn = Yn + ak+1 + atk+Dn(gn — 1) Car—1’

temos
CoZnir + Cipip1 + -+ Cra, = Z C; <W) + Zngr—j |
=0
onde
b 1
Zm = —
alktm(gm — 1) am —1
Note que
k b n+k—j b b n

Zc’f <ak+1) =r (ak+1> ' (ak+1> ’

7=0
onde

k k—1 k(k+1)/2 b b b
P(x)=Coz"+ Ciz" 4+ +Crz+Cr=a N el RN el

donde P (ak%) # 0. Por outro lado, para todo j com 0 < 5 < k, Zn—i—k—j/ (akbﬂ)” _ (bfaFtHFI

antk—i—1

k
(ak_j_a_ln)(b/ak)n, que tende a 0 quando n tende a infinito, donde x,, = (Z ijn+kj> / (#)n
j=0
tende a P (#) # 0, o que é um absurdo, pois, como vimos antes, w,, é igual a 0 para todo n

grande.
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Testes de Primalidade e Seqiuiéncias Recorrentes

1 Testes baseados em fatoracoes de n — 1

Proposicao 3.5: Sejan > 1. Se para cada fator primo q de n — 1 existe um inteiro a, tal
que a?~" =1 (mod n) e al" V£ 1 (mod n) entdo n é primo.

Dem: Seja ¢" a maior poténcia de ¢ que divide n — 1. A ordem de a, em (Z/(n))* é um
multiplo de ¢*¢, donde o(n) é um multiplo de ¢*2. Como isto vale para todo fator primo ¢ de

n—1, p(n) é um miltiplo de n — 1 e n é primo. [ |
Proposigao 3.6: (Pocklington) Sen — 1 = ¢*R onde q é primo e existe um inteiro a tal que
a" ' =1 (mod n) e mde(a" /9 — 1,n) = 1 entdo qualquer fator primo de n é congruo a 1
médulo q¢*.
Dem: Se p é um fator primo de n entdo @' =1 (mod p) e p nao divide a» /¢ — 1, donde
ord, a, a ordem de a médulo p, divide n — 1 mas nao divide (n — 1)/q. Assim, ¢*|ord, alp — 1,
donde p =1 (mod ¢)*. |
Corolario 3.7: Sen—1=FR, com F > R e para todo fator primo q de F' existe a > 1 tal
que a® ' =1 (mod n) e mdc(a™ V% — 1 n) =1 entdo n é primo.
Dem: Seja ¢ um fator primo de F e ¢* a maior poténcia de ¢ que divide F'; pela proposicao
anterior, todo fator primo de n deve ser congruo a 1 médulo ¢*. Como isto vale para qualquer
fator primo de F', segue que qualquer fator primo de n deve ser congruo a 1 médulo . Como
F > \/n, isto implica que n é primo. [
De fato, basta conhecer um conjunto de fatores primos cujo produto seja maior do que
(n — 1)'/3 para, usando o resultado de Pocklington, tentar demonstrar a primalidade de n (o
que deixamos como exercicio). Os seguintes critérios cldssicos sao conseqiiéncias diretas das

proposigoes acima.
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Fermat conjecturou que todo nimero da forma F, = 2%" 4 1 fosse primo e verificou a
conjectura para n < 4. Observe que 2" + 1 (e em geral a” + 1 com a > 2) nao é primo se
n nao é uma poteéncia de 2: se p é um fator primo impar de n, podemos escrever a" + 1 =
W+1l=0b+1)P ' —P2+---4+b*>—b+1) onde b = a™?. Euler mostraria mais tarde que Fj
nao é primo (temos F5 = 4294967297 = 641 - 6700417) e ja se demonstrou que F,, é composto
para vérios outros valores de n; nenhum outro primo da forma F,, = 22" + 1 é conhecido, mas

n ~ .
2" 11, que sao conhecidos

se conhecem muitos primos (alguns bastante grandes) da forma a
como primos de Fermat generalizados. O teste a seguir mostra como testar eficientemente a

primalidade de F),.

Corolario 3.8: (Teste de Pépin) Seja F,, = 22" +1; F), é primo se e somente se 3/»~1/2 = ]

(mod F),).

Dem: Se 3U"~Y/2 = 1 (mod F,) entdo a primalidade de F,, segue da Proposicao 3.5. Por

outro lado, se F,, é primo entao 3¢»~1/2 = (&) = (£2) = (2) = =1 (mod F,,). |

Corolério 3.9: (Teorema de Proth; 1878) Sejan = h-2* + 1 com 2% > h. Entao n é primo

se e somente se existe um inteiro a com a" /2 = —1 (mod n).
Dem: Se n ¢ primo, podemos tomar a qualquer com (%) = —1; ou seja, metade dos inteiros
entre 1 e n — 1 serve como a. A reciproca segue da Proposicao 3.7 com F = 2F. [ |

Corolario 3.10: Sen = h-¢* + 1 com q primo e ¢* > h. Entao n é primo se e somente se

existe um inteiro a com a®' =1 (mod n) e mde(a™ /7 —1,n) = 1.

Dem: Se n é primo, podemos tomar a qualquer que nao seja da forma z¢ médulo n; ou seja,
uma propor¢ao de (¢ — 1)/q dentre inteiros entre 1 e n — 1 serve como a. A reciproca segue da

Proposicao 3.7 com F = ¢. |

Uma expressiva maioria entre os 100 maiores primos conhecidos estao nas condigoes do
teorema de Proth (ver tabelas). Isto se deve ao fato de primos desta forma serem freqiientes
(mais freqiientes do que, por exemplo, primos de Mersenne) e que sua primalidade ¢ facilmente

demonstrada usando este resultado.
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2 Primos de Mersenne

Um ndmero de Mersenne é um numero da forma M, = 2P — 1. Quando esse niimero ¢ primo,
dizemos que é um primo de Mersenne. Atualmente, os 4 maiores primos conhecidos sao primos

de Mersenne, e tém mais de dois milhoes de digitos: 224036583 _ 1 920996011 _ 7 913466917 _ 1 ¢

20972593 _ 1 Isto se deve principalmente & existéncia de um algoritmo especialmente eficiente
para testar a primalidade de nimeros de Mersenne: o critério de Lucas-Lehmer, que discutire-
mos mais adiante. Vejamos primeiramente que 2P — 1 s6 tem chance de ser primo quando p é

primo.
Proposicao 3.11: Se 2" — 1 é primo entao n é primo.

Dem: Sen =abcoma,b>2entdol <2—1<2"—1e2"—1=2%-1=(29)"-1=1"-1=0
(mod 2* — 1) e 2" — 1 é composto. |

Por outro lado, nao se sabe demonstrar nem que existam infinitos primos de Mersenne nem
que existem infinitos primos p para os quais M, é composto. Conjectura-se, entretanto, que
existam infinitos primos p para os quais M, é primo e que, se p, é o n-ésimo primo deste tipo,

temos
log pp,
n

0< A< < B < +o0

para constantes A e B. Existem algumas conjecturas mais precisas quanto ao valor de

lim {/py;

n—oo

Eberhart conjectura que este limite exista e seja igual a 3/2; Wagstaff por outro lado conjectura
que o limite seja

2¢7" & 1,4757613971

onde v é a ja mencionada constante de Euler-Mascheroni.

Primos de Mersenne sao interessantes também por causa de niimeros perfeitos. Dadon € N*,

definimos

o(n) = Z d,

dn
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a soma dos divisores (positivos) de n. Pelo teorema fundamental da aritmética demonstramos
facilmente que se
_ . e1,.e2 e
n=py Py Pms

com p; < pg < -+ < Py, entao

on)=0+pi+-+p7) (L +pp+--+p)

I Y.

Em particular, se (a,b) = 1 entdo o(ab) = o(a)o(b). Um inteiro positivo n é dito perfeito se
o(n) = 2n; os primeiros nimeros perfeitos sao 6, 28 e 496. Nosso préximo resultado caracteriza

os numeros perfeitos pares.

Proposigao 3.12:  Se M, é um primo de Mersenne entao 2P~ M, é perfeito. Além disso, todo

ntimero perfeito par é da 2P~* M, para algum primo p, sendo M, um primo de Mersenne.

Dem: Se M, ¢ primo entao
o2 M) = (20 — 1) (M, + 1) =2 - 2P7' M,,.

Por outro lado seja n = 2*b, com k > 0 e b fmpar, um ntimero perfeito par. Temos o(n) = 2n =
o(2F)a(b) donde 28H1h = (281 — 1) (b), Assim, como (28 — 1)|28F1p e (2FFL — 1,2FF1) = 1,
temos (2¥1 —1)|b. Por outro lado, se b nao é igual a 281 — 1, podemos escrever b = (281 —1)c,
com ¢ > 1, donde o(b) > b+c+1, elogo (281 —1)o(b) > (281 —1)(b+c+1) = 2 1+ 281 -1 >
2F+1p, absurdo. Assim b = 28+t — 1 e 28+1p = (28¥1 — 1)(b+ 1), donde o(b) = b+ 1 e logo b é
primo. Pela proposi¢ao 3.9, p =k + 1 é primo, b = M, e n = 2P~ M,,. |

Por outro lado, um dos problemas em aberto mais antigos da matematica é o da existéncia
de nimeros perfeitos impares. Sabe-se apenas que um nimero perfeito impar, se existir, deve
ser muito grande (mais de 300 algarismos) e satisfazer simultaneamente vérias condigoes com-

plicadas.
Conjectura 3.13: Nao existe nenhum niimero perfeito impar.

Nosso préximo resultado é o critério de Lucas-Lehmer, a base dos algoritmos que testam

para grandes valores de p se 2P — 1 é ou nao primo:
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Teorema 3.14: Seja S a seqiiéncia definida por Sy = 4, Spy1 = S? — 2 para todo natural k.

Sejan > 2; M, = 2" — 1 é primo se e somente se S, _o é miltiplo de M,,.

Dem: Observemos inicialmente que
Su=(2+V3)" +(2-V3)"

para todo natural n. A demonstracao por indugao é simples: claramente Sy =4 = (2+ \/5)20 +

(2-V3)" e

Sgr1=Sp —2

(2+V3)* +(2—-V3)*)2 -2

(2+V3)")+2-2+V3)" - 2-V3)” +(2-v3)*)* -2
=2+ V3P 2 - Vv3)TT

Suponha por absurdo que M,|(2 + \/5)27172 + (2 - \/5)2%2 e que M, seja composto, com
um fator primo ¢ com ¢ < M,,. Teremos (2 +v/3)¥" " 4 (2 —v/3)*"" =0 (mod ¢) donde, no
grupo multiplicativo G' = (Z/(q)[v/3])*, temos (24 v/3)?" " = —(2—v/3)?"". Como 2 — /3 =
(2 + v/3)7!, esta equaciio pode ser reescrita como (2 4 v/3)*" = —1 (ainda em G), o que
significa que a ordem de 2+ v/3 em G é exatamente 2". Isto é um absurdo, pois o nimero de

elementos de G é no maximo ¢> — 1 < 2". Fica portanto demonstrado que se S,_, ¢ multiplo

de M, entao M, é primo.

Suponha agora M,, primo, n > 2. Lembramos que n é um primo fmpar. Por reciprocidade
quadrética temos (Min) = —(¥2)=—1,pois3= M, = —1 (mod 4) e M,, =1 (mod 3). Assim,
3 ndo é um quadrado em Z/(M,) e K = Z/(M,)[v/3] é um corpo de ordem M?2. Queremos provar
que (24 v3)77 4+ (2—-+3)*" =0 (mod M),, ou seja, que é igual a 0 em K. Isto equivale
a demonstrarmos que temos (2 + v/3)2"° = —(2 — v/3)¥" " em K, o que pode ser reescrito
como (2 + \/§)2ni1 = —1; devemos portanto provar que a ordem de 2 + v/3 é exatamente 2".
Note que 2" = M, + 1 donde (2 + v/3)*" = (2 4+ V/3)M(2 4+ /3) = (2M» + \/gM")(Q +V3) =
243" V3)2+V3) = 2+ (1)V3)(2 = V3) = (2= V3)(2+ V/3) = 1; assim ¢ claro que a

ordem de 2 + /3 é um divisor de 2".
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Como K* tem M? —1 = 2"t1(2"~! — 1) elementos, devemos provar que 2 + /3 nao é uma
quarta poténcia em K. Note que (2 + \/3)2" = 1 demonstra que 2 + v/3 é um quadrado, o
que alids pode ser visto mais diretamente: 2+ v/3 = (1 ++/3)?/2 e 2 = 2"+ = 2(**1)* 4 yuma
quarta poténcia em K. Resta-nos assim demonstrar que +(1 + \/§) nao sao quadrados em K.
Suponha por absurdo que €(1 4+ v/3) = (a +bv/3)?, com € = £1; temos (1 — /3) = (a — by/3)?
e, multiplicando, —2 = (a? — 3b?)?, o que significa que —2 é um quadrado médulo M,, (pois a

—2

e b sao inteiros). Isto, entretanto, é claramente falso: (377) = (A_/I—i)(Min) =—1-1= —1, pois

M, =3 (mod 4) e ja vimos que 2 é um quadrado médulo M,. Isto conclui a demonstragao.

Mesmo quando M, nao é primo, podemos garantir que seus fatores primos serao de certas
formas especiais. Isto é muito 1til quando procuramos primos de Mersenne pois podemos
eliminar alguns expoentes encontrando fatores primos de M,. Isto também pode ser util para
conjecturarmos quanto a “probabilidade” de M, ser primo, ou, mais precisamente, quanto a

distribuicao dos primos de Mersenne.

Proposigao 3.15: Sejam p > 2 e g primos com q um divisor de M,. Entdo ¢ =1 (mod p) e
g ==+1 (mod 8).

Dem: Se ¢ divide M, entao 2? = 1 (mod ¢), o que significa que a ordem de 2 médulo ¢ é
p (pois p é primo). Isto significa que p é um divisor de ¢ — 1, ou seja, que ¢ = 1 (mod p).
Por outro lado, 2 = 27! = (2*1/2)2 (mod ¢), donde (%) = 1, o que significa que ¢ = £1
(mod 8). |

Os vérios valores de p para os quais a primalidade de M, foi testada sugerem que para a
ampla maioria dos valores de p, M, nao ¢ primo. Isto ¢ apenas uma conjectura: nao se sabe
demonstrar sequer que existem infinitos primos p para os quais M, seja composto. Vamos agora
ver uma proposicao que serve para garantir que para certos valores especiais de p, alguns muito

grandes, M, ndo ¢ primo.

Proposicao 3.16: Seja p primo, p = 3 (mod 4). Entao 2p+ 1 é primo se e somente se 2p + 1
divide M,,.
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Dem: Se g é primo entdo M, =27 — 1 =20"D/2 _ 1 = (%) —1 (mod ¢). Mas p =3 (mod 4)
significa que ¢ = 7 (mod 8), donde (%1) = 1. Assim, M, = 0 (mod ¢), o que demonstra uma
das implicacoes da proposicao.

Por outro lado, se 2p+ 1 néo é primo tem fatores primos r com r Z 1 (mod p) (pois r < p).

Se 2p+1 dividisse M), r seria um fator primo de M, contrariando a proposi¢ao anterior. [ |

Os primos p para os quais 2p+1 é primo sao chamados de primos de Sophie Germain. Alguns
primos de Sophie Germain bastante grandes sao conhecidos, como py = 18458709 - 232611 _ 1:
assim, pela proposigao anterior, M,, é composto. Sabe-se também que se msg(z) denota o

numero de primos de Sophie Germain menores do que z entao existe C' tal que para todo x

X
ng(flf) < CW

Acredita-se que msq(z) seja assintético a cx/(log x)? para algum ¢ > 0 mas nao se sabe demon-

strar sequer que existem infinitos primos de Sophie Germain.

3 Testes baseados em fatoracoes de n + 1

Suponha dados inteiros n > 1, P e @ tais que D = P? — 4@ nao é um quadrado médulo n.

Seja
_P+VD

@ 2

raiz da equacao X? — PX + Q = 0. E facil provar por indugao que

am_VerUm\/E
=

para todo natural m onde U, e V,, sao definidos recursivamente por

Uy =0, U, =1, Unio = PUpy1 — QU
‘/():27 ‘/Izpp Vm+2:Pvm+1_va-

Se



é a segunda raiz da equacao X? — PX + @Q = 0, podemos também escrever

a™ —a™
VD '

como se demonstra facilmente por inducao. Segue destas férmulas que

U, = Vi =am+a™,

PU, +V, DU, + PV,

Un = y Vn =
+1 2 +1 9

UQm = Ume, ‘/2m = Vn% - 2Qm

Estas férmulas nos permitem calcular U, e V,, médulo n em C'logm operacoes (para alguma

constante positiva C'): escrevemos m =, <icM a;2¢, definimos
my = Z Qip N1 2"
0<i<k

e calculamos sucessivamente U, , Vi, oo Uy Vs -+, Uy, = Uy Vi, = Vi

Lembramos que vimos no capitulo anterior que se p > 2 é primo e d nao é um quadrado
médulo p entdo K = (Z/(p))[V/d] é um corpo com p? elementos.
Proposicao 3.17:  Se n é primo e D nao é um quadrado médulo n entao o = @ em
K = (Z/(n))[VD].
Dem: Suponhamos que n seja primo. Em K temos a identidade (X +Y)" = X" + Y™ ela

segue do binomio de Newton e do fato que

() = s =y

é multiplo de n se 0 < m < n. Aplicando esta identidade a « temos

. P*+D"V2/D P—-\/D
@ = on - 9

:a)

pois P = P (mod n), 2" =2 (mod n) e D"V/2 = —1 (mod n). |
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Analogamente, se n é primo, temos @" = « em K. Assim, ainda em K, o"*! = a"™! = aa.

Segue da férmula para U,, que U,;; = 0 (mod n). Proclamamos este resultado como uma
proposic¢ao:
Proposicao 3.18: Sen é primo impar, (%) = —1 e as seqiiéncias U, e V,, sao definidas pelas

recorréncias

UO = 07 Ul = 17 Um+2 = PUm+1 - QUma
Vo = 2, Vi=PF, Vinee = PV — QViy.

entao U, 1 =0 (mod n).

Dem: Acima. |
Esta proposicao nos déa mais um algoritmo para testar a primalidade de n.

Proposicao 3.19: Sen # 2 é primo, n1 @, n{ D e D é quadrado médulo n entao U, 1 =0

(mod n).

Dem: No anel K = Z/(n)[v/D], 2 é invertivel, assim como D e v/D. Em K temos, portanto,

an_P"+D"T_1\/5_P+\/5_a
- “ -

donde a""! =1 em K (pois « é invertivel em K: de fato, a8 = Q, que é invertivel em K). Do

mesmo modo, 377! =1 em K e portanto temos, em K,
(an—l . 671—1) — 07

ou seja, U,_1 =0 (mod n). [

Em suma, se n # 2 é primo, n{ @, nt D entdo U, oy € multiplo de n, o que se deve ao

fato de a™ ser igual a 3™ se m =n — (£) no anel K = Z/(n)[vV'D]. Observemos agora que se
o™ = (™ em K entao existe um inteiro r tal que

am=p0"+nrvD
pois am\/_ﬁﬁm € 7. Vamos usar este fato para mostrar por indugao o seguinte resultado.
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Proposigao 3.20: Sen # 2 é primo, n{ @ e n{ D entao, para todo natural k > 1, U, x—

é multiplo de n*, onde m =n — (2).

Dem: Vamos supor, por hipétese de indugao, que am T = ﬂm'”kfl +nfrivD, 1, € Z.

Elevando os dois lados da equagao a n-ésima poténcia temos

Ozm'"k _ (ﬁm,nk—l 4 nkrk\/ﬁ)n _ 5mnk + nk+17’k+1\/5

klp 1 = U,nx € um inteiro, o que

onde 1,1 pertence a Z[v/ D] por um lado, e por outro n
implica que 7,1 € Q NZ[V D], e portanto é inteiro, o que conclui a prova da afirmagao, que

equivale ao enunciado. [ |

Proposicao 3.21: Sejam r > 1 com mdc(r,Q) = 1, e (Uy) uma seqiiéncia de Lucas (com
Up=0,U; =1 eUgyg = PUpr1 — QUy). Se A, = {k € N* | Uy é miiltiplo de r} é nao vazio

entao existe a € N* tal que r | Uy, se e somente se a | k. Tal a serd denotado por ord, U.

Dem: Observemos inicialmente que para todo m,n € N, n # 0 temos U1, = Up Uy —
QU,,_1U, . De fato, considerando m fixo e n variavel, os dois lados da igualdade satisfazem a
mesma recorréncia de segunda ordem Xy, o = PX; 1 — QX , Vk € N, e temos, para n = 0,
Unio=Upy-Uy—QU,,_1-Uy (poisUy =1e Uy =0),e,param =1, Upy1 = Uy, -Us—QU,, 1 - Uy
(pois Uy = P, U; =1 e Upy1 = PU,, — QU,_1), o que implica a igualdade para todo n € N.

Como conseqiiéncia, se r | Up e r | U, entdo r | U,,1, . Por outro lado, se r | Uy e r | U ,
com ¢ < s entdo, como (fazendo m = ¢, n = s — () Us = UUs_p11 — QU;_1Us_, temos que r
divide QU,_1U,_; , mas mdc(Q,7) = 1 e mde(U,_, Uy) divide Q! (o que pode ser facilmente
provado por inducao a partir de Uy 1 = PU, — QU,_1), donde mde(r, Uy_1) também é igual a
1,logor | Us—y . Assim, mn € A, = m+ne€ A, ,el,sc A, {<s=s—LecA ,oque
implica que A, é da forma descrita, com a = min A, (de fato, se existe k € A, que nao seja
multiplo de a, existiriam b e ¢ naturais com k =ab+ ¢, 0 < ¢ < a, mas k € A, e, como a € A,

,ab € A, ,logo c = k — ab pertenceria a A, , contradizendo a defini¢ao de a. [ |

Teorema 3.22: Seja n > 1 um inteiro impar. Se existe um inteiro d primo com n tal que

para todo fator primo r de n + 1 existem P™), Q) e m(") inteiros com mdc(m(,n) = 1
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e DM = (PM)2 —4Q™ = d(m™)? (mod n) tais que a seqiiéncia de Lucas associada (U.")

satisfaz U(Jrl =0 (modn) e Un+1 # 0 (mod n) entao n é primo.

Dem: Secjan+1=r{"ry?...r;* a fatoracdo prima de n + 1. As hip6teses implicam que 7"
divide ord,, U para i = 1,2,..., k. Por outro lado, se n = f’f%? ... 0% & a fatoragao prima
de n, segue da Proposigao 3.20 que ordéfj U divide Efj_l(ﬁj - (%)) (A hipétese £; 4 Q9
é satisfeita. De fato, como mdc(n,d) = 1, ¢; ndo divide D), e, se ¢; dividisse Q"), ¢; ndo
dividiria P, e terfamos Ué”) = (PU)k=1 (mod ¢;) para todo k > 1, e ¢; ndo dividiria U,gm
para nenhum k > 1, contradizendo o fato de n dividir Ué:)l) Assim, se M = mmc{ﬁfj _l(fj -
(%)), 1 < j < d} temos que ﬁfj divide Ujsf/), paral < j < d, 1 <i < k. Isso implica que

)

n = . (% divide U](\;i) para 1 < i < k, e portanto r;"

M para 1 < i < k, donde

n + 1 divide M. Temos agora duas possibilidades:
(i) s = 1. Nesse caso temos que n + 1 divide M = ¢§" (¢, — (& -)) 0 que é absurdo se (& ) =1,

pois terfamos M < ¢9* = n, e se (%) = —1 temos que ' 41 divide ¢2* (¢, +1), o que implica

01 =1, ou seja, n é primo.

(ii) s > 2. Nesse caso
M = mme{ €77 (¢; = (d/4;))}
=2 mmc{07 70— (d)0))/2, 1< < s}
<2 H(ffj*(@ — (d/6;))/2)

E—I—l

I

que é sempre menor que n (pois 2- % : 1% < 1) e portanto é um absurdo que n+1 divida M. [

A seguinte proposicao, devida a Morrison, é andloga ao resultado de Pocklington:

Proposicao 3.23: Seja N > 1 um inteiro impar e N +1 = F'R. Se existe um inteiro d primo
com N tal que para todo fator primo r de F existe uma seqiiéncia de Lucas UL associada a
inteiros P, Q™ e um inteiro m") primo com N e D™ = (P™)2 —4Q™ = d(m™)? (mod N)
tal que N | U](\,Jr1 e mdc(UNr+1 ,N) =1 entéo cada fator primo { de N satisfaz { = (%) (mod F).
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Dem: Se F =r{"ry*>...r* é a fatoracdo prima de F entdo ordy U™ | N +1 para 1 <i < k.
Se ¢ é um fator primo de N, também temos ord, U | N + 1. Como mdc(N, U@) = 1 segue
que ¢ 4 UELQI , donde ord, U § @ , e portanto r* divide ord, U"#) para 1 < i < k. Por

outro lado,Z ord, U divide ¢ — (%), donde r{* divide £ — (¢) para 1 < i < k = F divide

(— (%) = (= (%) (mod F). u

Corolario 3.24: Nas condigoes da proposicao, se F' > R entao N é primo.

Dem: Qualquer fator primo de N deve ser congruente a 1 ou a —1 moédulo F', mas, se N
é composto, deve ter um fator primo menor ou igual a sua raiz quadrada, que deve, pois, ser
igual a F'— 1. Como F > /N +1, F? —1 > N, logo % < F'+ 1, donde o outro fator primo
de N também deve ser igual a F' — 1, e terfamos N = (F — 1) = N + 1= F? — 2F + 2, que
sO seria multiplo de F' se F fosse igual a 2, e F' — 1 igual a 1, absurdo. [ |
Proposicao 3.25: Sejan > 1 um inteiro impar. Se para todo fator primo r de n+ 1 existem
P Q) inteiros com mde(D™,n) = 1 onde D™ = (PM)2 — 4Q™ tais que a seqiiéncia de
Lucas associada (Uk(f)) satisfaz U,(Ql =0 (mod n) e mdc(U&,n) = 1 entao n é primo.

Dem: Seja ¢ um fator primo de n. Para cada fator primo r de n + 1 temos que Ur(gl =0
(mod /) e U& # 0 (mod ¢). Assim, se r® é a maior poténcia de r que divide n + 1, entao r*
divide ¢ — (#), como acima. Em particular, r® divide > — 1= (£ — 1)({ + 1), donde n + 1
divide £ — 1. Assim, > — 1 > n + 1 donde ¢ > \/n, o que implica na primalidade de n pois n
nao tem nenhum fator primo menor ou igual a sua raiz quadrada. [ |

Vamos agora dar outra prova do critério de Lucas-Lehmer usando os resultados anteriores.

Dem: A seqiiéncia de Lucas associada a P = 2, () = —2, é dada pela férmula U, =
#g((l +V3)F — (1= V3)F). Temos (14 v3)" = & + Upv/3, onde Vi, = (1+V3)F + (1 — V3)*.
Além disso, Us, = U, V}, para todo k € N.

Para r > 1 temos

Vor = (14 V3)" +(1-v3)" = (4+2V3)" " + (4 —2v3)""
=22+ VBT (2= VBT =25
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(onde Sy = 4, Sy = S2, —2,Vm € N). Sen > 2e M, = 2" — 1 divide S,_» entao

M,, divide Von-1, logo também divide Uy, 11 = Usn = Ugn—1Von-1, €, como U, = Ugn-1, €
2

V2 — 1202 = 4(—2)*, segue que V2, — 1202, , = 2*" "2 ¢, se M, dividisse Un,., , dividiria
2

também 22" 2, absurdo. Assim, pelo Teorema 3.22, M,, é primo.

Por outro lado, se M,, é primo, como D = 12, (%) = (Min) = — (=) =1, logo M, divide

Ui, +1 = Uan, €, como

Vi =Von+2(=2)%" = Vo +2.27%°
My —1 2
=Von +4-2 :V2n+4(ﬁ)zv2n+4 (mod M,,),
pois 2 = 2"t = (2"27)2 (mod M,) (j& sabemos que n deve ser um primo fmpar). Temos

Vo = (14+v3)" +(1—v/3)%" = (1 +3)Met! 4 (1 —/3)Met! que é igual a (1—+v/3)(1+v/3) +
(14+v3)(1 —+3) = —4em K = Z/(M,)[v/3] (pois (Min) = —1) donde V3, = Van +4 =0
(mod M,) e portanto M, | Van1 = 22"°S, 5. Assim, M, divide S, 2, o que conclui nossa

nova demonstracao do critério de Lucas-Lehmer. |

Se N ¢ um primo fmpar e d nio é quadrado médulo N, entdo K = Z/(N)[v/d] é um corpo
finito com N? elementos e portanto existem inteiros a e b tais que z = a + bv/d é uma raiz
primitiva de K. Sejam Z = a — bv/d e, para m € N, U,, = (™ — 7")/2bv/d. Temos Uy = 0,
Uy =1¢Upnio =2aUn1 — (a®> — db*)U,, para todo m € N. Temos ainda b # 0 em K, senao
& pertenceria a Z/(M) C K e ordg « dividiria N — 1. Assim, b e v/d sdo invertiveis em K
e, se P =2a, Q =a®—db? entdo D = P* — 4Q = 4dl? satisfaz (£) = —1. Pela proposicao
3.18, U,11 =0 (mod N). Por outro lado, se m é menor que N + 1, caso N divida U, teriamos
2™ = 7™ em K, donde terfamos em K, (Z/x)™ = 1. Pela proposicao 3.17, T = z%, logo

xWN=Dm — 1 absurdo, pois ordgz = N> —1 = (N — 1)(N +1) > (N — 1)m. Isto fornece

reciprocas para os resultados desta secao.
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Apéndice: Elementos de Teoria dos Numeros

Veremos inicialmente os tépicos basicos de teoria dos nimeros, como divisibilidade, con-

gruéncias e aritmética modulo n.

4 Divisao euclidiana e o teorema fundamental da
aritmética

A divisao euclidiana, ou divisao com resto, é uma das quatro operacoes que toda crianca aprende
na escola. Sua formulagao precisa é: dados a € Z, b € Z* existem ¢,7 € Z com 0 < r < |b| e
a = bq + r. Tais q e r estao unicamente determinados e sao chamados o quociente e resto da
divisao de a por b. Se b > 0 podemos definir ¢ = |a/b] ese b < 0, ¢ = [a/b]; em qualquer caso,
r =a—>bg. O resto r é as vezes denotado por a mod b; definimos @ mod 0 = a. Lembramos que

|z] denota o unico inteiro k tal que k < x < k+1 e [z] o tnico inteiro k tal que k—1 < z < k.

Dados dois inteiros a e b (em geral com b # 0) dizemos que b divide a, ou que a é um
muiltiplo de b, e escrevemos bla, se existir ¢ € Z com a = gb. Se a # 0, também dizemos que b

é um divisor de a. Assim, bla se e somente se a mod b = 0.

Proposicao 1.1: Dados a,b € Z existe um tnico d € N tal que d|a, d|b e, para todo ¢ € N,

se cla e c|b entdo c|d. Além disso existem z,y € Z com d = ax + by.

Esse natural d é chamado o maximo divisor comum, ou mdc, entre a e b. Escrevemos

d = mdc(a, b) ou (se ndo houver possibilidade de confusao) d = (a, b).

Dem: O casoa = b= 0é trivial (temos d = 0). Nos outros casos, seja I(a,b) = {ax+by; x,y €
Z} e seja d = axg + byy o menor elemento positivo de I(a,b). Como d € N*, existem ¢,r € Z
coma=dq+re0<r<d Temosr=a—dq=a(l—qry)+b(—qyo) € I(a,b); comor <de
d é o menor elemento positivo de I(a,b), r = 0 e d|a. Analogamente, d|b. Suponha agora que

cla e c|b; temos c|ax + by para quaisquer valores de = e y donde, em particular, c|d. [ |
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O algoritmo de Euclides para calcular o mdc baseia-se nas seguintes observacoes simples.
Sea=>bg+r, 0<r <b temos (com a notacao da demonstragdo acima) I(a,b) = I(b,r),
donde (a,b) = (b,r). Definindo ag = a, a; = b e a, = api1Gniz + anr2, 0 < apia < apgq (Ou
seja, a0 6 o resto da divisao de a, por a,.1) temos (a,b) = (ag,a1) = (a1,a2) = (as,a3) =
-+« = (an, any1) para qualquer valor de n. Seja N o menor natural para o qual ayy; = 0: temos
(a,b) = (an,0) = ay.

Lema 1.2: Se (a,b) =1 e a|bc entao alc.
Dem: Como (a,b) =1, existem x,y € Z com ax + by = 1, logo alc = acx + bey. [ |

Quando (a,b) = 1 dizemos que a e b sdo primos entre si. Um natural p > 1 é chamado

primo se os unicos divisores positivos de p sao 1 e p. Um natural n > 1 é chamado composto

se admite outros divisores além de 1 e n.

Claramente, se p é primo e p{ a temos (p,a) = 1. Usando o lema anterior e indugao temos

o seguinte resultado:

Coroldrio 1.3: Sejam p um nimero primo e sejam ay, . .. a,, € Z. Se play - - a,, entao p|a;

para algum 7, 1 < i < n.

Estamos agora prontos para enunciar e provar o teorema que diz que todo inteiro admite

fatoracao tnica como produto de primos.

Teorema 1.4: (Teorema fundamental da aritmética) Sejan > 2 um nimero natural. Podemos

escrever n de uma tunica forma como um produto

n=picPm

onde m > 1 é um natural e p; < ... < p,, sao primos.

Dem: Mostramos a existencia da fatoracao por indugao. Se n é primo nao ha o que provar
(escrevemos m = 1, py = n). Se n é composto podemos escrever n = ab, a,b € N, 1 < a < n,
1 < b < n. Por hipétese de inducao, a e b se decompoem como produto de primos. Juntando

as fatoragdes de a e b (e reordenando os fatores) obtemos uma fatoragao de n.

27



Vamos agora mostrar a unicidade, também por indugao. Suponha que

n=p1Pm =1 Qs

compr < .o <Py 1 < oo < . Como pyqy - - - G temos py|g; para algum valor de i, donde,
como ¢; é primo, p; = ¢; € p1 > ¢1. Analogamente temos ¢; < p;, donde p; = ¢;. Mas por
hipotese de inducgao

n/pr=pzPm =@ G
admite uma unica fatoracao, donde m = m’ e p; = ¢; para todo 1. [

Outra forma de escrever a fatoracao é
n = pil PP pi;"’
com p; < -+ < Pm, € > 0. Ainda outra formulacao é escrever
n = 203%5% ... pr ...

onde o produto é tomado sobre todos os primos mas apenas um numero finito de expoentes é

maior do que zero.

Segue deste teorema o outro algoritmo comum para calcular o mdc de dois nimeros: fa-
toramos os dois nimeros e tomamos os fatores comuns com os menores expoentes. Este al-
goritmo é bem menos eficiente do que o de Euclides para inteiros grandes (que em geral nao

sabemos fatorar) mas é instrutivo saber que os dois algoritmos dao o mesmo resultado.
Corolario 1.5: Se (a,n) = (b,n) =1 entao (ab,n) = 1.

Dem: Evidente a partir do algoritmo descrito acima. |
Teorema 1.6: (Euclides) Existem infinitos niimeros primos.

Dem:  Suponha por absurdo que pi,ps, ..., pm fossem todos os primos. O numero N =
P1-P2 -+ Pm+1 > 1 nao seria divisivel por nenhum primo, o que contradiz o teorema fundamental

da aritmética. [ |
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Observe que nao provamos que p; - po--- Py + 1 € primo para algum conjunto finito de
primos (por exemplo, os m primeiros primos). Alids, 2-3-5-7-11-13 +1 = 30031 = 59 - 509,
2:3-5:7T—1=209=11-19,4!+1 =25 =5%e 8! —1 = 40319 = 23- 1753 nao sdo primos. Nao

existe nenhuma férmula simples conhecida que gere sempre niimeros primos. Veja a secao 3.1.

5 Congruéncias

Sejam a,b,n € Z. Dizemos que a é congruente a b médulo n, e escrevemos a = b (mod n), se
n|b —a. Como a congruéncia médulo 0 é a igualdade e quaisquer inteiros sdo congruos médulo

1, em geral estamos interessados em n > 1.
Proposicao 1.7: Para quaisquer a,a’,b,b’,c,n € Z temos:
(a)
1. a=a (mod n);
2. sea =0 (mod n) entdao b = a (mod n);
3. sea=b (mod n) eb=c (mod n) entao a = ¢ (mod n);
4. sea=d (modn)eb="b (modn)entdoa+b=d +0b (modn);
5. se a =d (mod n) entdao —a = —a’ (mod n);
6. sea=d (modn)eb="V (modn)entaoa-b=d b (modn).
Dem: Para o item (a) basta observar que njla —a = 0. Em (b), se n|b — a entao nla — b =
—(b—a). Em (c), se n|b—a e njc—bentdo njc—a = (c—b)+(b—a). Em (d), se n|a’—a en|d/ —b

entao n|(a’+b')—(a+b) = (a'—a)+(b'—b). Em (e), se n|a’—a entdao n|(—a')—(—a) = —(a’—a).
Em (f), se n|la’ — a e n|b/ — b entéo n|a’t/ — ab = d'(V/ — b) + b(a’ — a). |
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Os itens (a), (b) e (c¢) da proposicao acima dizem, nesta ordem, que a relacdo = (mod n)
(‘ser congruo moédulo n”) é uma relacao reflexiva, simétrica e transitiva. Relagoes satis-
fazendo estas trés propriedades sao chamadas relacoes de equivaléncia. Dada uma relagao de
equivaléncia ~ sobre um conjunto X e um elemento z € X definimos a classe de equivaléncia
T de x como

T={yecXly~uz}

observe que x ~ y se e somente se T = 7. As classes de equivaléncia formam uma particao de
X, i.e., uma colecao de subconjuntos nao vazios e disjuntos de X cuja uniao é X. O conjunto
{Z|x € X} das classes de equivaléncia é chamado o quociente de X pela relagao de equivaléncia

~ e é denotado por X/ ~.

Aplicando esta construgao geral ao nosso caso, definimos o quociente Z/(= (mod n)),
chamado por simplicidade de notagao de Z/(n), Z/nZ ou as vezes Z,. Dado a € Z, a defini¢ao
de @ como um subconjunto de Z raramente sera importante: o importante é sabermos que
@ = a’ se e somente se a = @’ (mod n). Se n > 0, a divisdo euclidiana diz que todo inteiro a
é congruo a um unico inteiro a’ com 0 < a’ < n; podemos reescrever este fato na nosso nova
linguagem como

Z/(n)={0,1,...,n—1}.
Quando nao houver possibilidade de confusao omitiremos as barras e chamaremos os elementos
de Z/(n) simplesmente de 0,1,...,n — 1.

Os itens (d), (e) e (f) da proposigao dizem que as operagoes de soma, diferenca e produto
sao compativeis com a relacao de congruéncia. E esta propriedade que torna congruéncias tao

uteis, nos possibilitando fazer contas médulo n. Podemos por exemplo escrever

196883 =1-10°+9-10*+6-103+8-10*>+8- 10" + 3 - 10°
=1-1°+9-1*+6-1>+8-12+8-1'+3-1°

—14+9+6+8+8+3
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ja que 10 =1 (mod 9) (mostrando assim porque funciona o conhecido critério de divisibilidade
por 9). Uma formulagdo mais abstrata da mesma idéia é dizer que as operagoes + e - passam

ao quociente, i.e., que podemos definir

+:2Z/(n) X Z/(n) = Z/(n),  -:Z[/(n) xZL/(n) = Z[(n)

pora+b=a+bea-b=a-b A divida & primeira vista seria se a escolha de a e b nao

b'. Os itens (d)

afeta a resposta: afinal existem infinitos inteiros @’ e b com @ = a’ e b

e (f) da proposicao sdo exatamente o que precisamos: eles nos dizem que nestas condigoes

a+b=d+Vea-b=d- V.
Proposicao 1.8:  Sejam a,n € Z, n > 0. Entao existe b € Z com ab = 1 (mod n) se e

somente se (a,n) = 1.

Dem: Se ab = 1 (mod n) temos nk = 1 — ab para algum k, donde (a,n)lab+ nk = 1 e
(a,n) =1. Se (a,n) =1 temos ax + ny = 1 para certos inteiros = e y, donde ax =1 (mod n).

Dizemos portanto que a é invertivel médulo n quando (a,n) = 1 e chamamos b com ab = 1
(mod n) de inverso de a médulo n. O inverso é sempre tnico médulo n: se ab = all =

(mod n) temos b = ab® = abl/ = ¥ (mod n).
Coroldrio 1.9: Se (a,n) =1 eab=ab (mod n) entao b =¥ (mod n).
Dem: Basta escrever b = abc = ab'c = b (mod n) onde ¢ é o inverso de a médulo n. |

Definimos (Z/(n))* C Z/(n) por

(Z/(n))" =A{@; (a,n) = 1}.

Observe que o produto de elementos de (Z/(n))* é sempre um elemento de (Z/(n))* (corolario

1.5).

Teorema 1.10: (Teorema Chinés dos restos) Se (m,n) = 1 entao

f:Z/(mn)—Z/(m) xZ/(n)



é uma bije¢ao. Além disso, a imagem por f de (Z/(mn))* é (Z/(m))* x (Z/(n))*.
Note que cada @ na definicao de f é tomado em relagdo a um maédulo diferente. A funcao

estd bem definida pois @ mod mn determina a mod m e a mod n.

Dem: Como Z/(mn) e Z/(m) x Z/(n) tém mn elementos cada, para provar que f é bijetiva
basta verificar que f é injetiva. E, de fato, se a = @’ (mod m) e a = o (mod n) entdo
m|(a — d’) e n|(a — @), donde mn|(a — a’) e a = a’ (mod mn). A imagem de (Z/(mn))* é
(Z/(m))* x (Z/(n))* pois (a,mn) = 1 se e somente se (a,m) = (a,n) = 1. |

Dados inteiros my, ma, . .., m,, dizemos que estes inteiros sdo primos entre si se (m;, m;) =1
para quaiquer ¢ # j.

Corolario 1.11: Se mq,ms, ..., m, sao inteiros primos entre si. Entao

frz/(mumy---my) = Z/(ma) X Z/(ma) - -- Z/(m,)

a— (a,a,...,a)

é uma bijecao.
Dem: Basta aplicar o teorema anterior r vezes. [

A aplicagdo mais comum deste teorema é para garantir que existe a com a = a; (mod m;)

onde a; sao inteiros dados quaisquer.

6 A funcao de Euler e o pequeno teorema de Fermat

Definimos ¢(n) = [(Z/(n))*| (onde |X| denota o nimero de elementos de X). A funcao ¢ é
conhecida como a fun¢ao de Euler. Temos ¢(1) = ¢(2) =1, e, paran > 2, 1 < p(n) < n. Se
p é primo, ¢(p) = p — 1; mais geralmente ¢(p*) = p* — p*~! pois (a, p¥) = 1 se e somente se a
nao ¢ miltiplo de p e ha p*~! multiplos de p no intervalo 0 < a < p*.

Dizemos que os n numeros inteiros aq, as, . .., a, formam um sistema completo de residuos

(ou s.c.r.) médulo n se {ay,az,...a,} = Z/(n), isto é, se os a; representam todas as classes de
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congruéncia médulo n. Por exemplo, 0, 1, 2, ...n — 1 formam um s.c.r. médulo n. Equivalen-
temente, podemos dizer que ay, as, ..., a, formam um s.c.r. médulo n se e somente se a; = a;
(mod n) implicar ¢ = j. Os ¢(n) nimeros inteiros by, by, .. ., by formam um sistema completo

de invertiveis (s.c.i.) médulo n se

{b1,b2, - bpmy} = (Z/ (),

isto é, se os b; representam todas as classes de congruéncias invertiveis modulo n. Também
equivalentemente, by, b, ..., by, formam um s.c.i. médulo n se e somente se (b;,n) = 1 para

todo i e a; = a; (mod n) implicar i = j.

Proposicao 1.12: Sejam q,r,n € Z, n > 0, q invertivel médulo n, aq,as,...,a, um S.c.r.
modulo n e by, by, ..., by um s.c.i. médulo n. Entao qay +1,qaz +7,...,qa, + 7 formam um

s.c.r. moédulo n e qby, gbs, ...qbyn) formam um s.c.i. médulo n.

Dem: Se ga; +r = qa; +r (mod n) entdo n|g(a; — a;) e a; = a; (mod n), donde i = j; com

isto provamos que qa; + r,qas + 1, ..., qa, + r formam um s.c.r..

Como (g, n) = (b;,n) = 1, temos (gb;,n) = 1. Por outro lado, se ¢b; = gb; (mod n) temos

b; = b; (mod n) (como no paragrafo anterior) e ¢ = j. Isto conclui a demonstragao. |
Teorema 1.13: (Euler) Sejam a,n € Z, n > 0, tais que (a,n) = 1. Entao a*™ =1 (mod n).
Dem: Seja
bi,ba, ... by
um s.c.i. médulo n. Pela proposigao anterior,
aby, aby, . . . aby()
também formam um s.c.i. médulo n. Assim,
bi-by- - bymy = aby - aby - - - abypy (mod n)

pois modulo n os dois lados tém os mesmos fatores a menos de permutagao. Mas isto pode ser
reescrito como

a‘P(”)(bl by b)) =1+ (by - by byy)  (mod n)

e pelo corolario 1.9 isto implica a®™ =1 (mod n). |
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Corolario 1.14: (Pequeno Teorema de Fermat) Se p é primo entao, para todo inteiro a,
a? = a (mod p).

Dem: Se pla, entdao a? = a =0 (mod p). Caso contrério, ¢(p) =p — 1, a?' =1 (mod p) e
novamente a? = a (mod p). |

Outra demonstragao do pequeno teorema de Fermat é por indugao em a usando o bindémio

de Newton e algumas propriedades de niimeros binomiais. Se 0 < ¢ < p temos

(f?) = —0 (modp)

i il(p —)!
pois ha um fator p no numerador que nao pode ser cancelado com nada que apareca no de-
nominador. Os casos a =0 e a = 1 do teorema sao triviais. Supondo véalido o teorema para a,

temos

(a+1)p=ap+<];>ap1+~-~+(pfl>a+1

e a inducgao esta completa.
Corolario 1.15:  Se (m,n) =1 entao p(mn) = p(m)p(n).

Dem: Construimos uma bijecao entre (Z/(mn))* e (Z/(m))* x (Z/(n))*, o que garante que

estes conjuntos tém o mesmo nimero de elementos. [
Corolario 1.16: Se

n=prps Py
compy < ps < ...<pmee; >0 para todo i entao

e1—1 e ea—1 em—1

o(n) = (py* — o0 )W —py ) - (o — P )

(2022

Dem: Isto segue da férmula que j& vimos para ¢(p©) e do corolédrio anterior. [
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Em particular, se n > 2 entao ¢(n) é par.

Mais adiante estudaremos equagoes do segundo grau em Z/(p); vejamos desde ja um pequeno
resultado deste tipo que garante que os tnicos a que sao seus proprios inversos modulo p sao 1
e —1.

Lema 1.17: Se p é primo entao as tnicas solugoes de x> = 1 em Z/(p) sao 1 e —1. Em

particular,se x € (Z/(p))* — {1, —1} entao x~' # x em Z/(p).

Dem: Podemos reescrever a equacao como (z —1)(z+1) = 0, o que torna o resultado trivial.

[
Teorema 1.18: (Wilson) Sejan > 4. Entao (n—1)! = —1 (mod n) sen é primoe (n—1)! =0
(mod n) se n é composto.
Dem: Se n é composto mas nao ¢ o quadrado de um primo podemos escrever n = ab com
1 < a < b < n: neste caso tanto a quanto b aparecem em (n — 1)l e (n — 1)! = 0 (mod n).
Sen = p% p > 2, entdo p e 2p aparecem em (n — 1)! e novamente (n — 1)! = 0 (mod n); isto

demonstra que para todo n composto, n > 4, temos (n — 1)! =0 (mod n).

Se n é primo podemos escrever (n— 1) = —(2-3---n—2) (mod n); mas pelo lema anterior
podemos juntar os inversos aos pares no produto do lado direito, donde (n—1)! = —1 (mod n).
|

7 Ordens e raizes primitivas

Dados n,a € Z comn > 0 e (a,n) = 1, definimos a ordem de a médulo n, denotada por ord,, a,
como sendo o menor inteiro positivo ¢ com a* =1 (mod n). Analogamente, se K for um corpo
finito e a € K, a # 0, definimos a ordem de a em K, denotada por ordg a, como sendo o menor
inteiro positivo ¢ com a' =1 € K; temos ord, a = ordgz ) a.

Claramente a¢ = a¢ (mod n) se e somente se ¢ = ¢/ (mod ord, a); pelo teorema de Euler,

ord,, alp(n).
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Dizemos que a é uma raiz primitiva médulo n se ord, a = ¢(n). Analogamente, dizemos
que a é uma raiz primitiva em K se ordga = ¢ — 1, onde ¢ = |K| é o numero de elementos
de K. Por exemplo, 2 é raiz primitiva médulo 5 mas 2 nao é raiz primitiva médulo 7 (23 = 1
(mod 7)). Também é facil verificar que nao existe raiz primitiva médulo 8 pois se = é impar

entdao #2 =1 (mod 8). Podemos também dizer que a é raiz primitiva se a funcao

Z/(p(n)) — (Z/(n))*

r—a”

ou

Z/(qg—1) = K*

r—a’

¢ injetora. Como o dominio e contradominio sao conjuntos finitos com o mesmo nimero de
elementos, a funcao é injetora se e somente se ela é sobrejetora. Podemos assim dizer que a ¢é
uma raiz primitiva médulo n se e somente se para todo b € (Z/(n))* (ou para todo b € K*)

existe r com a” = b.

Um coroléario desta caracterizacao de raizes primitivas é que se a é raiz primitiva médulo n
e m|n entao a é raiz primitiva médulo m. O objetivo da préxima segao é caracterizar os valores
de n para os quais existe uma raiz primitiva médulo n. Nesta secao mostraremos que todo
corpo finito admite raiz primitiva; em particular existe raiz primitiva moédulo p para qualquer

primo p.
Precisamos primeiro de uma versao do pequeno teorema de Fermat para corpos finitos:
Teorema 2.9: Se K é um corpo finito e ¢ = |K| entdo a? — a = 0 para todo a € K.

Dem: Se a = 0 o teorema vale; vamos supor a partir de agora a # 0. Sejam by, ...b,_1 0s
elementos nao nulos de K. Os elementos ab, ...ab,_1 sao todos nao nulos e distintos, logo sao

0s proprios by, ...b,_1, apenas permutados. Assim

b1 . bg cee bq—l = (abl)(abg) cee (abq_l)
= aq—l(bl by bq—l)
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eal ! =1. m

Segue deste teorema que ordg alg — 1, analogamente ao que ji sabiamos para Z/(n). A

partir do que vimos sobre polinomios temos também que
2 —rx=x(x—0b) - (r—by1)

em Klz].
Teorema 2.10: Se K é um corpo finito entao existe raiz primitiva em K.

Dem: Seja d um divisor de ¢ — 1: definimos N(d) como o nimero de elementos de K* de
ordem d. Claramente >,  N(d) =¢—1.

Se N(d) > 0, seja az um elemento de K com ordy ag = d: os elementos 1, aq, a2, . . . aj’l Sao0

raizes do polindémio ¢ — 1 = 0. Como este polindomio tem no méximo d raizes, estas sao todas
as raizes. Assim, os elementos de K de ordem d s@o precisamente alj, r € (Z/(d))*. Assim os
tinicos valores possiveis para N(d) sao 0 e ¢(d). Mas como >, N(d) =>2,, ;1 ¢(d) =q—1,
temos N(d) = ¢(d) para todo d|¢g — 1. Em particular N(¢ — 1) > 0 e existem raizes primitivas.

[

Apesar de existirem raizes primitivas modulo p para todo primo p nao existe uma férmula
simples para obter uma raiz primitiva. Por outro lado, conjectura-se que todo inteiro que nao

é um quadrado é raiz primitiva para infinitos valores de p (conjectura de Artin).

Coroldrio 2.11: Dados z € K* e um inteiro positivo k existe y € K* com y* = x se e

somente se gla~Y/mde(ka=1) — 1 onde ¢ = |K]|.

Dem: Se z = y* entdo gla—/mdetha1) — (ya-1)k/mde(ka=1) — 1 pois y?~! = 1. Suponha
agora que g(9~1)/mde(ka=1) — 1 Sejam @ uma raiz primitiva de K e r € Z com = = a’.
Temos (q")@~V/mde(ka=1) — 1 donde mdc(k,q — 1) | 7 e portanto existem inteiros u,v com
ku+ (¢ —1)v =r. Assim v = " = a*+@=Dv = (g¥)k . (a771)" = y* onde y = a®. |
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8 A lei da reciprocidade quadratica

A lei de Gauss de reciprocidade quadratica afirma que se p e ¢ sao primos ha uma relacao direta
entre p ser quadrado modulo ¢ e ¢ ser quadrado mdédulo p. Este teorema fornece um rapido

algoritmo para determinar se a é quadrado médulo p onde a é um inteiro e p um nimero primo.

Definicao 2.16: Seja p um primo e a um inteiro. Definimos o simbolo de Lagrange (%) por

(

0 se p divide a
a
(]—?) =4 —1 sea nao é quadrado médulo p
1 se pta ea é quadrado médulo p.

\

Proposicao 2.17: Seja p um primo impar e a € Z tal que p 1 a. Entao (%) =a"z7 (mod p).

Dem: Sabemos que se p { a entao a?~! = 1 (mod p), ou seja, XP~1 — 1 tem como raizes
1,2,...,p— 1 em Z/(p). Por outro lado, XP~! — 1 = (XPT_1 — 1)(XPT_1 +1). Se existe b € Z
tal que a = b? (mod p) entdo az = b~ = 1 (mod p); ou seja, (%) —1=d"7 (mod p).

Como X? = Y? (mod p) & X = £Y (mod p), hd pelo menos 21 quadrados em (Z/(p))*,

logo os quadrados sao exatamente as raizes de X "7 —lemZ /(p), donde os nao quadrados sao
exatamente as rafzes de X "2 + 1, ou seja, se (]%) = —1 entdo b'z = —1 (mod p). |
Corolario 2.18: Se p é primo impar entao (_71) = (—1)pT_1.

Vamos agora reinterpretar a Proposi¢ao 1. Seja a € (Z/(p))*. Para cada j = 1,2,..., ;%1
escrevemos a - j como g;m; com ¢; € {—1,1} e m; € {1,2,..., 51}, Se m; # m; temos
a-i=a-joua-t= —a-j;a primeira possibilidade implica ¢ = j e a segunda é impossivel.

38



Assim, se i # j temos m; # m; donde {my, mo, ... ,m%} ={1,2,..., 51}, Assim

1.2 5=
£1&2 Ep—11N71 - My mpT—l
= 1
1.2...21
=¢e169-+-€p-1 (mod p) (1)

donde (%) = €1€2...€p-1, pois ambos pertencem a {—1,1}. Assim, (2) = (—1)" onde m é o
2
nimero de elementos j de {1,2,..., pT_l} tais que €; = —1. Como primeira conseqiiéncia deste

fato temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.19: Se p é um primo impar entao

9 2 1, sep=41 (mod ),

P -1, sep=43 (mod 8).

Dem: Sep =1 (mod 4), digamos p = 4k + 1, temos ”%1 =2k. Como 1 <25 < p%l para

j<kelr <2j<p—1parak+1<;<2k, temos

a 1, sep=1 (mod8),
()= (-1 = Pl el

P —1, sep=5 (mod 8).

Se p = 3 (mod 4), digamos p = 4k + 3, temos ’%1 =2k + 1. Paral < j < k temos

. 1 . -1 .
1<2j<P-eparak+1<j<2k+1 temos 5= <25 < p—1, donde

(a> (1) = —1, sep=3 (mod 38),
P 1, sep=7 (mod8).
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Teorema 2.20: (Lei de reciprocidade quadrética) Sejam p e g primos impares. Entao (§) =

—1)-D(@-1)/4(q

(=)t DU,

Dem: Na notacao acima, com a = ¢, para cada j € P, onde
P={1,2,...,(p—1)/2},

temos que €, = —1 se e s0 se existe y € Z tal que —(p —1)/2 < qj —py < 0. Tal y deve
pertencer a (2, onde

Q={1,2,...,(¢—1)/2}.
Assim, temos que (£) = (—1)™ onde m = [X] e

X={(z,y) e PxQ[—-(p—1)/2 < qz —py < 0};
note que ¢z — py nunca assume o valor 0. Analogamente, (£) = (—1)", onde n = |[Y] e
V={(z,y) e PxQ|0<qr—py<(¢-1)/2}.
Dai segue que (£)(%) = (=1)* onde k = m +n = |Z| onde
Z={(z,y) e PxQ|—(p—1)/2<qz—py <(¢—1)/2}
pois gx — py nunca assume o valor 0. Temos k = |C| — |A| — |B| onde C = P x @Q,

A={(r,y) €C|gr —py < —(p—1)/2},

B={(zr,y) € C|qx—py>(¢—1)/2}.

Como |C] = (p — 1)(¢ — 1)/4, basta mostrar que |A| = |B|. Mas f : C — C definida por
fx,y) =(((p+1)/2) —x,((¢+1)/2) — y) define uma bijecao entre A e B. |

9 Extensoes quadraticas de corpos finitos

Sejam p primo e d um inteiro que ndo seja quadrado perfeito. O anel (Z/(p))[v/d] é o conjunto

{a+bd, a,beZ/(p)}
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onde

(a+0Vd) + (a+bVd) = (a+a)+ (b+D)Vd
(a4 bVd)(@+ bVd) = (ad + dbb) + (ab + ab)Vd.

Por definicao,

a—i—b\/c_Z:EL—i-I;\/E@a:&,b b.

Como grupo aditivo, (Z/(p))[Vd] = Z/(p) x Z/(p). Vamos investigar a estrutura multiplicativa
de (Z/(p))[V/d]. Observemos inicialmente que, se d é um quadrado médulo p entéo (Z/(p))[V/d]
nao pode ser um corpo, pois se a?> = d em Z/(p) entdo (a + vd)(a —/d) = 0 em (Z/(p))[V/d].
A préxima proposigao é uma reciproca deste fato:
Proposigao 2.21: Se (%) — —1 entao (Z/(p))[v/d] é um corpo.
Dem: De fato, se (a,b) # (0,0), (a + b0vV/d)~! = (a — b/d)/(a® — db?). Temos que a® — db? €
(Z/(p))*, pois d nao é quadrado mod p, logo, se b # 0, a* — db* = 0, que equivale a d = (a/b)?
seria uma contradigao e, se b =0, a? — db* = a* # 0 pois (a,b) # (0,0) = a # 0= a®> # 0.

|
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