MAPLE E.D.O E MODELOS MATEMATICOS

AULA N° 1.

INTRODUCAO

O Maple V ¢ um software capaz de resolver problemas em diversos ramos da
matematica. Dentro dos recursos disponiveis, temos o Célculo Diferencial e Integral, bem
como Graficos de 2 e 3 dimensdes. Este material tem como finalidade apresentar ao aluno
conceitos iniciais deste aplicativo para servir de subsidio para os alunos que ja estudaram
Equagdes Diferenciais. Apresentaremos os principais comandos para resolugdo de equacdes
diferenciais dando solugdes exatas e graficas. Daremos também, a resolugdo através do
Maple, para alguns Modelos Matematicos sejam eles: Decaimento Radioativo,
Resfriamento de Newton, Crescimento Populacional, Taxas de Variacao, Circuito Elétricos,
Modelos Geométricos entre outros.

CONCEITOS INICIAIS

Uma linha de comando do MAPLE ¢ caracterizada por > (prompt)
>

Ao final de cada linha de comando escrita no MAPLE devemos sempre colocar: (dois
pontos) e teclar ente, neste caso o Maple executa o comando, ou colocar; (ponto e virgula)
e teclar enter e neste caso o Maple executa e exibe o resultado do comando.

Para as operagdes devem ser utilizados os simbolos:

+ (soma), - (diferenca),* (produto),/ (divisdo), “(poténcia), x(m/n)(para raiz n-ésima de x
elevado a m-ésima poténcia), sqrt(x) (raiz quadrada de x), = (igual), <(menor),> (maior),
<=(menor ou igual), >= (maior ou igual), <>(diferente).

O namero e ¢ representado por exp(1) e o nimero pi € representado por Pi.

Usa-se:= para se definir uma expressao.

PACOTES

Alguns comandos do Maple sdo de uso especifico e por isto sdo agrupados em
pacotes . Para disponibilizar estes comandos é preciso carregar o pacote que ¢ feito com o
comando with . Pode-se carregar mais de um pacote em uma mesma aplicacdo. Faremos
uso nesta apostila dos seguintes pacotes:



> with(DEtools):
> with(plots):
> with(student):

Ou usando; no final de cada pacote que exibe o resultado.

COMANDOS MAIS USADOS PARA RESOLUCAO DE EQUACOES
DIFERENCIAIS

> dsolve(ode);

> dsolve(ode,y(x),extra_args);

> dsolve({ode,ICs},y(x),extra_args)

> dsolve({sysODE,ICs},{funcs},extra_args)

Os parametros tem os seguintes significados:

ode- uma equacao diferencial ordinaria

y(x)- qualquer fun¢do indeterminada de uma variavel

ICs- condigdes iniciais de uma equagao diferencial

{sysODE}- um conjunto com um sistema de equa¢des diferenciais ordinarias

{funcs}-um conjunto com fung¢des indeterminadas

extra_args- opcional, dependendo do tipo de problema a ser resolvido, como por exemplo:
"implicit"-quando se deseja a solugdo na forma implicita

"explicit"- quando se deseja a solugdo na forma explicita.

> dsolve ¢ capaz de resolver diferentes tipos de problemas de E.D.O que incluem desde
simples equagdes como sistemas de equagdes diferenciais, envolvendo ou nao condigdes
iniciais, bem como solu¢des numéricas dentre as quais estudaremos solugdes por séries,
alem de solugdes usando transformadas de Laplace e de Fourier.

> DEplot(deqns, vars, trange, inits):

DEplot - este comando traga as curvas solu¢ao de uma EDO de primeira ordem ou de um

sistema de equagdes de primeira ordem.
inits - condi¢do inicial para o tragado de curvas solu¢ao num campo direcional.

OUTROS COMANDOS

rhs - Expressa o lado direito da expressao

Exemplo:



> with(DEtools):
> e:=y=a*x"2+b;

g :=y:czx2+b
> rhs(e);
ax2+b

diff(f(x),x) - Encontra a 1* derivada de uma funcao f(x).

Exemplo:
> diff(cos(x),x);
—si(x)
Diff(f(x),x) - visualiza a expressao.
Exemplo:
> Diff(cos(x),x);
a cos(x)

isolate - isola uma subexpressao no lado esquerdo da equagao.

Exemplo:

> readlib(isolate):
> isolate(x*2-3*x-5,x"2);

x2 =3x+53
> isolate(4*x*sin(x)=3,sin(x));

sin(x):dl—;

separablesol - Encontra a solu¢do de uma EDO a varidveis separaveis de 1* ordem.
Exemplo:
> g:=tA 2% (z(t)+1)+z(£) A 2* (t-1)*diff(z(t),t)=0;

_.2 2 g
=i (=) + 4+ (i - 1) aﬁz{ﬁ}}:ﬂ

> separablesol(g,z(t));
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impliciplot - para tragado de grafico na forma implicita.

Exemplo:
> with(plots):
> implicitplot3d(z=x"2+y”"2,x=-3..3,y=-3..3,2=0..6);

OBSERVACAO :

Se ao final dos comandos plot ou implicitplot colocarmos:
color=cor(altera a cor do grafico para a cor especificada)

title= 'nome'(escreve o nome do grafico)

scaling=constrained(coloca escalas iguais nos eixos horizontal e vertical)

Exemplo:

> with(plots):
> implicitplot(x*2+y”2=1,x=-3..3,y=-3..3,color=blue,title="modelo');
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simplify - simplifica a expressao.
Exemplo:

> simplify(4"(1/2)+3);

> simplify(sin(x)”2+cos(x)"2);

unapply - expressa uma fun¢ao de R em R.
Exemplo:

> p:=x"2+sin(x)+1;

J :=J':2 +emn(xi+1
> f:=unapply(p,x);

f=x —}x2+sin{x}+1
> i =x"2+y"3+1;

g = x2 +y3 +1
> t:=unapply(q,x);
=% —>x2+y3+ 1

showtangent - grafico da fun¢ao e da reta tangente.

Exemplo:

> with(student):
> showtangent(x”2+5,x=2);
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evalf - converte uma expressao numérica exata em um numero decimal.
Exemplo:

> evalf(Pi);
3141592654

> int(exp(x”3),x=0..1);

> evalf(%);
1.341904418

fsolve - resolve uma expressao dando o resultado na forma decimal.

Exemplo:

> q:=3*x"4-16*x"3-3*x"2+13*x+16;
3

g=3x 16 —3x°+13x+16
> fsolve(q,x,1..2);
1.324717957
display - executa uma lista de plotagem.

Exemplo:
> F:=plot(cos(x),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi,style=line):

> G:=plot(tan(x),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi,style=point):
> display({F,G},axes=boxed,scaling=constrained,title='cosine and tangent');



Veremos a seguir alguns exemplos que mostram como usar o comando dselve na solucao
de simples equagdes diferenciais.

Exemplos:
Resolver as seguintes equacdes diferenciais ordinarias:
Exemplo 1:

> g:=2*y(x)/(1-x"2);

- vix)

1-x 2

> ode:=diff(y(x),x)=g;
a x
ode = —vwix)=2 )
ax 2
1-=x

> ansl:=dsolve(ode);

CTix T

anzl =y(xi=

x—1 xr—1

> je:=y(0)=y0;
ic =30 =y
> soln:=dsolve({ode,ic},y(x));
0 x £
sofn =vix)l=— z _ 2
xr—1 -1
> phi:=rhs(soln);
yox yi
p=— -

x—1 =zx-1
> plot({subs(yﬂg-dl_,phi),subs(y0=-3,phi)},x=1..10);

324
a0
287
25
245
224
204
181
16
149
124
104
B_
B4
44
vk




Exemplo 2:

> h:=y(x)*In(y(x))/sin(x);
o TR0
sl x )
> edo:=diff(y(x),x)=h;
y(x) In(y(x))

a
do = =
aede axff(xj sin(x)
> ans2:=dsolve(edo);

s, i
ansd =yix)= .3.('3' cse(x)— e cot(x))

> ic:=y(Pi/2)=exp(1);
1
ol = | =
ic 3{2 J e

0 0
ol = y(x) = E(e csclx)— e cot(x))

> soln:=dsolve({edo,ic},y(x));

> cal:=rhs(soln);
(ceclx)—cot(x))
=p

cal

> plot(cal,x=-1..1);
1.6
1.4

1.2

0.8

0.6

. a d — — 1
Exercicio 1: Encontre a solucdo geral da equagao b x-l

dx x+4y(x)—6



Exercicio 2: Resolva a EDO x+ y'y =0, para y(0) = y, .Represente graficamente para
¥o=4 yp=21 para —4=x=06

Vejamos a seguir os comandos usados no tragado de campos direcionais de equacdes
diferenciais e sistemas de equagdes diferenciais.

dfieldplot - traca campos direcionais

Exemplos:
Ex.1.
> with(plots):
> with(DEtools):
> fi=-y/x;
F
f=-=
x
> ode:=diff(y(x),x)=f;
ode =—vwix)=—
x
> dfieldplot(ode,y(x),x=-1..5,y=-1..6);
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Ex.2:
> gi=-x/y;

> odel:=diff(y(x),x)=g;
& x
adel = —vwixli=——
&x v
> dfieldplot(odel,y(x),x=-2..5,y=-2..5);
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dfieldplot(odel,y(x),x

> display({p1,p2});

Vamos tragar as curvas solugdes:

> inits:={[-2,0.5],[1,3]}:
> pl:=DEplot(odel,y(x),x

> p2:
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dy
dx

Apresentaremos a seguir, as solucdes, através do Maple, para alguns Modelos

Trace o campo direcional e esboce as curvas solugdes para
Matematicos.

> with(plots):
> with(student):

Exercicio 1:



> with(DEtools):
Exemplo 1.
Encontre a equacdo da curva sabendo-se que a inclina¢do da reta tangente num ponto
-2
qualquer ¢é -
> odel.1:=diff(y(x),x)=-2*x/y(x);
dell 0 (x)=-2 a
ocde .—axjrx = o)
> eql:=separablesol(odel.1,y(x));
L2, .2
ggl = {Ey(x) +x = _C4}

> implicitplot({1/2*y”2+x"2 =1,1/2*y"2+x"2 =30,1/2*y"2+x"2 =3,1/2*y(x)"2+x"2
=8,1/2%y(x)"2+x"2 =13},x=-10..10,y=-10..10,color=blue,scaling=constrained);
=

Exercicio 1:

Determine a equacdo da curva sabendo-se que a 2* derivada em cada ponto (x; y) € igual a
1/x*. Sabe-se ainda que a curva passa pelo ponto (2 ; 4) e a equagdo da reta tangente neste
ponto € 2y = 3x + 2.

Exemplo 2:

A aceleragdo de uma particula é diretamente proporcional ao tempo t. Para t = 0 seg. a
velocidade da particula ¢ v = 9 m/s. Sabendo-se que ambas, velocidade e coordenada de
posicdo sdo iguais a zero quando t = 3s, escreva a equacdo do movimento para a particula.
> eq3:=diff(v(t),t)=k*t;

&
d=—wt) =kt
eqd =2 viE)
> eq3.1:=dsolve({eq3,v(0)=9},v(t));



1. 2
egil =wiii= Eﬁ'c.t + 9

> solve(subs(v(t)=0,t=3,eq3.1),{k});
(k=-2)
> eq3.2:=subs(%,eq3.1);

gl =wit)= —52 + 49
> phi:=rhs(eq3.2);

b=—t°t0

> eq3.3:=diff(x(t),t)=phi;
33 2 2 9
= £y=—t"+
2 o ()
> eq3.4:=dsolve({eq3.3,x(0)=3},x(t));

1
egid :=X(£}:—§£3+9£+3

> x(t):=rhs(%);
13
X(ﬁ):—g.ﬁ +9:+3

> plot(x(t),t=-10..10,view=[-50..50,-50..50]);
40
20

0 -8 -EU: 2 4, 8 10
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Exemplo 3:

Uma importante ferramenta na pesquisa arqueoldgica ¢ a determinagdo da idade por radio-
carbono. Este ¢ um modo de se determinar a idade de ossos humanos, plantas ou artefatos.
O procedimento foi desenvolvido por W. Libby (1908-1980), no inicio dos anos 50 e lhe
deu o premio Nobel de Quimica em 1960. A determinacao de idade por radio carbono esta
baseada no fato de que alguns restos (madeira, 0ssos, plantas) contém quantidades residuais
de carbono 14- Cl14, isotopo radioativo do carbono. Este isotopo ¢ acumulado durante a
vida e comeca a decair com a sua morte. A meia vida de um is6topo radioativo significa o
tempo em que a metade da quantidade original se decompde. Como a meia vida do carbono



14 ¢ longa, aproximadamente 5745 anos, quantidades mensuraveis de carbono 14 estdo
presentes apOs milhares de anos. Libby mostrou que, se aproximadamente 0,002 ou mais da
quantidade original ainda estdo presentes, entdo pode-se determinar precisamente a
proporcao da quantidade original de carbono 14 que resta, por dosagem de laboratdrio
adequada.

Em outros termos:

Se Q(t) ¢ a quantidade de C14 no tempo t ¢ QO ¢ a quantidade original, entdo a razao

Q(1/QO
podera ser determinada, desde que esta quantidade ndo seja tdo pequena.
a) Supondo que Q(t) satisfaga a equacao dQ/dt = kQ, determine a constante k, de
decaimento, para o carbono 14.
b) Encontre a expressao Q(t) em qualquer tempo t, se Q(0)= QO.
¢) Suponha que se descubram certos restos arqueologicos em que a quantidade residual de
C14 seja 20% da quantidade original. Determine a idade desses restos.

Solucao:

> eqS:=diff(Q(t),t)=k*Q(t);
mi=%thkQ&)

> eq5.1:=dsolve(eq5,Q(t));

egidl = Q1= 1 e(k 2

> eval(solve(subs(Q(t)=Q][0],t=0,eq5.1),{ C1}));
(_Cl=0y}
> eq5.2:=subs(%,eq5.1);

(k)
eqid = Qi) = QD e

> solve(subs(Q(t)=Q[0]/2,t=5745,eq5.2),{k});

1
te=- o (2)}

1
(‘ﬁlﬂ@-ﬁ]
egad = Qi) = QD e

> solve(subs(Q(t)=0.2*Q|[0],eq5.3),{t});
{£= 13332476581}

1
[_ 5745 ") ﬁ]
soln = QD e

> eq5.3:=subs(%,eq5.2);

> soln:=rhs(eq5.3);



>
plot({subs(Q[0]=6,s0ln),subs(Q[0]=.9,s0ln),subs(Q[0]=2,s0ln),subs(Q[0]=.5,s0In),subs(
Q[0]=-.6,s0ln),subs(Q[0]=1.5,s0In),subs(Q[0]=3,s0In)},t=-10000..10000);

o000 A0 IoE—2t 3 i 00, BO00 5000 100

Exercicio 2:

Num castelo inglés existe uma velha mesa redonda de madeira que muitos afirmam ser a
famosa Téavola Redonda do rei Arthur. Por meio de um contador Geiger (instrumento que
mede a radioatividade) constatou-se que a massa M existente na mesa, no ano de 1999, ¢
0,894 vezes a massa M0 de C!4 que existe num pedago de madeira viva com 0 mesmo peso
da mesa. MO ¢ também a massa de C!4 que existia na mesa quando esta foi feita ha t anos.
A mesa pode ser a famosa Tavola Redonda?

Exemplo 4:

Uma certa cidade tinha uma populagdo de 25.000 habitantes em1970 e, uma populagio de
30.000 em 1980. Assumindo que sua populagdo continuara a crescer exponencialmente a
uma taxa constante, que populacdo podem seus planejadores urbanos esperar para o ano
20107

> eq7:=diff(P(t),t)=a*P(t);
egl = %P(.ﬁj =a P(i)

> eq7.1:=dsolve({eq7,P(0)=25000},P(t));

(af)
g7l =P{f1= 25000 e

> solve(subs(P(t)=30000,t=10,eq7.1),{a});

1 (6
fa=""ln _|}

el

g2 =P#)= 25000 e

> eq7.2:=subs(%.,eq7.1);

> subs(t=40,eq7.2);



f
(2
Pid0y= 25000 e
> evalf(%);
P40y = 51840

> P:=t->25000*exp(1/10*In(6/5)*t);

F=¢—=20000e
> plot(P(t),t=0..100);
14DDDD;
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Exemplo 5:

Conhecemos de observacdes experimentais que a temperatura superficial de um objeto
varia numa taxa proporcional a diferenca entre a temperatura do objeto a do meio ambiente.
Esta ¢ a lei de resfriamento de Newton. Portanto, se T(t) ¢ a temperatura do objeto no
tempo t e Ta ¢ a temperatura ambiente constante, temos a relacdo

L Hr-T) ke R

dt ,

dependente do material de que ¢ constituida a superficie do objeto. Usando estes dados,
considere uma substancia posta numa corrente de ar. Sendo a temperatura do ar 30° C e
resfriando a substancia de 100° C para 70° C em 15 minutos, encontre 0 momento em que a
temperatura da substincia sera de 40° C.

> eq10:=diff(T(t),t)=k1*(T(t)-30);
B
eq10:="T(t) =kl (T(¢) - 30)

> eq10.1:=dsolve(eq10,T(t));

(ki) P

eqill =T(f1=30+e i

> solve(subs(T(t)=100,t=0,eq10.1),{ C1});



1
[_Ci="0 ED 1
> evalf(%);
[ CP="100
> eq10.2:=subs(%,eq10.1);

(ki i)
eglf2 =T(¢1=304+70 e

> solve(subs(T(t)=70,t=15,eq10.2),{k1});
(&l =-03730771920)
> eq10.2:=subs(%,eq10.2);

(—. 03730771920 )
eqilz =T(1=230+70 e

> solve(subs(T(t)=40,eq10.2),{t});
{£=02 15837877}
> plot(30+70.*exp(-.3730771920e-1*t),t=-10..10);

130

120

1101

Exercicio 3:

O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto. O perito da policia chegou a 1:00 h da
madrugada e, imediatamente, tomou a temperatura do cadaver que era de 34,8° C. Uma
hora mais tarde ele tomou novamente a temperatura e encontrou 34,1° C. a temperatura do
quarto onde se encontrava a vitima era constante a 20° C. use a lei de resfriamento de
Newton parar estimar a hora em que se deu a morte, admitindo que a temperatura normal

de uma pessoa viva ¢ de 36,5° C.



AULA N° 2.

Apresentaremos a seguir, uma série de exercicios que devem ser resolvidos de
maneira analoga aos exemplos vistos na aula anterior.

1) Determine a equagdo da curva tal que a inclina¢dao da reta tangente em ponto qualquer
(x;y) da curva ¢ igual a metade da inclinacdo da reta que liga a origem ao ponto de
tangéncia.

2) Um ator de cinema precisava fazer um regime para emagrecer, em virtude do seu papel
num novo filme. O diretor exigiu que ele perdesse a terga parte do seu peso, que era de 120
kg, seguindo uma dieta que o emagrecesse proporcionalmente ao peso de cada instante.
Nestas condigdes, sabendo-se que iniciada a dieta o artista emagreceu 20 kg em 40 dias,
quanto tempo serd necessario para que ele comece atuar no filme?

3) Um jarro de leite, inicialmente a 25°C, ¢ deixado para esfriar na varanda onde a
temperatura ¢ 0°C. Suponha que a temperatura do leite tenha caido para 15°C apds 20
minutos. Quando a mesma sera de 5°C?

Circuito em série:

Em um circuito em série contendo apenas um resistor ¢ um indutor, a segunda lei de
Kirchhoff diz que a soma da queda de tensdo no indutor (L(di/dt)) e da queda de tensdao no
resistor (iR) € igual a voltagem (E(t)) no circuito, ou seja

Ldi/dt + Ri = E(t)

4) Uma bateria de 12 volts é conectada a um circuito em série no qual a indutancia ¢ de 1/2
henry e a resisténcia, 10 ohms. Determine a corrente 1 se a corrente inicial ¢ zero.

Circuito em série L-R-C:

A segunda lei de Kirchoff diz que a soma da queda de voltagem através do indutor, resistor
e capacitor ¢ igual a voltagem no circuito, ou seja :

L di/dt + Ri + g/C = E(t)

Como a carga q(t) no capacitor estd relacionada com a corrente i(t) por i(t)=dq/dt temos:

L dg/dt + R dg/dt + q/C = E(t)

5) Encontre a carga (t) no capacitor em um circuito em série L-R-C quando L=0,25 henry,
R=10 ohms, C=0,001 farad, E(t)=0, q(0)=q coulombs e i(0)=0.



SOLUCAO DOS EXERCICIOS:

> with(plots):
> with(DEtools):
> with(student):

1)Determine a equagdo da curva tal que a inclinag¢do da reta tangente em ponto qualquer
(x;y) da curva ¢ igual a metade da inclinagdo da reta que liga a origem ao ponto de
tangéncia .
> z:=solve(subs(b=0,y(x)=x*a+b), a );

yix)

X

=z =

> eql:=diff(y(x),x)=2/2;

a8 _ Twix)
egl = 2 wixl= 5

X
> eql.2:=dsolve(eql,y(x));
eql2 =y(x)= _Cl4fx
> phi:=z=2;
yix)

X

= =2z

> phi[1]:=rhs(isolate(phi,y(x)),x);
¢1 =2x
> plot({9*sqrt(x),phi[1]},x=0..2);
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101
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2) Um ator de cinema precisava fazer um regime para emagrecer, em virtude do seu papel
num novo filme. O diretor exigiu que ele perdesse a terca parte do seu peso, que era de 120
kg, seguindo uma dieta que o emagrecesse proporcionalmente ao peso de cada instante.
Nestas condicdes, sabendo-se que iniciada a dieta o artista emagreceu 20 kg em 40 dias,
quanto tempo serd necessario para que ele comece atuar no filme?

> eq6:=diff(P(t),t)=r*P(t);
&
ggll = aP(.ﬁj =rPis)
> eq6.1:=dsolve({eq6,P(0)=120},P(t));

(rt)
egfil =P(i1=120e

> solve(subs(P(t)=100,t=40,eq6.1),{r});

L
=205/

> eq6.2:=subs(r = 1/40*In(5/6),eq6.1);

gt =Pi{i1=120e
> solve(subs(P(t)=80,eq6.2),{t});

t=40———r
5
Il —
&

{#=88.95604344 )
> plot(120*exp(1/40*In(5/6)*t),t=-1000..1000);

> evalf(%);
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3) Um jarro de leite, inicialmente a 25°C, é deixado para esfriar na varanda onde a
temperatura ¢ 0°C.Suponha que a temperatura do leite tenha caido para 15°C apos 20
minutos. Quando a mesma sera de 5°C ?

> eq10:=diff(T(t),t)=-h*(T(t)-T|[a]);
3,
gl = aT(.ﬁ) ==k (T{¢) - Taj
> eq10.1:=subs(T[a]=0,eq10);
3,
eqlill = aT(zj =-hT(t)
> eq10.2:=dsolve({eq10.1,T(0)=25},T(t));

(ki)
eqfld =T(¢1=25e

> solve(subs(T(t)=15,t=20,eq10.2),{h});

( ]

eqili =T(i1=20e
> solve(subs(T(t)=5,eq10.3),{t});

.t=—2lilm

g
]-_n —_
5
{¢=63.01320204)

03

T=i—=20a

> evalf(%);

> plot(T(t),t=-100..100);
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4) Uma bateria de 12 volts é conectada a um circuito em série no qual a indutancia ¢ de 1/2
henry e a resisténcia, 10 ohms. Determine a corrente 1 se a corrente inicial € zero.
> c:=diff(i(t),t)+20*i(t)=24;

d .
£= (&1(3}] +201(¢) =24

> R:=dsolve(c,i(t));
> s:=dsolve({c,i(0)=0},i(t));
> i(t):=rhs(s);

> plot(i(t),t=0..3);
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5) Encontre a carga q(t) no capacitor em um circuito em série L-R-C quando L=0,25 henry,
R=10 ohms, C=0,001 farad, E(t)=0, q(0)=q coulombs ¢ i(0)=0.

> edo1:=(25/100)*diff(q(t),t52)+10*diff(q(t),t)+1000*q(t)=0;
] 1 32 ID(B ] 1000 y
=—|——qlt) |+ —dali) |+ £)=
o) il 3 qit) A alf) qt)
2
> sol:=dsolve(edo1,q(t));

sl =qlf=_CI e-( jcos(605j+_6’2 -3-( ‘) st G0 £)
> soln:=dsolve({edo1,q(0)=q[0]},q(t));

soln = q{ﬁ}:qm e( jcos{6D£}+_C.E'e zjsin(ﬁﬂ.ﬁ}
> solnl:=dsolve({edo1,q(0)=q[0],D(q)(0)=0},q(t));

i
sofnl = q(£)=q0 -3-{ }cos(60£j+§q09 st 60 £
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