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1  Conceitos basicos 1

1 Conceitos basicos

Uma fracdao continua é uma expressao da forma

by

ap + : (1.1)
ba
a; +
bs
ag + 2
4
as +
ay + P
onde ag, ai,as,... e by, by, bs, ... sao nimeros reais ou complexos, ou funcoes de variaveis reais

ou complexas. O nimero de termos pode ser finito ou infinito. Podemos, também, denotar a
fragao continua (1.1) da forma

by by b3

ag+—  —  —
CL1+CL2+CL3+...

)

i - , . .
onde —, i = 1,2, ..., sao chamados de quocientes parciars. Chamaremos a; e b;, respectivamente,
Q;

b,
de denominador e numerador do quociente parcial —.
Q;

Uma forma mais simples de (1.1) é a fracdo continua simples ou fragcdo continua reqular

. 1 . 1 1 1
Qo = a+—  —  — )
1 a, + as +az + ...
a; + 1
a9 +
as+ ...
onde aq,as, as, ... sao numeros inteiros positivos e ag, um inteiro qualquer.

Uma fracao continua simples finita tem a forma

2 Expansao de nuimeros racionais em fragoes continuas

Veremos que, por meio de simples manipulagoes, podemos expressar um nimero racional como
uma fragao continua. Por exemplo,

87—1+28—1+1—1+ L
59 50 59 N 3
N +_
28 28
1 1
= 1+ =1+t —— = [1;2,9,3].
3 3

87 . . . : .
Observamos que o nimero 9 admite uma expansao em fragao continua simples finita.
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A pergunta natural que se coloca é: qualquer niimero racional possui uma expansao em
fracao continua simples finita? Caso a resposta seja afirmativa, a expansao é unica?

Antes, vamos considerar mais alguns exemplos:

1)

8Tx3 _ 260 o84 1 1
59x3 177 177 177 L3
84 84
1 1 1
= 1+ T = 1+ T = 1+ T = [1;2,9,3].
9 9 3
2)
59 1 1
57 = 0+87 =0+ i = [0;1,2,9,3].
2+ —
9 —
T3
3)
2 2 1
8T _ 8 2859 81
59 59 59 59 59
1 1 1 1
T Ttm ot AT T T T T
31 31 31 .3
R +_
28 28
1 1
+1 i +1 i
s +9+1
3 3
= [-2;1,1,9,3].

A resposta a questao acima colocada é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.1 Qualquer fracdo continua simples finita representa um numero racional. Reci-

procamente, qualquer numero racional pode ser representado por uma fracao continua simples
finita.

Demonstracao: A demonstragao da primeira parte é imediata.

, . , . p . N
Para a reciproca, consideremos um niimero racional = qualquer. Pelo algoritmo da divisao,

obtemos

r
q
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onde 0<7m<q e ay= V—)J . |a] significa maior inteiro menor que a.
q

p , o ~ . .
Se r; = 0, = é um numero inteiro e, entao, o processo termina. Caso contrario, escrevemos

=qay+—+, 0<r<agq.

. . q
Repetimos, agora, o mesmo procedimento com — e obtemos
1

()
4 _ a1+ —, 0<ry<ry.
1 1

Se ro = 0, entao o processo termina e, assim,

b_ ap + — = [ap; a1].
q a1

. . ~ T
Se ry # 0, repetimos o mesmo procedimento com a fracao —.
)

Observamos que o processo termina quando rn = 0 para algum n, o que ocorre 0is
) Y
q>1ry>re >l é uma seqiiéncia decrescente de inteiros pOSitiVOS. Temos, entéo,

1
d = ap+ —, 0<r <gq,
q q
r
g = a1+—2, 0<7“2<’f‘1,
T1 T1
T T
nS o Qp—2 + - 17 0<rp1 <rpa,
T'n—2 Tn—2
T
2 = Qp-1, 'n = 0
Tn—1
e, portanto,
1
- = a9+ i
q
a; + 1
as +
az + . 1
"+
Ap—1
= [CL(); ai, B an71]7
o que demonstra o resultado. [ |
1 1 , , -
Como = T segue que lag; ay, ... ,a,—1 —1,1] é também uma expansao
an—1 (an—l _ 1) + I

de 2. Ressalva feita & possibilidade de expressar um numero inteiro k£ também como (k—1)+1,
q
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a unicidade da expansao segue do algoritmo da divisao. Por exemplo, podemos escrever

1
1—1—71 = [1;2,3,4]
pETs
4
como )
1+ T = [1;2,3,3,1].
2+ — 1
4 -1+ -
1
Suponhamos, agora, r,.; = 0 para algum n. Procedendo como na demonstragao do
teorema anterior, obtemos um método para encontrar a representagao de P em fracao continua
q
simples, da seguinte maneira:
r
B:ao—l—é = p=apq+r1, 0<r <gq.
Mas, podemos escrever
P 1
— = Q -+ 7
q 2
T1
Repetindo o mesmo procedimento, obtemos
T
g:al—i-—2 — qg=a1r1+1re, 019 <1y,
(B 1
T T3
— = a9 + — = ri=agry+1r3, 0<r3<r,
T2 T2
T T
n? (p—1 + B = Tp2=0n_1Tp_1+Tp, 01, <rpo,
Tn—1 Tn—1
T T
nl— apn + ntl = Tp_1 = apTp, Tny1 =0.
Tn T'n

Este ¢ o algoritmo de Euclides para determinar o méaximo divisor comum entre p e ¢ (que é r,).

ao ai e Ap—2 an—1 G,
p q r () T T'n—1 T'n T'n+1 = 0
. : - . p _
Precisamos demonstrar que existe uma tunica representacao de = da forma [ag; ay, . . ., a,),
q
com a, > 2. Se a, = 1, a representacao nao é unica.
. . Tn—1
Do algoritmo de Euclides, temos que a,, = —. Como r,,_; > r,, obtemos a,, > 1. Sendo
r

n
a, um inteiro positivo, segue que a, > 2. A unicidade da representacao decorre do fato de ser
tnica a representagao para [ag;aq, ..., a,| através do algoritmo de Euclides, com a,, > 2.

Neste texto, consideraremos a,, > 2 para fragoes continuas simples finitas [ag; a1, ..., ay).
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97
Exemplo 2.1 FEncontre a fracao continua que representa o nimero 3 usando o algoritmo de
Fuclides.
Como
97 = 2-35 + 27,
3 = 1-27 + 8,
27 = 3-8 + 3,
8§ = 23 + 2,7
3 =12 + 1,
2 = 21 + 0,
ou seja,
2 1 3 2 1 2
97 | 35 27 8 3 2 1 0
temos 97 1
— = 2+ = [2;1,3,2,1,2].
35 1
1+ I
Tl
2

Propriedade 2.1 Sejam p > g e b_ lag; ay, ..., a,]. Entao, 4_ [0; ag, a1, - .., ay]. Reciproca-
q p

mente, se 4_ [0; ag, a1, - .., ayl], entao b_ [ag; ai, ..., ay,).
p q
- L - q 1 p :
Demonstracao: Como, por hipdtese, p > ¢, entdo — = 0+ 7 Mas, = = [ag; a1, ..., a,) e, assim,
p = q
q
1
g:0_|_ 1 = [0;@0,0,1, 7an]
p 4y 4 1
a +————
az + . 1
. _l__

Qn

Verifiquemos que a reciproca também vale. Se, por hipotese,

q
;:[O;al)aala"'aan]zo—i_ 1 )
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entao,
p_1_ 1 1,
- q 1 1
7 = 0+ =
D 1 x
a; +
az+. 1
-+_
Qn,
onde ]
T =ag + i = lag;an, ..., an]
CL1+
CL2+.‘ 1
¢+_
anp,

3 Aspectos historicos

Citaremos, agora, alguns aspectos da historia das fracoes continuas. Mais detalhes sobre este
assunto podem ser encontrados nas referéncias [1, 6, 10, 16].

e Os gregos conheciam o algoritmo de Euclides (306A.C. - 283A.C.) para o célculo do maximo
divisor comum (mdc), apesar de nao terem conhecimento sobre fragoes continuas.

e Brezinski afirma, em [1], que fra¢oes continuas foram usadas durante séculos antes de
seu proprio descobrimento. O primeiro uso conhecido de fragoes continuas foi dado por
Bombelli (1526-1573) em 1572 na aproximagao de v/13 por

4 18
V13 ~ 3+—4 = —.

6+ —
+6

No século XVI se conhecia a seguinte aproximacao

b b
240 ~ —  —.
@+ a+2a+2a

e Cataldi (1548-1626) (italiano considerado o descobridor das fragoes continuas), em 1613,

obteve

2 2
VI8 > de—5— = 4+ —
88—~ 8+ ———
S 8+
84

que ele abreviou como
2 2 2
4&— &— &— -+ .
8. 8 8.
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e A primeira expansao em fra¢do continua infinita envolvendo 7 (~ 1658), sem prova, foi
dada por Lord Brouncker (1620 - 1686), 12 presidente da Royal Society of London. Ele

encontrou

=1 - 14— = - _ =
+ 32 +2+2+2+2+2+...

52
72
92

b

4 12 12 32 52 72 92
T

2+

2+
2+

2+
24 -
demonstrada por Euler (1707-1783) em 1775. Acredita-se que tenha sido obtida através

da representagao
4 3

.3-5-5-7-T---
T 2.4.-4-6-6-8---"
devido a Wallis (1655), que marca o inicio do desenvolvimento da teoria de fragdes continuas.

e Euler sistematizou o desenvolvimento da teoria de fracoes continuas. Em 1737, encontrou
o seguinte desenvolvimento para o numero e:

e = 2+ L
1
1+ 1
2+ 7
1+ 1
1+4+ 1
1+ !
14
ou,
o Lol
1+24+1+14+44+1+14+6+1+14+8+
e Lambert, em 1766, mostrou que
e —1 1
RS 1
z " 1
2 10 1
o 4
i

4 Convergentes de fracoes continuas simples finitas

. P s . . . . , : L .
Seja — uma fragao racional, cuja expansao em fragao continua simples finita é dada por:

P +1 1 1 [ ]
- =aQ — — — = |Qg; A1,y ...y Qp].
0 a, +as + ... + a, 07
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Consideremos, agora, as fracoes continuas

Qo
Co — T
1
T = CLO+—
a1
i 1 1
Co = a —_ —
? 0 ap + ao

obtidas de (4.1), considerando-se, sucessivamente, o primeiro termo da expansdo, o primeiro e
segundo termos da expansao e, assim sucessivamente, até o (n + 1)-ésimo termo.

Defini¢ao 4.1 Chamamos convergente de ordem i da fragdo continua (4.1), o nimero

1 1
c; = ag+ — —, 0K <n.
a + ... +a

Note que o n-ésimo convergente de (4.1), ¢,, é a prépria fragdo continua.

.~ . . pi . .
Definicao 4.2 Os numeros p; e q; tais que ¢; = — sao chamados, respectivamente, numerador
. . . i
e denominador do i-éstmo convergente.

Vamos, agora, apresentar algumas propriedades algébricas dos convergentes de fracoes

continuas simples.

Dada a fragao continua (4.1), podemos escrever
Wt
1 do
Assim, pyo=ay9 e ¢ =1.
I ama+1  p

a1 a1 q1

Logo, pi=ama+1 e q =ay.

L 1 1 L 1 L 1
o = G+ — —=ayg+———=ay+ ——
2 a4 ag ’ al—i-i " 3201 + 1
(05} (05}
. B ap(agar +1) +ay  aspi +po P2
= ag — — — 2
asay + 1 asay + 1 azqy +q Q2

e, entao, pp = ap1 +po € g2 = a2q1 + Qo-
Assim procedendo, parece ser possivel encontrar uma expressao simples para o numerador
p; € o denominador ¢; do i-ésimo convergente c;.
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Teorema 4.1 O numerador p; e o denominador q; do i-ésimo convergente ¢; da fracdo continua
lag; a1, az, ..., a,] satisfazem as equagdes

Di = Qipi-1 + Pi-2 ,
, 1=2,3,...,n, 4.2
{ 4G = Qi¢i-1 + Q-2 (4.2)
com as condi¢oes iniciais
= = 1
Po o . P a1ao + ‘ (4.3)
o = 1 i = a1

Demonstracao: Os calculos que fizemos para ¢y e ¢; mostram que as condigoes iniciais estao
satisfeitas. O calculo feito para ¢, mostra, também, que as equacoes estao satisfeitas para i = 2.

Vamos, entao, supor que o resultado seja valido para algum inteiro k, k£ > 2, e mostremos
que é verdadeiro para k + 1.

Temos que
N 1 1 1 1 1
c = aq+— — _— —
b ’ ap +ag + ... + a1+ ap + agq
1 1 1 1
= a’O + _ _
a1+a2+...—|—ak_1+( 1)
ap +
Ak41
1
= |Qo;Q1,...,0k-1, | Gk + .
A1
Logo, g1 ¢ o k-ésimo convergente da fracao continua [ag;ay,...,ax_1,a%, Ggro, ..., a,) com
ap = ap + . Pela hipotese de inducao,
Qr+1
QA Pk—1 T Pk—2
. B A +1 _ (agpag + )pe_1 + apapro
k1 = =
1 apr10x + 1)1+ a _
(ak 4 ) Qo1 + Qo_s (ars10k ) Q-1 k+1qk—2
Af+1
_ ap1(apPr—1 + Pr—2) + Pr_1 _ @kt1Pe T Pk—1 _ Phsa
apr1(arqre—1+ Qe—2) + qr—1 Ak+19k + Qk—1 Qk+1
[ |
Observacoes:
1) ar + nao é, necessariamente, um numero inteiro, apesar de ax € a1 O serem.

Ag41
Na demonstracao do teorema nao foi usado, em momento algum, o fato de os a; serem inteiros.
A mesma demonstracao é valida quando os a; sao nimeros reais ou complexos.

2) Note que

R RV +p1  arap+1
11— — - )
@1 ai1qo +q-1 ax

onde definimos p_; =1 e ¢_; = 0, lembrando que py = ag e ¢ = 1.
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Com essas definicoes para p_1 e g_1, as equacoes dadas anteriormente sao satisfeitas
também para ¢ = 1. Podemos, entao, reescreve-las como

Pi = @GP P2 g9
¢ = @iGi-1 + Q-2

com as condicoes iniciais

Po = ao e p-1 = 1

Qo = 1 g1 = 07
observando que p_; e ¢_; nao definem numerador e denominador de convergente.
Teorema 4.2 (Férmula do Determinante)

‘piﬂA — Pt — Piagi = (—1)7Y, >0, (4.4)

¢ qi—1

onde p; e q; sao os numeradores e denominadores, respectivamente, dos convergentes c;,1 > 0,
de uma fragao continua simples.

Demonstragao: Célculos simples mostram que (4.4) se verifica para i = 0, 1. De fato,

ese 1=0, pog—1 —p-19o=—1= (_1)717

e se i=1, pigo—poq1 = (a1po+p-1)q0 — po(a1qo + q-1) =1 = (—1)°.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para ¢ < k, com k > 0, ou seja,
Piqi-1 — Pi—14; = (—1)171, parat=0,1,2,.... k.

Mostremos que vale para i = k + 1. Assim, pela hipétese de inducao,

Pis1Gi — Pigiv1 = (@iy1pi + Dim1)q@ — Pi(@is1Gi + Gi—1)
—(pi%el - Pzelq@')

—(=1)"t = (-1)" n

_bi

Corolario 4.1 Todo convergente c; , 1> 1, de uma fracdo continua simples é um racional

i
irredutivel, isto é, (p;,q;) = £1, onde (a,b) significa o mdzximo divisor comum entre a e b.

Demonstracao: Temos que

Pidi-1 — piagi = (—1)"", i >0.
Suponhamos que exista r inteiro, tal que p; = rp} e ¢; = r¢., onde p, e ¢, € Z. Assim,
rpigio1 — pioard; = (—1)"71
Dividindo ambos os membros da equacao acima por r, temos que

(_1—)1'7162.

p;%’—l - pi—qu,' = ”

Logo, r = £1, o que demonstra o resultado. [ |
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5 Expansao de numeros irracionais em fracoes continuas

5.1 Expansao de nimeros irracionais em fracoes continuas simples

Para construir a expansao de um numero irracional em fracdo continua simples utilizaremos
substituicoes sucessivas, da forma que descreveremos a seguir. Sejam x um numero irracional
qualquer e ap = |x|. Podemos escrever x como

1 1
r=ay+ —, onde 0< — <.
T T

Entao, r1 = > 1 é um numero irracional.

T — Qo
Da mesma forma, podemos escrever

1 1
r1=a+—, onde a;=|x1]>1 0<—<1
o X2

e obtemos r9 = — > 1, que é, também, um numero irracional.
I —ar

Repetindo-se esse processo, obtemos, sucessivamente, as equagoes

1
r = a+—, x1>1,
X1
1
Ty = a;+ —, .T2>1, a > 1,
X2
1
Ty, = Qp—+ ,  Tpar > 1 an > 1,
xn+1
onde ag, ai,...,a,,...sao inteiros e Ty, Ta,...,T,,... SA0 irracionais.

Notemos que este processo nao termina, pois isto s6 ocorreria se z,, = a,, para algum n, o
que é impossivel, pois z,, é irracional para todo n.

Fazendo substituicoes apropriadas, obtemos a fracao continua simples infinita

1 1 1
r = G0+m— =@t ——7 =t —7 —
1 a; + — a1+71
L2 CL2‘|——
T3
1
a; +
as + -, 1
Ay + -

que também denotamos por [ag; ai, az, . . ..
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Exemplo 5.1 Ezpressar v/2 como uma fracdo continua simples.

Note que [v/2] = |1.414213...| = 1. Podemos encontrar a fracio continua da seguinte forma

1 1
V2=14+V2-1 = —=—=V2-1 =z = =v2+1.
I V2 -1
Logo,
1 1 1
V2=1l4——=14—=1+—
V2+1 2+v2-1 9
V2+1
Continuando, temos
1 11 1 1
V2=1+ =1+- = = =
5 1 2+2+242+
t— 1
2
+2+-.
Exemplo 5.2 Ezpressar —/2 como uma fracdo continua simples.
Como |—v/2| = [—1.414213...] = —2, entdo ag = —2.
1 1 V242
—V2=-2+4+(-V2+2) == —=-V2+2= 1= = = a =1
( ) xl 1 _\/§+2 2 1
242 242 1 242 1 1
V24 :1+(\/_+ —1):>—:\/_+ 1=y = =2=14- = :
2 2 T 2 V242 . 242+ ...
2
Logo,
1 1 1 1 1 1 1 1
—V2=—24- —=_—94- - - - - = .
1++2 1+1+24+24242+ ...

Exemplo 5.3 Ezxpressar /13 como uma fragao continua simples.
Note que [V13] = |3.605551...] = 3. Logo, ag = 3.

1 1 VI3+3
VI3=3+(V13-3) = —=VI13-3=u1,= T2 g,

) Ji3—3 4
V13 +3 V13 +3 1 V1343 1 VI3 +1
e L . HLEL P N = = as =1,
4 4 T 4 V1343 . 3
4
V13 +1 V13 +1 1 V1341 1 V13 42
L () s = sy = = = a3 =1,
3 3 T3 3 VI3 +1 . 3
3
VI3 +2 V13 +2 1 Vi3+2 1 13+1
—+:1+(—+—1):>—:7+—1:>x4: :\/7+ = a, =1,
3 3 T4 3 V13 +2 4
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Vv13+1 Vv13+1 1 Vv13+1 1 Vv13+3
=l (—— )= — = 1= a5 = = = a5 = 6,
4 4 Ts 4 V13 +1 ] 1
4
V13 +3 Vv13+3 1 V13 +3 1 V13+3
=6+ (———6)=> — = — 6= 16 = = = ag = 1.
1 1 T 1 V13 +3 6 4
1
Entao,

a7:1, a8:1, agzl, a10:6, a1q :1, .

Logo,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
vVi3=34+- - - - - - - - - = .
1+41+1+14+6+1+14+14+1+6+ ...
Quando os denominadores dos quocientes parciais se repetem, podemos usar a seguinte
notacao

V2 = [1;2,2,2,..] = [1;2].
Outros exemplos

V13 = [3;1,1,1,1,6].

VI8 = [4473]

V19 = [4,2,1,3,1,2,8].

Vb3 = [7;3,1,3,14].

V82 = [9;18].

Exemplo 5.4 FExpressar m como uma fracao continua simples.
Note que [7] = |3.1415926535897932...] = 3. Logo, ay = 3.
1
m =34 0.14159265358979... = — =0.14159265358979...
T
1

= 0.14159265358979...

= I

= 1, = 7.06251331041...
= ;=74 0.06251331041...
Logo, a; = 7.
L 0.06251331041... = ! 15.9965932606
T 27 0.06251331041...
= 29 = 15 + 0.9965932606...
Logo, as = 15.

1
— =0.9965932606... = 3= 1.00341838495...
T3
= x3 =14 0.00341838495...
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Logo, a3 = 1.

xi = 0.00341838495... = x4 = 292.535807004...
' = x4 = 292 + 0.535807004...
Logo, a4 = 292.
Continuando desta forma, encontramos,
as=1 ag=1, ar=1, ag=2, ...

Assim,
3+1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
mw = — —_ — _ — — —_ — — — — _
T+15+14+2924+1+14+1+24+1+3+1+14+ ...

Exemplo 5.5 Alguns exemplos de expansoes em fracdes continuas simples

2+1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(& = —_ — —_ — — —_ —_ — — — —_ —_ —
14+24+14+14+44+14+14+64+14+14+8+1+1+ ...
e—1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e+1 246+10+ 144+ 18 +22+26+30 + 34 + 38 +42 + ...
e—1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1464+10+14+ 18422+ 26+30+ 34+ 38 +42 +
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

= 14+4- - - - - - - - - - Z Z =

ve T T+ T 454141 404+14+1+B4+1+1+17+

5.2 QOutras expansoes para nimeros irracionais

Quando x = VN, onde N € N nao é um quadrado perfeito, podemos, também, encontrar
expansoes em fracoes continuas, que podem nao ser simples, da seguinte forma:

e encontramos a e b € N tais que N = a® + b e calculamos

SN —a - (VN—-a)VN+a) N-—a b

VN +a _\/N—i—a_Qa—i-\/N—a7

e em seguida, substituimos o valor de vV N — a, que aparece do lado direito da equacao acima,
por todo o segundo membro

b b

VN —a = b - b ’
20+ ————— 2a +
2a + \/N —a 2 + b
2a + \/N —a
e procedendo assim, sucessivamente, encontramos
b
VN = a+ 5
2a +
b
2a +
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Exemplo 5.6 Ezpressar \/2 como wma fracio continua.

Como 2 = 12 + 1, entao

V6_1:(¢§—nw6+n 2-1 1

V2+1 T V24 141-1 242-1
e obtemos
1 1 1
V21 = = =
24+v2 -1 1 9+ 1
2+\/§—1 2 1
2+v2-1
Logo,
1 1 1 1
1 2+2+2+
2+ T
2
+2+'.'

que é a fracao continua simples encontrada no Exemplo 5.1.
Exemplo 5.7 FExpressar v/18 como uma fracao continua.

Como 18 = 42 + 2, seguindo o mesmo raciocinio, encontramos

2 2 2
V18 = 4 =4+ =
i 2 T8484
2
8
Ty

2
S+ 8+ ...

Neste caso, conseguimos transformar esta fracdo continua numa fracao continua simples,
pois b = 2 divide 2a = 8. Para isto, basta dividir numerador e denominador de algumas fragoes

intermediarias por b. Assim,
=2 (2 2 *2(2 2
VI8 = 44+ —<=- - —<-— =
++2{8+8++2{8+8+ }}
2/2  2/2 2/2 2/2 2/2
VIS — 4L M2 22 22 22 22
8/2+ 8 +8/2+ 8 +8/2+ ...
1 1 1 1 1 1
= 44+- - - - - = .
44+8+44+8+4+8+ ...
Exemplo 5.8 Ezpressar /13 como uma fracao continua.

Como podemos escrever 13 = 3% 4 4, entdo

%B_SZ(JE—3xJB+3) 13-9 4

Vi3 +3 T /I3+3+43-3 6+4I3-3

Seguindo o raciocinio anterior, obtemos

4 4 4
VI3=3+- - - .
546406+ ...

Neste caso, nao conseguimos transformar esta fracao continua numa fragao continua simples,

pois b = 4 nao divide 2a = 6.
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Exemplo 5.9 Encontrar uma fracio continua para expressar v/6.

Analogamente, podemos escrever 6 = 22 4 2 e, assim, obtemos

2 2 2 2
N

Tl da 141

2/2 2/2 2/2 2/2 2/2
4/2+ 4 +4/2+ 4 +4/2+ ...
1 1 1 1

_|__ — — —
24+44+24+44+ ...

Exemplo 5.10 Outros exemplos de expansoes de nimeros irracionais em fra¢oes continuas (nao
simples)

4 1232 52 72 92 112
S =14 = = = B k
T Y T T ooy 2y [(Brouncher)
4 12 32 52 72 92 112
T = - - — — = = —
1+ 24+24+24+24+24+ 2 4.
2 3 4 5 6 7 8 9
-1 = 14+ = - = = - - = Ful
¢ TS 3 A4 46 LT LSO . (Buler)
B 1+1 1 2 3 4 5 6 7
N 142434+4+54+6+7+8+ ..
I _ 1 23456 78
e—2 2434+44+54+6+T7T+8+9+ ..

6 Convergentes de fracoes continuas simples infinitas

6.1 Convergentes de fracoes continuas simples infinitas

Os convergentes da fragao continua simples infinita

sao calculados da mesma forma que no caso das fra¢oes continuas finitas, isto é, tomando-se

Qo Do
Ch = — = —, Po = ao, q0:17
qo
1 G1G0+1 P1
g = a@+—=——"-"="—, p1L=aap+1, q =ay,
a1 a1 q1
1 1 1 i
¢ = ap+t —  — —227
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Também neste caso, o numerador p; e o denominador ¢; do i-ésimo convergente ¢; satisfazem
as equacoes

Di = @pi-1 + DPi-2 P> 1, (6.1)
¢ = Qi¢i-1 T+ gi—2
com as condicoes iniciais
Po = Qo p1 =1
e . 6.2
{ o =1 { g1 = 0 (62)
Exemplo 6.1 Considere a fragao continua simples

_1+1 1 1 1 1 (6.3)
v 242424242+ ... ° '

Seus primeiros convergentes sao dados por

1
Co = @ = - =1 - la
qo 1
b1 1 3
= — = 1 — = = = 15
“ @ 3 2 =
D2 aspr +po  2-3+1 7
g = — = = = - = 14,
Q2 asqi+q 2-2+1 5
2-7+3 17
g = B Wb 2 THS 10 4166667,
q3 asqe +q  2-5+2 12
217+ 7 41
(g = P2 wpstpe T 2 14137931,
q4 asgs+q  2-12+5 29
. 241+ 17 99
o = D5 wPatps R W PDy:51d
s asqs +q3  2-29+12 70

6.2 Alguns resultados sobre convergéncia

Observe que /2 = 1.41421356237... . No Exemplo 5.6, vimos que a fracdo continua (6.3) pode
ser obtida da expansao de /2. Além disso, tudo indica que os convergentes desta fracao continua
convergem para /2.

Veremos, nesta segao, alguns resultados sobre convergéncia de fragdes continuas simples
infinitas.

E facil verificar que a férmula do determinante

PnQn—1 — Pn—14n = (_1)71—1’ n > Oa (64)

também vale para os convergentes de fragoes continuas simples infinitas.

Propriedade 6.1 Os convergentes de fragoes continuas simples infinitas satisfazem

-1 n—1
Cp — Cp] = i, n>1, (6.5)
qngn—1
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tn— g =T o (6.6)

Demonstragao: Para n > 2, dividimos ambos os membros de (6.4) por ¢,¢,_1, obtendo

I G
@ Qo1 nGn-1

de onde segue (6.5).

Para mostrar (6.6), tomamos

Pn . Pn—2 _ PnQn—2 — Pn—24n

Cp — Cp—2 = —
an qn—2 qngn—2
Mas,
Pnln—2 — @Pn—2 = (@nPn-1+ Pn2)Gn—2 — (AnGn-1+ Gn—2)Pn—2
- an(pn—lQn—Q _pn—QQn—l) - an(_]-)n_Q'

Logo,

" -1 n—2

Cp — Cp—2 = - ( )
qngn—2

Vamos, agora, demonstrar um resultado fundamental sobre os convergentes de fracoes
continuas simples infinitas.

Teorema 6.1 Os convergentes de ordem par, cop,, de uma fracao continua simples infinita for-
mam uma Sequéncia numérica crescente, enquanto que os convergentes de ordem impar, Copi1,
formam uma seqiiéncia decrescente e todo convergente de ordem par € menor do que qualquer
convergente de ordem impar. Além disso, cada convergente c,, n > 2, estd entre os convergentes
Cno1 € Cno. Os termos da seqiéncia {c,} satisfazem

CE<Ca<Cp<...<Cyp<...<Cops1<...<cC5<cy<cy. (6.7)

Demonstragao: Lembrando que a,, > 0, paran > 1 e ¢, > 0, para n > 0, entao, de (6.6), temos

a2n(_1)2n—2

Cop —Copg=———"—>0 = 2 < gy, (6.8)
q2n92n—2
Ao -1 2n—1
Cont1l — Cop—1 = Gt (ZDT <0 = cq1 <Copo1, (6.9)
92n+192n—1
e, de (6.5), temos
(_1)27171
Cop — Copp1 = ————— < 0 — Cop < Cop_1 (610)
q2nq2n—1
(_1)271
Copyl —Cop = —— > 0 = ocop< Con+1- (611)

d2n+192n
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De (6.8) e (6.9) podemos concluir, respectivamente, que {ca,} é uma seqiiéncia crescente
e que {ca,11} é uma seqiiéncia decrescente. De (6.8), (6.11) e (6.9) podemos escrever

Con—2 < C2p < Copt1 < Cop—1- (6.12)

Portanto, ¢, esta entre c¢,_1 e ¢,_o.

Em (6.12), fazendo

en=1 = c¢<c<c3<c.

en=2 = cy<c<cs<cg. Portanto, cg<co<cy<cs<cez <.

en=3 = ¢<c<cy<cs Portanto, co <co<cy<ceg<cr<cyg<cy<cy.
Continuando desta forma, obtemos

CH<Cp<...<Cop9<Cop <...<Copt1 <Cop1<...<c3<Cy,

e, assim, os resultados estao demonstrados. [ ]
Além disso, é possivel mostrar que

Teorema 6.2 Toda fracdo continua simples infinita € convergente e seu limite, I, € dado por

= lim ¢y, = lim copy1.
n—oo

n—oo

Demonstragao: Sabemos que {cs,} é uma seqiiéncia crescente e que {co,41} é uma seqiiéncia
decrescente. De (6.7), podemos, ainda, notar que

Con — ly, pois {co,} é limitada superiormente por ¢;

Cont1 — lp,  pois {can11} € limitada inferiormente por cy.

-1 ‘
Mostremos que [y = ;. Sabemos que co, — ¢o,_1 = ————. Assim, ¢, — Cop_1 — 0,
. .. . d2nq2n—1
pois os valores ¢, sao inteiros, positivos e ¢,+1 < ¢, Uma vez que ¢,+1 = Ani1qn + gn_1 € N.

Logo,
lim (an — anfl) = 0,

n—oo

ou seja, l;, — Iy = 0. Portanto, I, = lyy, o que demonstra o teorema. [ |

Vamos, agora, mostrar o seguinte resultado.
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Teorema 6.3 A seqiiéncia dos convergentes {c,}°2, converge para um nimero irracional.

Demonstracao: Suponhamos que lir% e, =1= Z—), p,q € Z. Logo,
n— q

. Pon p . Pont1 b
lim — == e lim ——— =

n—00 (op, q n—=00 (on+1 q

Do Teorema 6.1,
Pon _ P _ Panti
d2n 4  Qon+1

Dai,
P2nt1 P >0 = DP2n+19 — Pq2n+1 <0
q2n+1 q Q2n+19
Mas, pon+1q — PQon+1 € Z e Pont1 #* ]—9. Logo, pont1q — pgony1 > 1. Dividindo ambos os lados
G2n+1 q
POr @2,+1q Obtemos
Pon+1q — Plont1 1
Gan+14 ~ Qonq’
" 1
ou seja, Poni1 _ P > . Mas,
q2n+1 q q2n+19
Dont1 P _ Pont1 DPon 1
— < —— = — =Copq1 —Cop = —,
q2n+1 q q2n+1 G2n 2n+142n
) 1 1
ou seja, <

qon+19 q2n+192n '
Portanto, ¢o, < ¢ para todo n > 1. Contradigao, pois {¢,} é uma seqiiéncia crescente. m

Defini¢ao 6.1 Considere a fra¢ao continua x = lag;aq, ..., an,...|. Definimos como cauda de
ordem n da fragao continua x a fra¢ao continua

Ty = [Ap; nat, gy -] (6.13)

E fécil verificar que x = [ag; a1, ..., Gp_1, %] € T, = @, + . Logo, a, <z, <a,+1 e

Tni1
_ TnPn—1 + Pn—2
TnGn—1 + Gn—2

Podemos, agora, demonstrar o importante resultado a seguir.

Teorema 6.4 Se um numero irracional positivo x € expandido em uma fracao continua simples
infinita [ag; ay, as, . ..], entao

lim ¢, = x,
n—oo

onde {c,} € a seqiiéncia dos convergentes da fra¢do continua [ag; ay,as, .. .|.
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Demonstracao: Seja

1
T = ag+ 1
ay +
as + -, 1
4 :
p—1 + ———
ap + -
Logo,
1
T =ap+ 1 5
a; +
ag + -, 1
4 .
p-1+ —
Ln
onde x,, é a cauda definida por (6.13).
1
Tp = Qp + < a, + )
xn+1 CLn—&—l

Como xpi1 > Gpy1 —

1
ap < Ty, < Gy + ,

Ap+1
ou, entao,
1 1 1
—>—> i
Up  Tn
n
Ant1
Observe que
1
o (o= <zTo<ay+— =0 — (o <z<cr.
a1
1 1 1
061:@0+—>(’E:a0+—>a0+71202 — <<
@ 11 a1+—
a2
1 1
ox:ag+71<a0+—1=>x<03. Portanto, ¢y < x < c3.
a2+_ al—i_il
as
ag + —
as

Continuando desta forma, podemos concluir que
Con < < cCopy1, n=0,1,2,....
Como, pelo Teorema 6.2,

lim ¢y, = lim o1 =1 = [ =1=.
n—oo

n—oo

Desses resultados, podemos concluir que, no Exemplo 6.1, lim ¢, = v/2.
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Teorema 6.5 Seja x um irracional qualquer e {c,} a seqiéncia dos convergentes da fragao

continua simples associada a x. Entao,

|z — x| < |z — cp-1], k> 1.

Demonstragao: Tomemos = = [ag; ay, ..., ag, Try1], onde Tpp1 = [Apy1; Aggo, - - .. Sabemos que

v Tr1Pk + Pr—1
Tr+1qk + qr—1

Dai, obtemos
T(Tr1Qr + Qh—1) = Thi1Pk + Pr—1,
que, para k > 1, pode ser escrita como
Pk-1
Tr1 (Tqr — Pr) = —Qr-1 (!E - —> .
qr—1
Dividindo-se a ultima equagao por xx1qx € calculando-se o valor absoluto, obtemos

Pk-1
k-1

’ Pk
I —_— —
qk

_ ‘_ k-1
Tp4+14k

Como xyy1 > 1 para k > 1 e, além disso, qx > qx—1 > 0, segue que

0< i1 < 1.
Tp4+14k
Assim,
T — Pk < |z — Pr-1 k>1,
qk k-1

o que mostra o resultado.

Teorema 6.6 Seja x um irracional qualquer e {c,} a seqiéncia dos convergentes da frag¢ao

continua simples associada a x. Entao,

1 1 1
< |lxr— Pk < <, k>1
2q1GK+1 qk Wr+1 G
Demonstracao: Temos que
_1)k
Chy1 — Ck = , k>1
dk+19k
e, portanto,
1
|Ck+1 — Ck| = s k 2 1.
k+14k
Logo, do teorema anterior, segue que
|z —ck| = |v—cpp+ e — | > |ep — el — |7 — g
1

> Cppr — ekl — | — x| = — |z — cxl.

qk+19k

(6.14)

(6.15)

(6.16)
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Como, do Teorema 6.1 e de (6.15), ¢ < & < g1 OU 1 < T < ¢, segue, imediata-

mente, que |x — x| < |cpy1 — k| = .
Ak+19k

Portanto, da ultima desigualdade acima e de (6.16), obtemos

1
2q1QK+1

1 1
< =
qrqk+1 qy,

Pk
x__

qk

< <

POIS k41 > G- u

Consideremos, agora, uma fra¢ao continua da forma (1.1). Para este caso, também pode-
mos definir convergentes do mesmo modo que fizemos para as fracoes continuas simples. Assim,

b by by,

— —, n=>0
a +as + ... +ay,

— Y

Cp = Qg

, , . ~ , . Dk
é o n-ésimo convergente da fracao continua (1.1). Esses convergentes satisfazem ¢, = —, k > 0,

dk
onde
= _ brpr—
Dk agPr—1 +  OpPr—2 k> 2,
% = Qe-1 + Orqr—2
com as condicoes iniciais
Do = ao, p1 = apay + by,
qo = 1, g1 = aq.
Observe que é possivel termos certos convergentes indefinidos. Por exemplo, se ajas = —bo,

o convergente ¢y nao esta definido. Apesar disso, podemos, ainda, considerar a correspondente
fracao continua. Vamos, entao, apresentar a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 6.2 A fragao continua (1.1) converge para o valor K (finito) se no méximo um
nimero finito de convergente ¢,, ¢ indefinido e

lim ¢, = K.

n—oo

Caso contrario, dizemos que a fragao continua diverge.

Se a fracao continua converge para K, escrevemos

by by b3

-+ =2 =3 = K.
ap +as +as + ...

(lo+

Esta notagao envolve a mesma ambigiiidade que ocorre com séries infinitas quando escreve-
mos y  a; =S, de modo que ) a; denota tanto a série como a sua soma.



6.3 Fracoes continuas periddicas 24

6.3 Fracoes continuas peridédicas

Quando a seqiiéncia dos valores a; apresenta repeticao, algum ‘periodo’, como nos exemplos 5.1
e 5.3, a fracao continua simples é chamada de fracdo continua periddica e pode ser denotada por

[CLO; A1, A2, ooy Afp 1, Ay At-1y +-- ak+n,1],

onde ay, = a e os valores ag, g1, ..., Arn_1 formam o periodo que se repete. A fracao continua

[CLO; ai, ag, ..., an,l]

¢ chamada fracao continua puramente periodica.

Chamamos irracional quadrdtico um nimero irracional x que é raiz da equagao quadratica
ax® + bx + ¢ = 0, onde a, b, ¢ sdo inteiros e b? — 4ac > 0 nao é um quadrado perfeito.

H& dois resultados fundamentais sobre fragoes continuas periddicas e niimeros irracionais
quadréticos, os teoremas de Euler e Lagrange.

Teorema 6.7 (Euler) Se x € um frag¢ao continua periddica, isto €, se

T = [ag; a1, a9, ..., A1, Ck, Oy 15 s Thtn_1),

entao x € um numero irracional quadrdtico.

Demonstragao: De fato, vamos tomar = = [ag; a1, ..., ax_1, Tg], onde xp = [ag; agi1, . ... Assim,
T = [ak; Ap+1y - -+ 5 Ak4n—1, m;]
e, entao,
/ /!
Tpp +p
:qu/ + q//’
ou seja,
/.2 " / /1
qzp +(¢" —p)z, —p" =0, (6.17)
/" p/
onde — e = sao os dois tultimos convergentes de [k, Gty -y Qprn—1]. Mas,
q q

v — ThPR-1 "‘pk72.
TrQr—1 1 Qr—2
Logo,
_ Dk—2 — Qg2
Q1T —pra
Substituindo-se o valor de z;, dado acima em (6.17) e simplificando-se, obtemos

Ty

ar® +br+c =0,
onde
a = dq_»— (" —¢)p—2ar—1 — "G4,
b = 2(]9”1%71%71 - q/pkaQka) + (CJ” - pl>(pk72Qk71 - Qkupkfl)a
¢ = dppy—(¢" —P)pr—2pi1 — P'pra

e, portanto a, b e ¢ sdo nimeros inteiros. Como z é irracional, entao b? — 4ac > 0. [ |
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Teorema 6.8 (Lagrange) A fracao continua que representa um irracional quadrdtico x é perio-
dica.

Demonstracao: Sabemos que um nimero quadratico irracional satisfaz a uma equacao quadratica
com coeficientes inteiros, que pode ser escrita como

az® +br +c=0. (6.18)

Se x = [ag; a1, a9, ..., a, ...], tomando-se zy, = [ax; agy1, .. .], entdo x = |ag; aq, . .., ax_1, Tk
Além disso,
o ThPro1 + Pr—2

TrQe—1 + Qh-2
Substituindo-se o valor acima em (6.18), obtemos

onde
A = api_y + bpe—1qe-1 + cqi_4,
By = 2app_1pe—2 + 0(Dr—1Gk—2 + Pr—2qr—1) + 2€qk—1qk—2, (6.20)

Cr = api—Q + bpr—2Qr—2 + CQ}%—T

Se A, =0, isto é, ap?_, + bpx_1q1—1 + cq;_, = 0, obtemos

—bgr_1 = 1/ (b* — dac)qg;_,

Pk—1 = %
—b+Vb? —4dac
= qk—1-

2a

Logo,

—b+ Vb —dac  pr < - , . Pk-1

= . Entdo, a equagao (6.18) tem um numero racional —— como
. 2a Q1 - . k-1
raiz, o que é impossivel, pois z é irracional. Portanto, A, # 0 e a equacao quadratica

A% + By + C = 0,

tem x; como uma de suas raizes.

De (6.20), e da férmula do determinate, obtemos

By — 4A4kCr = [2api_1pr—2 + b(Dr-1Ge—2 + Pr—2qr-1) + 2¢q5—1qk—2]*
—4(api_y + bpr_1qr—1 + cgi_)(api_o + bPr—2gk—2 + i)
= (b* — 4ac)(pr-1qk—2 — Pr—2@r—1)° (6.21)
= b — 4ac.
Pelo Teorema 6.6, temos que zqx_1 — pp_1 > —lk. Logo, existe um nimero d;_;, com

|0k—1| < 1, tal que

E—1
Prk—1 = TQr_1 + —.
qk—1
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Portanto, da equagao acima e de (6.18), obtemos

St \” Or
A, = a (513%—1 + —1> + bar—1 (Hlk—l + 1)+ cqr_y
k-1 k-1
0 4
= (az® + bz +c)qp_, + 2ax0,_1 + an—_ + by_1
k-1
2

)
= 2ax0,_1 + a% + bdj_1.
k-1

Logo,
|Ax| < 2|az| + |a|] + |b].

Mas, como C), = Aj_1,
|Ck| < 2|ax| + |a| + |b].

De (6.21), obtemos

B]% < a|Aka| + |b2 — 4CLC|
< 4(2lax| + [b] + |c])* + |b* — 4ac].

Observe que os valores absolutos de Ay, By e C) sao menores do que nimeros que nao
dependem de k. Como A, By e C) sao numeros inteiros, existe apenas um ntmero finito de
triplas (A, By, C) diferentes entre si. Logo, podemos encontrar uma tripla (A, B, C') que ocorre
pelo menos 3 vezes, digamos (Ay,, Bk, Ck, ), (Aky, Bi,y, Ck,) € (Ags, B, Cky). Portanto, de (6.19),
Tk, Ty € Tk, SAO Taizes de

Ay + By +C =0.

E claro que pelo menos duas delas sao iguais, por exemplo, xx, e x,. Entao,
Aky = Qfys  Akot1 = Ay +1,  Akot2 = Ak 42, -

e a fragdo continua é periédica. [ |

Observacoes:

1) Dos Exemplos 5.1 e 5.3 observamos que a fragao continua para v N, onde N nado é um
quadrado perfeito, é periddica e o periodo comeca em a; e vai até a, = 2ay, isto é,

VN = [ag; a1, ag, ..., ax_1, 2ag).

Além disso, VN + ag = [2ap; a1, as, ..., ax_1] é uma fracado continua puramente periédica. Veja
[6] para demonstragao.

2) Note, também, que as fragoes continuas no Exemplo 5.5 sdo niimeros transcendentais e suas
expansoes em fragoes continuas simples nao sao fracoes continuas periédicas.
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6.4 Seqiiéncia de Fibonacci

Veremos, aqui, uma fracao continua simples bastante interessante.

Exemplo 6.2 Considere a fracao continua

11 1 1 1
=14- - - - = : 6.22
SR WIS I S I (6.22)
Podemos notar que
1 1 z+1
r=1+ i =14-= ,
14 . x x
1
+1—1—-~

ou seja,
1+5 1.61803398874989...
=75 = ou

—.61803398874989...

—r—-1=0 = =z

Como a fragao continua (6.22) produz um nimero positivo, temos

1+V5
2

= 1.61803398874989... .

Observe que

1 1
_.::___jllzg::(161803398874989”.,
. 5
isto é,

11 1 1

::1;—1:1 - - - = .
1+1+14+14+1+4 ...

x
O wvalor de x é conhecido como mnidmero dureo ou se¢ao durea e é denotado por

1
$ = 1.61803398874989... . O valor — é denotado por ¢ = 0.61803398874989... .
x

De (6.1) e (6.2), temos que os convergentes da fragdo continua (6.22) satisfazem

Pn = Dn-1 + DPn-2
, n>2, 6.23
{ Gn = Gn-1 + Qn-2 B ( )
com as condicoes iniciais
Po = 17 b1 = 27
6.24
{ w=1 @=L (6:24)

A seqiiéncia dos denominadores {g,}>2, de (6.23), estd relacionada com a segiéncia de
Fibonacci, {F,}2, que ¢é definida por

Fn = Fn—l + Fn—27 n Z 2, (625)

onde Fy =1 e F; = 1. Os primeiros nimeros da seqiiéncia de Fibonacci sao 1,1, 2,3, 5, 8,13, 21,

34,55, ... .
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A seqiiéncia de Fibonacci pode ser originada do problema “quase real” do ntumero de
coelhos em um viveiro. Para este problema, devemos supor que:
- num viveiro coloca-se um casal de coelhos recém-nascidos;
- coelhos podem reproduzir-se com 1 meés de vida;
- uma coelha sempre da a luz um casal de coelhos todo meés, a partir de seu segundo meés de
vida;
- coelhos nunca morrem.

Quantos casais de coelhos haverd no inicio de cada mes?

A resposta a esta pergunta esta na Tabela 1, que fornece o niimero de casais de coelhos no
inicio de cada mes.

inicio do més | n° de casais descricao seqiiéncia
1 1 primeiro casal =1
2 1 primeiro casal =1
3 2 1 4+ 1 que nasceu =2
4 3 2 + 1 que nasceu ;=3
5 5 3 + 2 que nasceram F,=5
6 8 5 4+ 3 que nasceram F5 =28
7 13 8 + 5 que nasceram Fs =13
8 21 13 + 8 que nasceram =21
9 34 21 + 13 que nasceram Fy=34
10 55 34 4+ 21 que nasceram Fy =55
11 89 55 4+ 34 que nasceram Fig=289
12 144 89 + 55 que nasceram F, =144
13 233 144 + 89 que nasceram Fio =233

Tabela 1: Seqiiéncia de Fibonacci, nimero de casais de coelhos

Comparando (6.23) e (6.24) com (6.25), concluimos que
pn:Fn—H € Qn:Fm n>1.

Pn ~ . . [
Como os convergentes — da fragao continua convergem para o nimero aureo ¢, vemos que

n
F’fl . n
lim —2 — lim 2% — & — 1.61803398874989... .
n—oo n n—oo qTL
Além disso,
E, 1
lim — — — ¢ = 0.61803398874989... .

oo Fpy O
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Observe que

po _ o 1 - 1

do Fy 1

no_ B 2 = 2

q1 Fy 1

q2 Fy 2

6 F, 13

s Fs 8 o

p6 F7 21

2 = L = — = 1.615384615384615
(]6 F6 13

p7 Fg 34

- F 51 619047619047619
Ds Fy 59

=2 = =2 = — = 1.617647058823529
QB Fg 34

pg FlO 89

= = = = — = 1.61818181K8181818
Q9 Fy 55

P1o iy 144

= = = — = 1.617977528089888
q10 Fi 89

' F 14930352

Pa B 14930392y 6093088749800

44 Fay 9227465

7 Expansao de funcoes em fracoes continuas

Pode-se, também, utilizar fragoes continuas para expandir funcoes. Por exemplo, a funcao
exponencial tem a seguinte expansao em fragoes continuas (que nao ¢é tnica)

oy e . (7.1)
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Os primeiros convergentes sao dados por

p _ 0 po_ 1

do 1 a1 1

p2 _ (2+z)pi+(—2x)po _ 2+

0o 2+z)q + (—2x)qy 2—x

P 6po +a?py 12+ 6x + 2

¢ 6 +a2q 12— 6z + 22

ps  10ps+a?py 120 + 60z + 122° 4 27

@ 10g3 4+ 22¢; 120 — 60z 4 1222 — 23

ps _ ldps+ x®py 1680 + 840z + 1802” + 202 4 2*

7 14g, + 22¢3 1680 — 840z + 18022 — 2023 + 24

Note que os convergentes sao funcoes racionais que podem aproximar valores para a fungao
e”. Podemos, por exemplo, aproximar o valor de e~! através desses convergentes. Vamos com-
para-los com os valores obtidos pela expansao em série de Taylor:

2 ZES (L’4 "

xr __ z . R PR
6—14—1’—1—54—54‘14‘“4‘”!4— . (72)
Queremos aproximar o valor et = 0.367879441171... . Fazendo z = —1, obtemos os seguintes
valores:
ne termos | convergentes Taylor
1 0 1
1 0

0.3333333333  0.5000000000
0.3684210526  0.3333333333
0.3678756477  0.3750000000
0.3678794561 0.3666666667

DD O = W N

A fracao continua

r x/2 z/6 z/2 /10 z/2 /14 x/2
1-1+1-14+ 1 -1+ 1 -1 4+ ...

(7.3)

também é uma expansao da fungao exponencial.

Definicao 7.1 Dizemos que uma fracao continua corresponde a uma série de poténcias se 0S
convergentes de ordem n + 1 da fracdo continua, quando expandidos em série de poténcias,
cotncidem com 0s n primeiros termos da série.
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Por exemplo, a fra¢do continua (7.3) corresponde a série (7.2) pois,

p _ 1_
do 1
1
IR
q1 1 1
—z/2 1+ (1/2 1 1.
P2 _ ptCe/p L+ WDe L, 1
G2 o+ (—z/2)q0  1—(1/2)z 2 4
1+ (2 1/6)a2 1 1 1
ps _ p2A(x/6)pr 1+ (2/3)z+(1/6)x I S B SIS I ST
q3 g+ (x/6)q 1—(1/3)z 2 6 18

Observe que, para n > 3, os convergentes de ordem n da fragdo continua (7.1), quando
expandidos em série de poténcias, coincidem com 2n — 1 termos da série (7.2)

v 1 2?2 23 ot "
e = +ZL‘+§+§+E+"'+H+"',
pois,
D2 2+ 15, 14
_— p—y :]_ —_— —_— DY
- 51 +x+2x +4x—|—
D3 12 + 62 + 22 1, 145 1, 1 &
—_— pu— —:1 —_ —_ —_— —_— DEIY
4 12 —6r+a2 o FTRT T ot Tt Tt
D4 120 + 60z + 1222 + 23

IS L S S S
— = = T+ = - —T — —x —
G4 120 — 60z + 1222 — 23 27 160 247 11200 T 7200 T 4800

Ds 1, 145 1 4 1 . 1 4 1 1 23 9
o _ e e — _ _—
% TEE ST T o T 0" T 70" T soa0” T a0320" T saem200” T
Para calcular a expansao de uma fun¢ao em fracao continua, podemos também utilizar
substituicoes sucessivas. Seja f uma funcao. Calculamos 717,75, ..., T, 1, ..., tais que
J =a+T,
b
Tl — !
ap + TQ
by
T, —
? az + 13
bi .
T, =—, 2<i<n,
a; + Tiq

onde by, a;, b; sao escolhidos arbitrariamente e podem ser fun¢oes dos argumentos de f. Deste
modo, temos que

b1 bg bn—l bn
ai+as+ ... +ap1+ ... +an+ Tt

Continuando este processo de substituigoes sucessivas, obtemos a fracao continua.

f:a0+T1:a0+ CLO+

1
CL1+T2 N
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Exemplo 7.1 Considere a expansao em série de Taylor em torno de xo =0 da funcdo e*,

12 .',US .T4 .Ts 176
T _ 1 T T A A T
R N YR T I oI

Tomando ay = 1, obtemos

ex:a0+T1:1+T1 = leez—l.

Assim,
T 1+x+x2+x3+x4+$5 +
= I — JR— JE— _ [ o e
! 276 24 120 ' 720
B x
B x 2 2t x° !
(+2+6+24+120+720+ )
B x B x
- 1 x—i—x2 v + _1 + x+x2 v + |
_ — _—— — . e —I‘ p— _—— — DY
2 12 720 2 12 720
2 4
Portanto leil onde escolhemos b; = alzl—xeTzzz—i-x——x—%—-“
’ CL1—|-CTQ7 ’ 2 12 720
Mas,
x xr 3 x 1
T = —([1+=-—— = -
2 2( % 360 " ) 2(, v _a I
(*r%*“)
oz 1 B T
2 ) m+x2 x3+ _2 N 2x+x2 x3+ '
_ — —_— “ .. —x —_— _— e — o ..
6 36 540 3 18 270
2 2 3
Logo,nga2+T3,ondeescolhemosbgzsc,a2:2—xeT3:§I %—;70+~~
Porém, podemos escrever T3 como
2 x x? 2 1
T = 2401+ 22— 4+...)=2
3 337( UETITT ) 3" R =
(+E_@+”')
2 1 2x
= - = .
3 1 :p+x2+ 3 n 3x+3:p2+
_— —_— “ .. —x —_— —_— o ..
12 80 4 80
Assim, T35 = ————, onde by = 2 =3
Ssim, 13 a3+T4,OIl e 03 x, as T e
3 T 3 1
T, o= 2 <1 -z ...>:_
1 4;1: —1—20—1— 4x<1+£+ >_1
20
3 1 3x
= €T =
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by
aq + T5
Se continuarmos deste modo, encontraremos b; = (i — 1)z, a; =1 —x e

(1 + f: ek:pk) ,
k=1

o que novamente sugere escolhermos b;,1 = iz e a;11 = (i + 1) — z. Logo,

4
Portanto, T = ,onde by =3z, ay=4—x e T5= 5x(1 + ).

1T
Tiv1 = -
1 1+ 1

T T 2x 3z 4x

¢ +1—x+2—x—|—3—x—|—4—x+5—x+...

Exemplo 7.2 Considere a expansio em série de Taylor em torno da origem da fung¢do In(1+x),

2?2 23 2t 2 2

n(l+o)=z— > 42 2 0 T
n(l+z)==z 2—|—3 4—1—5 6—|-

Fazendo ay = 0, obtemos, analogamente ao exemplo anterior, a seguinte expansao em fracao
continua para esta série

z/2 x/6 x/3
+ 1 + 1 4+ 1 + ...

ln(1+x):%

8 Aplicacoes

8.1 Aproximacgoes racionais para nimeros irracionais

Notamos, nos Exemplos 6.1 e 6.2, que os convergentes das fragoes continuas simples (6.3) e (6.22)
formam aproximacoes racionais para os valores irracionais v/2 e ®, respectivamente. Nesta secio,
consideraremos o problema de encontrar aproximacgoes racionais para nimeros irracionais.

.~ . . a . . . ~ .
Definicao 8.1 Chamamos o nimero racional 7 (irredutivel) de melhor aprozimagdo racional
para o niumero irracional x se

|bx — a| < |qz — pl, (8.1)

a
para qualquer racional b #+ 7 tal que 0 < g < b.
q

E fécil ver que (8.1) implica em

x— B’. (8.2)

o= 5] <
x__
b q

De fato,

< r—=|.

b q

1 1 1
q<b:>—<&:>‘g(ba:—a) p‘

gz —p)| = |2 9] <
qq p b

Por outro lado, (8.2) nao implica em (8.1).
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179
57

Parece mais natural utilizar (8.2) para definir melhor aproximagao, mas utilizamos a
Definigao 8.1 por ser mais facil para caracteriza-la. Por exemplo, vamos mostrar que qual-
quer melhor aproximagao para x é um convergente da fragao continua simples associada a x e,
como uma excecao trivial, qualquer convergente da fracao continua associada a x é uma me-
lhor aproximagcao para x, definida pela Defini¢ao 8.1. Por outro lado, se utilizarmos (8.2), uma
melhor aproximacao pode ou nao ser um convergente.

Por exemplo, |7 —

22
<|m- 7' . Mas, |577 — 179] > |77 — 22|.

Para simplificar, denotemos por dj a k-ésima diferenca

comd_; =—1edy=x—ay={z}, onde {z} significa a parte fracionéria de x.
. . . ~ Pk
Primeiramente, vamos investigar as relagoes entre x, os convergentes — e d = qxx — P
qk
Como py e gy satisfazem as relagoes de recorréncias (6.1), segue que
dk+1 = ak+1dk - dk,b k Z 0. (84)
Tomando = = [ag;ay, ..., ak, Try1], entao Txr1 = [aks1; Agao, - - -] €, assim,

T = Tht1Pk T Phot E> 1 (8.5)

The1Qk + Qo1 -

Portanto,
. ]E _ _(_1)k71
@ Qe(QeTrs1 + qr-1)

Assim, o k-ésimo convergente aproxima x com erro

—1)*
o L (=) . (8.6)
dk 9 qk—1
i (l"kﬂ + —)
4k
Logo, da equagao (8.6), temos que
(=1)*
dp = qpx — ppy = —————. 8.7
kTh41 T+ Qr—1 8.7)
Como xyy1 = axy1 + —, da equagao acima, obtemos
Tp42
—1)k —1)k
P S
dk + +
ap+1qk + Q-1 + Tk+1Tk+2 T Gk
Lk+2
e de (8.7)
d
Ay = ——— (8.8)

Tr42
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Assim, a seqiiéncia {dy} tem sinais alternantes e a seqiiéncia {|dy|} tende para zero monotoni-
camente. Como ayy1 < Ty, de (8.7), temos que

(=DF

Tr+1qr + qr—1

1 11
= <5 kx1, (8.9)

‘dk’ — —
Ar+19Qk + Q-1 Qrt1

pois g = ajas + 1 > 2. Note que esta propriedade é andloga a (6.14).
Além disso, como xp,1 < apy1 + 1, obtemos

(=DF

Tr1qQr + qr—1

1 1

di| = = )
] Glap + 1)+ @1 ak+ G

(8.10)

Veremos, agora, resultados sobre os convergentes da expansao de x em fracao continua
simples e aproximacoes racionais para x.

Teorema 8.1 Seja x um numero real. Qualquer melhor aproximacgado racional de x, definida
pela Definicao 8.1, € um convergente da expansdao de x em fracdo continua simples.

Demonstragao: Seja x = [ag;aq,as,...]. Se x é racional, exigimos que a, > 2, onde a, é o
denominador do tltimo quociente parcial. Como os convergentes sao aproximacoes de x alter-
nadamente por cima e por baixo (Teorema 6.1), podemos observar que

CLO:@<@<"'<$<"'<@<&<a0+1'

qo q2 q3 q1

. . a _ . .
Suponhamos, por absurdo, que a melhor aproximacao 7 nao ¢ um convergente. Primeira-

. a 0 ~
mente, consideremos 7 < p_. Entao,
do

\bx—a|:b‘x—%’2‘x—%‘>\x—ao|,

a
o que contradiz o fato de 7 ser melhor aproximacao.

a
Agora, suponhamos — > iy Como b > x, temos que
b @ @
1 1 1
|bx—a|:b)x—g‘2b AR
b @b ab @ w

1 i
Mas, como |z — ag| < —, chegamos novamente a uma contradigao.
ay

. a [ Po D1 ~ ~ .
Finalmente, se 7 estd entre — e — e nao é um convergente, entao deve estar entre dois

do q1
convergentes de valores consecutivos, digamos os de ordem k e k + 2, ou seja,

a
@ < @ < PRI < % < P < x < PR < M < —_ < % < PR < 22 .
o ¢ Qht1 Qrt2 b k G

Assim, de (4.4) e das desigualdades acima, temos

1

1 —
qib’

qrqk+1

Pe+1 Pk
qk+1 dk

a  Pg
b
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e, entao, b > qry1. Mas,

a a 1 1
|bx—a\:b‘x——‘>bw—— = —.
b Qey2 b Qei2b Qi
a
Como, por (8.9), |qrkt12 — prr1] < —, 5 nao pode ser melhor aproximacao e o teorema estd
Qi+2
demonstrado. n

Vamos, agora, mostrar que todo convergente é uma melhor aproximac¢ao, mas ha uma
excec¢do. Suponhamos que z seja um numero do tipo z = ag+1/2. Entao, |z —(ap+1)| = | —ag|
e, neste caso, seu convergente nao ¢ uma melhor aproximagao. Temos, entao, o seguinte resultado

Teorema 8.2 Seja x diferente da forma ag + 1/2. Entao, todo convergente da expansao de x
em fracao continua simples € uma melhor aproximacdo para x.

Demonstragao: Consideremos ¢, dado e B um valor para b tal que 0 < b < g, e |bx — a| é mini-
mizado (se ha varias escolhas para B, entdao tomamos a menor delas). Seja A o correspondente

valor para a e suponhamos que A é unico. Nestas condigoes, 5 ¢ uma melhor aproximacao e,

pelo Teorema 8.1, é um convergente &, para algum k < n. Se k < n, sabemos, de (8.10), que
4k

1 1
>

QrT — Pg| > = )
| ’ qdk + dk+1 dn—1 + dn

enquanto que |,z — a,| < . Mas, se |gxz — ag| sdo menores do que |¢,z — a,|, devemos ter

qn+1
Gni1 < qn + Gn_1, 0 que é impossivel. Assim, k =n e 5 ¢ o convergente Pu
dn
1
Agora, consideremos a situacao em que A nao é unico. Entao, Bz deve ser do tipo A + o
, o . 1 N 1424
onde A é um inteiro positivo. Logo, Bx — A = 3 e, entao, r = %]

14+ 2A 4B —1
;—B = 2, teremos A = ¢ Z. Logo, se (1 +2A,2B) =m > 1, entao (1 + 2A,2B) nao
pode ser 2 e, neste caso, (2B/m)t — (14 2A)/m = 0, o que contradiz a defini¢ao de B.

1+2A

Observe que se

Assim, o racional x = tem uma expansao em fracao continua simples que termina

quando x = &, comp, =1+2A¢eq, =2B =a,¢p_1+ ¢p_o,0onde a, > 2. Sen=1ea, > 2,

n
ousen > 1, temos ¢, 1 < B. Logo,

1 1 1
=—=—<|Bx—-Al=—,
q. 2B 2

Pn
Gn—1—" — Pn-1
q

n

|Qn—1x - pn—1| =

o que contradiz a definicao de B. Como excluimos o caso em que n = 1 e a,, = 2, a demonstragao
estd completa. [ |
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Exemplo 8.1 Considere a expansdao de m em fracao continua simples

54 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
™ = — — — —_— - — - — - — -
T+15+14+2924+1+14+1+24+1+3+1
Seus primeiros convergentes sao dados por
3
o 1
D1 1 22
= h— = 3 — — e —
“ ¢ * 7 7
D2 asp1 +po  15-22+3 333
C —= —_— —= = — D — —
? g2 asq1 + Qo 15-7+1 106
o = P asp2 +p1  1-333+ 22 _ 35 B
5 T % @pta 110647 113
S Pa_ wps+pr 292-355+333 103993
YT wgpt g 292-113+106 33102

Observe que m = 3.141592653589... .

_l’_
|-
_l’_

3.142857142857

3.141509433962

3.141592920354

3.141592653012

. 355 . . . .
Temos, entao, que 113 ¢ a melhor aproximacao racional para m com denominador menor

do que 113, isto é, |1137 — 355| < |gm — p| para ¢ < 113.

Além disso, é possivel mostrar o seguinte resultado

Teorema 8.3 Seja Py Prit
4  Gk+1

, com 0 < q < qgy1- Entao,

@17 — prs1| < gz — pil < gz —p|.

Demonstragao: A primeira desigualdade é conseqiiéncia de (8.8).

Para mostrar a segunda desigualdade, consideremos a equagao

qx —p = Mm(@12 — Pr+1) + (@ — i)
= (M@rs1 +nqe)r — (Mpry1 + npy).

[gualando os coeficientes dos termos de mesmo grau em z, obtemos duas equagoes lineares nas

incognitas m e n:

Y

P = Mpr+1 + NPk
q = Mmqr+1 + NGk

cujo determinante da matriz dos coeficientes é pry1qx — qri1px = (—1)%. Logo, m e n devem ser

Pk+1

. . . p ~ -
numeros inteiros. Como = # ——, n nao pode ser zero. Se m = 0, entao

q qk+1

lgr — p| = [n(grr — pr)| = |[nl|grr — pr| > |grz — prl.
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Suponhamos, agora, que m # 0. Como g < qr.1 por hipdtese, m e n devem ter sinais
opostos. Mas, qxi1 — Pri1 € T — pr também tém sinais opostos. Logo,

lqx — p| = |m(qe12 — prs1)| + (e — pi)| > ke — il

E assim o resultado estd demonstrado. [

355
Portanto, do exemplo anterior, podemos observar que 13 é a melhor aproximagao racional

para 7 com denominador menor do que 33102, isto é, |1137 — 355| < |gm — p| para ¢ < 33102.

. . ~ . a
Consideremos, agora, o problema de encontrar uma aproximacao racional 7 para um

numero real z, tal que |bx — a| < % e cujo denominador b satisfaca b < qni1, onde gny1 €

o denominador do convergente cy 1, para algum N > 0. Vejamos alguns resultados preliminares.

Algoritmo de Ostrowski

Embora nossas observacoes sobre melhor aproximacao sejam verdadeiras para numeros
racionais e irracionais, suponhamos, por simplicidade, que z ¢é irracional.

Sabemos que a seqiiéncia {q} satisfaz
I=¢p<qg<@p<g<---.

Logo, para qualquer ntimero natural m, ha um indice N tal que gy < m < qn11. Escrevendo m
da forma m = [m/qn]|qn + R, o resto R satisfaz 0 < R < qy. Se R > 0, e como R < gy, entao
g < R < qgs+1, com k < N.

Assim, podemos escrever R como

R = LR/QkJQk + R, com O0< Ri< qk.-

Se Ry = 0, entdo m = |m/qn]qn + | R/qx]qr. Caso contrério, repetimos o procedimento
anterior até que o resto seja igual a zero.

Este processo de decomposicao é conhecido como algoritmo de Ostrowski e nos permitira
expressar um inteiro m como uma soma de multiplos dos elementos ¢, para 0 < k < N, que
chamaremos de representacao de Ostrowski de m:

N
m = Zak+1qk. (8.11)
k=0

Note que a construcao de ay,1 mostra que eles sao unicos e satisfazem 0 < apyq < a1, para
k‘>1eO§0z1<a1,poisqozleq1:a1.

Exemplo 8.2 Considere a expansdao de m em fracao continua simples

3_’_1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
m = —_ _— —_ _— —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_—
T+15+14+292+1+14+14+24+14+3+1+14+ ...

Escreva m = 2000 como soma de maltiplos dos denominadores q dos convergentes da fracdao
continua acima, utilizando o algoritmo de Ostrowski.
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Os primeiros convergentes sao

ko 1 2 3 4

pe | 322 333 355 103993
1

U 7 106 113 33102

Como 2000 < g4 = 33102 entao escrevemos 2000 = 17-113+79. Agora, observe que 79 < go = 106
entao escrevemos 79 = 11 -7+ 2 e, assim

2000 =17-113+0-106 +11-74+2 -1,
ou seja,

2000217Q3 —|—OQQ +11q1+2q0

Vamos, agora, analisar ||mx||, onde ||z|| significa a distancia ao inteiro mais préximo de x.
Como a distancia ao inteiro mais proximo nao muda por translagao inteira, tomando

N N
m = E ap1qe € A= E Oy 1Dk
k=0 k=0

como dj = qxx — pg, temos que

[Ima|| = [[mz — Al| =

N N N
E Ap41qT — E Qp11Pk E Oék:+1dk
k=0 k=0 k=0

Se a ultima soma (envolvendo os valores dj) é suficientemente pequena (menor do que 1/2),
entao a distancia ao inteiro mais préximo é o valor absoluto da expressao.

Para analisar o valor de ||mz||, precisamos ainda do resultado a seguir.

Lema 8.1 Seja «v, 1 o primeiro coeficiente agyq # 0 em (8.11), tal que 0 < n < N. Entao,
N

Z Qg 1dy

k=0

|(an+1 - ]-)dn - dn+1| < < |an+1dn - dn+1|~

Demonstragao: De (8.8) sabemos que dj, alterna de sinal. Entao, se retirarmos todos os termos
dpio,dniyg, ... com o mesmo sinal que d,, e incluirmos os maiores multiplos possiveis para os
termos com sinal contrario, obtemos

|ant1dn, + pyodnyr + - - + anpidy| > logsidy + (ange — 1)dpy1 + apradygs + -+ |

Mas, de (8.4), podemos escrever cada termo ayy1dy como uma diferenga. Assim, obtemos

N
E Oék+1dk

k=0

> |an+1dn - dn+1 + (dn+2 - dn) + (dn+4 - dn+2) + - ’ = |(04n+1 - 1)dn - dnJrl’a

como esperado. Para encontrar o limitante superior, procedemos de maneira similar e obtemos
N

Z Qpy1dg

k=0

< |an+1dn + an+3dn+2 + an+5dn+4 —+ .. |7

o que conclui o resultado. [ |
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Teorema 8.4 Seja x um numero irracional e m > 1 um inteiro positivo. Considere a repre-
sentagdao de Ostrowski de m dada por (8.11), com agy1 = 0 para 0 < k <n < N e a,11 > 0.
Entao,

1) sen>2, |\mz||=

I

N
g g 1dy
k=0

2) se {x} < 1/2,

Z Qe y1dy,

k=0
b) ||mx|| > |di|, se an > 0;

a) ||mx|| = ,sea; =0eaqy >0;

3) se {x} >1/2, a3 =0 para qualquer m e
a) [[mal| = [|z]|, se az > 1;

b) ||mz|| > d2, se ay = 1.

N
Demonstracao: Para simplificar, denotemos por S a soma Z pr1dg|.
k=0
1) Do Lema 8.1 e de (8.9), obtemos
1
S < |an+1dn - dn+1| < ‘anJrldn - dn+1| = ‘ - dn71| < ‘ - d1| < 5
Assim, ||mz|| = 9.
2) a) Para demonstrar este item, vemos que
1
S < |O./2d1—d2| < |a2d1—d2| :|—d0| =T —ag < 5
e, novamente, ||mx|| = S.
2) b) Como oy < ay, temos que
‘ — dl‘ < |(CK1 — 1)d0 — dl‘ < S< ‘Oéldo — d1’ < \(al — 1)d0 — d1| = ’ — d,1 — do‘ < 1.

Mas, dy = {z} e, assim, 1 — a;{z} < ||mz|| <1 — {2}, de onde segue o resultado.
3) a) Como a; = 1, entdo oy =0 e
|d1| < ‘dl —dg‘ <S< |Oé2d1 —dg’ < |a2d1 —dg‘ = ’ —dol < 1.
Assim, 1 — {z} < S < {2}, como esperavamos.
3) b) Novamente, a; = 1 e, entao, a3 = 0. Do Lema 8.1,
|—d2| <S< |d1—d2|.

Como | — dy| = ds e |dy — da| = dy — dy, o resultado é vélido se 1 — (dy — dy) > da, 0 que equivale
al+ d1 > 2d2

Note que = = [ap; 1, 22 € X2 < 2a9. Assim, z < [ag; 1, 2as] € 2as > (2a2 + 1)(z — ag). Como
do =z —aped = (x—ag)— 1, obtemos 1 — 2dy > (2as — 1)d; e, entdo

14+ d; > 2a0dy + 2dy = ng,
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que demonstra o resultado. [ |

Note que, da demonstracdo do Teorema 8.4, pode-se concluir que |mz — A| < 1, onde

N N
m = E Qp1qr € A = E Ok +1DPk-
k=0 k=0

o1 . ~ . a
Vamos utilizar esses resultados para encontrar uma aproximagao racional 7 para um

nimero real x, com |br — a| < % e cujo denominador b satisfaz b < qy,1, onde gyy1 é O

denominador do convergente cyy1, para algum N > 0.

Vimos que existe uma tnica representacao de Ostrowski para b, dada por

N
b= sigr
k=0

e o numero A, definido como
N
A=Ab) = Z Op+1Dk,
k=0
pela demonstracao do Teorema 8.4, satisfaz
|bx — Al < 1.
Assim, o nimero inteiro a definido por

A, se |bx — A| <1/2,
a=alb)=¢ A+1, se bz —A > 1/2,
A—1, se bx—A < —1/2,

. . . ~ . a ,
satisfaz |br — a| < 1/2. Desta maneira encontramos a aproximagao racional — para um nimero

b
real z, com |bx — a| < % e b # q, para todo k > 0.
Exemplo 8.3 Considere a expansao de m em fracao continua simples
3+1 1 1 1 T 1 1 1 1 1 1 1
T=34+- - - — - - - - - - -  — )
T+15+142924+14+14+14+24+14+3+1+14+ ...

: . , a
Encontre a melhor aprorimagao racional — para m com b = 57.

Os primeiros convergentes sao

ko 1 2 3 4

pe | 322 333 355 103993
1

a 7 106 113 33102
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Como b = 57, pelo algoritmo de Ostrowski obtemos
b=8-q1+1-¢qg=8-T+1-1=57

e, entao,

a
que satisfaz |br — A| < 1/2 e, assim, a = 179. Logo, a melhor aproximagao racional 5 para ,
, 179

com b =57, é —

57
8.2 Modelo para construcao de calendario

A construcao de um calendario anual cotado em dias, que dependem da rotacao da Terra em
torno de seu eixo, deve determinar, o mais precisamente possivel, as estagoes, que dependem da
revolucao da Terra em torno do Sol e é conhecido como ano tropical. A duracao do ano tropical
¢ de aproximadamente 365.24219878125 dias. Note que 0,24219 do dia equivale a 05h 48m 46s.

No ano 46 A.C., Julio César reformou o calendario romano para uniformizar os diferentes
calendarios usados pelos territérios ocupados pelos romanos. Introduziu o que hoje é conhecido
como calendario juliano, de doze meses, no qual, a cada trés anos de 365 dias, seguia-se outro
de 366 dias (ano bissexto). Assim, o ano juliano tinha em média 365,25 dias. Para acertar o
calendario com a primavera, foram adicionados 67 dias aquele ano. Além disso, o primeiro dia
do més de marco de 45 A.C. no calendario romano, passou a ser 12 de janeiro no calendario
juliano. Este ano ficou conhecido como ano da confusao.

O calendario juliano usou a aproximagao 365% dias para um ano. Depois de 16 séculos de
uso, havia uma grande diferenca entre o calendario juliano e movimento real da Terra em torno
do Sol. Os fenémenos astronomicos como, por exemplo, a ocorréncia do equindcio da primavera,
estavam ocorrendo 10 dias apds a data prevista. No equindcio, a duracao da noite é a mesma
que a duracao do dia, aproximadamente 12h cada.

Em 1582, o Papa Gregorio XIII proclamou uma revisao do calendéario baseada na aproxi-
macao de 1 ano por 365% dias. O novo calendério foi implementado de modo a omitir anos
bissextos a cada século exceto em séculos multiplos de 400, ou seja, os anos seculares (com final
00) seriam bissextos s6 de 4 em 4 séculos. Por exemplo, 1600, 2000, 2400 sao bissextos, mas
nao os sao 1700, 1800, 1900, 2100, 2200 e 2300. Este calendario é conhecido como calendério

gregoriano.

Para que o equindcio da primavera, que estava atrasado em relagao ao calendario, voltasse
a ocorrer em 21 de marco, foi publicado um decreto no qual o dia apds 04 de outubro de 1582
deveria ser 15 de outubro de 1582. Esse ano ficou com apenas 354 dias.

Paises catélicos (como Portugal, Espanha, Italia e Polonia) passaram a utilizd-lo imedi-
atamente. Mas, a Inglaterra, por ser protestante, resistiu por quase dois séculos. O Japao o
introduziu em 1873, quando se abriu para o Ocidente. China, Bulgdria, Russia, Romeénia e
Grécia s6 adotaram o calendério gregoriano no inicio do século XX.

O ano civil gregoriano ainda é maior que o ano tropical. Mas, a diferencga serd de mais 1
dia somente depois de 3236 anos. No momento, isso ainda nao tem importancia pratica.

No ano de 1956, a Conferéncia Internacional de Pesos e Medidas definiu o segundo da
efeméride como 1/31556925.9747 do tempo que a Terra necessitou para dar uma volta completa



8.2 Modelo para construcao de calendario 43

ao redor do Sol, comecando as 12h00 de 4 de janeiro de 1900. Isto valeu até que a 132 Conferéncia
Geral de Pesos e Medidas, em 1967, definiu o segundo como sendo o niimero de vezes que um
atomo de Césio-133 oscila durante um segundo da efeméride.

Usando o valor de 1/31556925.9747 para o segundo da efeméride, e como um dia tem 86400
segundos, podemos concluir que o ano tropical tem

315569259747

= 2421 125 dias.
264000000 365 9878125 dias

Assim, para a construgao de um calendario, é necesséario obter uma aproximacao apropriada
para

315569259747 7750361
= - - _ = — = (.2421 12
¢ 864000000 365 32000000 0 I878125
~1 11 11111 1 1 1 1 1 1 1
44+ T74345464+14+14+3+14+7+1+14+1+1+2

Os primeiros convergentes de ¢ sao:

ko 1 2 3 4 5

P01 7 8 316
14 29 33 128 673

Podemos, entao, observar que o calendario juliano é a implementagao do primeiro conver-
gente de c. Mas, nao ha evidéncias de que foram utilizadas fragoes continuas na construcao dos
calendarios juliano ou gregoriano.

Para construir um calendario baseado em um ciclo b diferente do denominador de um
convergente de ¢, precisamos encontrar a quantidade a de anos bissextos que devemos incluir
durante o ciclo de modo que |bc — a| seja o menor possivel. Para isso utilizamos o mesmo
raciocinio do Exemplo 8.3.

No caso do calendario gregoriano, b = 400 torna-se

b:3'Q4+0‘Q3+0'QQ+4'(]1+0'QO

que satisfaz |bc — A| < 1/2 e, assim, a = 97 como esperdvamos. O erro resultante é

97
~ 2L~ 0.00030122
‘7100 ’

o que significa um ganho de 3 dias a cada dez mil anos.

Utilizando b = 300, encontramos

b=2-qu+1-3+0-@2+2-¢1 +3-q

A=2py+1-p3+0-pp+2-p1+3-pp=2-314+1-842-1+3-0="72.



Referéncias 44

Logo, bc — A ~ 0.6596 > 1/2 e, assim, a = A+ 1 = 73. O erro resultante é

73
2 0.00113455
“7 300 !

maior do que para b = 400.

Tomando b = 500, obtemos
b=3-@1+3-¢3+0-@2+4-¢1+1"qo,

A=3-ps+3-p3+0-po+4-p1+1-pp=3-31+3-8+4-1+1-0=121

e |bc — A| < 1/2. Logo, a = 121. O erro resultante é

121
_ 22~ 0.000198781
“ 7500 ’

que equivale a uma perda de 2 dias em 10 mil anos.
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