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Problemas de Geometria em Analise Combinatoéria

1. Introducéao

A combinatéria que vamos aqui desenvolver, sdo conceitos que permitem
resolver alguns tipos de problemas de contagem de subconjuntos de um dado
conjunto finito, sem que tenhamos que descrever ou explicitar todos os seus
elementos e depois conta-los.

Na verdade, é parte da analise combinatdria que se ensina aos alunos de ensino
médio, procurando, na medida do possivel, ndo focar naquela "mesmice" que se
encontra em grande parte dos livros textos.

O que se pretende neste Minicurso é utilizar as ferramentas e técnicas da Analise
Combinatéria para resolver diferentes problemas (alguns interessantes) da geometria
euclideana,

Sempre que possivel, lancaremos mao de material concreto para confirmar os
resultados obtidos e melhorar o entendimento das questdes propostas e resolvidas.

E I6gico que existem outras técnicas mais sofisticadas para resolver problemas
mais complexos, mas que nao vamos enfocar aqui. Além disso, por ser uma parte da
matematica que encontra muitas aplicacbes no nosso dia-a-dia e de facil
entendimento, deveria ser um assunto que todos gostassem. Mas, infelizmente, isso
nao é verdade !!

Andlise Combinatéria ainda é um “pavor” tanto para nossos alunos quanto para
nos, professores. Tanto € assim que vou propor uma ordem de apresentacdo um
pouco diferente do que habitualmente se encontra nos textos usuais. O conteddo néo
muda, mas sim o modo de “domar o ledo", que acreditem, ndo é tao feroz assim como
tentam alardear por ai.

2. Principio Multiplicativo(pm)

"Se uma decisédo A pode ser tomada de m modos diferentes e, se para cada um
desses m modos possiveis de acontecer a decisdo A, uma segunda decisdo B puder
ser tomada de n modos diferentes, entdo: o nimero de modos de se tomar a deciséo
A, seguida da deciséo B, é m.n".

O enunciado acima, basico para resolver problemas de contagem a nivel de

ensino médio, €& conhecido como Principio Multiplicativo ou Principio da
Multiplicacdo ou Principio Fundamental da Contagem.

Para motivacdo do Principio, vamos considerar o exemplo abaixo:

Exemplo: Uma sala possui 5 portas. De quantos modos uma pessoa pode entrar por
uma porta e sair por outra porta diferente da que havia entrado?



Chamando as portas de Py, P,, P3,P, e Pg vé-se que se a pessoa entrar

pela porta P, ha 4 portas para sair: P, ,P3,P4 ou P5. Do mesmo modo, entrando
pela porta P ,, h&a 4 portas para sair: P1,P3,P4 ou Ps.

Assim, a decisao A: entrar por uma das portas, pode ser tomada de 5 modos e,
depois disso, a decisdo B: sair por uma porta diferente daquela que entrou, pode ser
tomada de 4 modos. Assim, o nUmero de maneiras de se tomar as decisdes A e B é
5x4=20.

Observe que o uso do Principio Multiplicativo permite obter o numero de
elementos do conjunto C, conforme abaixo, constituido por todos os pares de portas

possiveis para entrar e sair,sem que houvesse necessidade de enumerar seus
elementos e, depois , conta-los.

C={(P.Py) ., (P1.P3) .(P1.Py) ., (P1,P5), (P2.P1), (P2,P3), (P2,Ps), (P2,Ps) ,
(P3,P1) , (P3,P2) , (P3,P4) , (P3,Ps) , (P4,P1) , (P4,P2) , (P4,P3) , (P4,Ps) , (Ps,P1) , (Ps,P2)
,(Ps,P3) , (Ps,P4) }

Poderiamos também representar a solugédo como:

entran\ sair PL ) P3 P4 P5
P1 o | PLP2) | (PLPY) | (PLPY) | (PLP9)
P2 (P2P) | nio | (P2P3) | (P2P4) | (P2P9)
P3 (P3PY) | (P3P2) o | (P3P4) | (P3P9
P4 (P4PY) | (PAFD) | (PAP3) | 0 | (P4PS)
Ps (P5PY) | (P5P2) | (PSP3) | (PSPA) %0
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Note que, a impossibilidade de sair pela mesma porta em que havia entrado ,é
representada pelos pares ordenados da forma (P;,P;) , 1< i < 5, e representados na
tabela acima por "nédo".Caso tal imposicédo nao fosse feita , teriamos: 5.5 = 25 modos
de entrar e sair da sala.
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3.Permutacdes Simples

Dadas as letras M, A e U, de quantos modos é possivel "embaralha-las™? Ou entdo
"ordena-las"? Ou entdo "agrupa-las"?

Podemos "arruma-las" assim: MAU MUA AMU AUM UAM ou UMA. Assim, ha
6(seis) ordenacdes das letras M,A e U.

De um modo geral, qualquer ordenacéo de n objetos distintos
X1, X2,..., X, € chamada de uma permutacdo simples desses n objetos distintos.

Observe que temos n objetos e queremos saber a quantidade de modos de poder

"embaralha-los" ou "agrupa-los", sem que tenhamos esquecido de nenhum deles. Ou



seja, € 0 mesmo que pensar que possuo n objetos e vou coloca-los em exatamente n
caixas, cada caixa contendo somente um unico objeto.

Assim:

W1,¥2,...¥n

L1 O OO
1 Z 2 n-ésina

cajixa.

Logo, ha n modos de escolher um objeto para preencher a caixa 1.

Uma vez preenchida a caixa 1 , e ja tendo utilizado um objeto, sobram (n - 1)
objetos para escolher somente um a ser colocado na caixa 2, (n - 2) objetos para
escolher somente um a ser colocado na caixa 3, e, assim, sucessivamente, até que
para a n-ésima caixa, ha um so objeto para ser colocado nessa caixa.

Quando digo que ha, por exemplo, (n-2) objetos para serem colocados na caixa 3
, ha verdade o melhor seria dizer que: dispomos de (n - 2) objetos e queremos colocar
somente 1 na caixa 3. Entdo, 0 numero de modos de escolher, entre esses (n - 2)
objetos aquele que ocupara a caixa 3 é (n - 2) modos.

Temos entdo:

cloleR o

n-1 n-Z2

Assim, pelo Principio Multiplicativo, o numero total de modos de arrumar,
ordenadamente, n objetos distintos em n caixas é:
n.(n-1).(n-2)....1

A quantidade de modos de ordenar n objetos distintos € o nimero de permutacdes
simples desses n objetos distintos e € representado pelo simbolo: P,. Assim: P, =
n.(n-1).(n-2).....1

Portanto, ndo se esqueca:

O numero de modos de arrumar ordenadamente n objetos distintos em n
caixas, que contenham exatamente um sé objeto por caixa, € conhecido como o
namero de permutacbes simples desses n objetos distintos Xi,X3,....Xn €
representado por P;.

Para melhor entendimento deste assunto, vejamos:
P, € o nimero de modos de ordenar 2 objetos distintos.Temos, entdo, por
exemplo,os objetos X ;e X, e as caixas 1 e 2.

Logo:
1 2 1 2
Xl [Xol ouentdo [Xo [X
Assim:
P,=21=2

namero de modos de ocupar a caixa 2, ao objeto



que sobrou: 1
namero de modos de escolher um dos dois objetos para ocupar a caixa 1: 2

De modo semelhante, o que seria P; ? Ora, é o numero de modos de se escolher
entre 1(um) objeto disponivel, aquele que ocupara a Unica caixa 1, ou seja: P; = 1.

Parece bastante elementar ficar enfatizando esse conceito, mas na verdade quero
gue vocé entenda o porque de, por exemplo, do que seja P, . Ora, P, € 0 niUmero de
modos de se escolher entre zero objetos aquele que ocuparad nenhuma caixa. Parece
bastante estranha essa Ultima frase, mas, na verdade o que quer dizer € que s0 existe
1(um) unico modo de se fazer isso, qual seja: nao fazer!!! Nao ha como realizar tal
tarefa. Primeiramente por ndo dispor de objetos e em segundo lugar, por ndo dispor
de nenhuma caixa. Dai, porque, P,=1, ou seja, um s0 modo: nao ordenar ninguém.

Tentei, dessa forma, eliminar essa grande duvida que passa na cabeca das
pessoas de achar que é "forcar a barra" ou ter que "acreditar" ou mesmo ter de
aceitar que P,=1, sem embasamento teorico. Ora, a matematica ndo é feita de
crencas !!! Pelo menos até onde eu saiba !!!

Dai, ndo aceitar quando leio em algumas referéncias: define-se P,=0 ! =1. Bem,
voltemos a analise combinatéria:

Para facilidade de nossos célculos definimos o simbolo n! que |é-se: fatorial de n
ou entdo n fatorial, como P,. Assim P,=n!.

Ainda refor¢cando a idéia, lembre-se que n é o numero de objetos distintos que se
deseja ordenar. Entdo, por ser uma quantidade de objetos €, portanto, um numero
natural. Nao teria sentido, por exemplo, dizer que gostariamos de embaralhar 3/4 ou
até -5 objetos e saber o numero de modos de fazer isso.

Para efeito de treinamento, lembremos que:

Po,=0!=1

Pi=11=1

Py=21=2.1

P3=3!=3.2.1=6
P4=41=4.3.2.1=24
Ps=5!=5.4.3.2.1=120 e ....

Observe que:

Ps=5.4.3.2.1 =5.(4.3.2.1) =5.41
=5.4.(3.2.1) =5.4.3!
=5.4.3.(2.1) = 5.4.3.2!

Ou seja: Ph=n! =n.(n - 1)! ou, entdo P,=n!=n.(n-1).(n-2)! . E assim sucessivamente.
Isso é muito util, por exemplo, se quisermos simplificar a fracdo 9! = 9.8.7.6! =9.8.7.
6! 6!

I
Ou entdo: 10.9.8 = 17£|

ou entéo: (n-6).(n-5).(n-4) = (n-4).(n-5).(n-6).(n-7).(n-8)....3.2.1 =
(n-7)!




_(n-4)!
(n-4)! —m

(n-7).(n-8)....3.2.1

E também util na resolucdo de exercicios que aparecem por ai em livros textos. Bem ,
vamos agora ver alguns exemplos:

Exemplol. De quantos modos 4 pessoas podem se sentar em quatro bancos,
colocados lado a lado?

b1 b, b3 ba

[ A A I

-O primeiro banco pode ser ocupado por quaisquer das 4 pessoas, ou seja: 4 opcoes.
-Uma vez que o primeiro banco esteja ocupado, sobram 3 pessoas para uma delas
ocupar o banco 2 : 3 opcgoes.

-Para o banco 3, sobram 2 pessoas, das quais uma delas pode ocupa-lo : 2 opc¢des.
-E para o banco 4, s6 sobrou a 42 pessoa ocupa-lo, ou melhor , sobrou o banco, e, se
a pessoa que sobrou quiser sentar-se, s6 ha essa alternativa: sentar-se ali mesmo !
Assim : P4=4.3.2.1=24 modos.

Um dos tipos de problemas mais badalados por ai sdo aqueles que falam de
"embaralhamento" das letras de uma palavra, como aquele que falei no inicio deste
capitulo, com as letras da palavra MAU. Os matematicos resolveram chamar de
anagrama a qualquer ordenacio de letras de uma determinada palavra. E que, entre
as ordenacdes de MAU, por exemplo, aparecem AMU,AUM,UAM etc, que nao
parecem ter algum sentido na lingua portuguesa ou em outra lingua. Dai, qualquer
ordenacéo de letras é dita um anagrama.

Entdo, poderiamos perguntar:
Quantos séo os anagramas da palavra MAU ?
E a resposta é: P; = 3! = 6 (que sao aquelas que ja vimos antes).

Mas, um determinado professor, ndo satisfeito em apresentar exemplos téo
elementares a seus alunos , comeca a "criar" ou "elaborar" certos probleminhas para
seus pupilos, do tipo :

Exemplo 2. Quantos sdo os anagramas da palavra CABELOS ?
Ora, P; =7!=5040.

-Quantos comegam e terminam por vogal?

vogalAlEe O | | |__vogal : 2 modos!(néo repetir a
mesma ja usada na 12 caixa)
3 modos |
as letras C,B,L,S e a vogal que
sobra, se embaralham entre si.

Assim: 3.P5.2=3.120.2=720.



-Quantos comegam por consoante?

4.Pe= 4.6!

| consoantes: C,B,Le S
-Quantos tém as letras C,B,L juntas, no inicio do anagrama, nessa ordem?

_.C|B|L|

Isso é 0 que chamo de uma "caixa preta”, inviolavel, que ndo pode ter a ordem
das letras alterada.

Assim, s6 podemos "embaralhar" as restantes 4 letras: A,E,O,S.

Portanto, ficamos: P,= 41=24

-Quantos tém as letras C,B,L juntas no inicio do anagrama em qualquer ordem?

Essas 3 caixas s6 podem ser ocupadas por quaisquer das letras C,B,L. Dai: P3=
31=6

As demais: P,= 4! =24

Total de ordenacdes: P3. P4= 6. 24= 144,
-Quantos tém as letras C,B,L juntas?

Primeiramente fagamos a "caixa preta" se embaralhar com as outras 4 letras. Tem-
se entao:

|cx. preta] ~~ Logo: Ps= 5!

Agora, vamos ordenar as 3 letras dentro da "caixa preta" : P3= 3!
Total de ordenacgdes: Ps.P3= 120. 6= 720
-Quantos tém as vogais e as consoantes intercaladas?
-Quantos tém a letra C no 1° lugar e a letra B no 2° lugar?
-Quantos tém a letra C no 1° lugar ou a letra B no 2° lugar?
-Quantos tém a letra C no 1° lugar ou a letra B no 2° lugar ou a letra L no 3° lugar?
-E outras perguntas que a criatividade permita!

Exemplo 3. De quantos modos 4 criangas podem dar-se as méos e formar uma roda?

Observe as "rodas" acima. Parecem diferentes ndo € mesmo?
Mas, para n6s que estamos "olhando” de frente: a "mé&o esquerda” da crianca C;
"esta dada" a "mao direita” da crianca C, e a "mao direita" da crianca C; "esta dada" a
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"mao esquerda" da crianca C,4. Portanto, as duas rodas: C; C,C3C, e C, C; C4C3 sao
iguais!

Numa roda, o que importa é a posi¢ao relativa das criancas entre si e, entdo, a
crianca C; esta a direita de C, e a esquerda de Cy4; a C, esta a esquerda de C; e a
direita de C3; a C3 esta a direita de C,4 e a esquerda de C;; a C,4 esta a direita de C; e
a esquerda de C3, em ambas as rodas.

Isto quer dizer que se as criancas que formam a 12 roda se "movimentarem" no
sentido horério (grande giro) ou no sentido anti-horario (pequeno giro), fardo coincidir
aroda 1 com aroda 2. Em outras palavras, a 12 roda pode ser "virada" na 22 roda.

Isso ja ndo poderia ser feito com a 32 roda abaixo:

Cl

C3

N&o ha movimento algum na 12 roda que faca essa roda ser "virada" na 32 roda .(A
crianca C; estd com a "méao direita” "dada" a crianga C4 na roda 1 e com a "méao
direita” "dada" a crianca C3 na 3a roda.

E, obviamente, elas ndo podem "soltar" as méaos na hora do giro).

Assim, € errado pensar que para se formar uma roda basta escolhermos uma
ordem para as criancas. Portanto, é errado pensar que a resposta € 4! = 24 modos.

Como cada roda pode ser "virada" de 4 modos, ao contarmos 24 modos, como
acima, cada roda foi contada 4 vezes. Precisamos, entdo, retirar esse "excesso de
contagem”, ou seja, dividir o total por 4 (ja que cada roda admite 4 “viradas” iguais, ou
seja, representam a mesma roda). Assim, o resultado é: P, = 4! = 6 modos. Que séo
0S seguintes:

4 4

©4 @4 COS Uz COC3 ClOZ

C Lz oy—" %% p—*tz  cd~—"Ca3 cZ—"cq o —"c4

Exemplo4. De quantos modos podemos dividir 6 pessoas em dois grupos de 3
pessoas cada ?

A primeira vista, poder-se-ia pensar que fosse correto fazer assim:

P1 P2 Ps3 Ps Ps Pes
grupol grupo 2

Como h& Ps= 6! modos de colocar as 6 pessoas em fila ( tomando um grupo com
as 3 primeiras pessoas e 0 outro grupo com as outras 3 pessoas), a resposta pode
parecer ser a acima. Mas nao é !!

Se pensarmos na divisdo das 6 pessoas do seguinte modo Py P, P3 / P4 Ps Pg
ela é a mesma divisdo das pessoas da forma P4 Ps P/ P; P, P3.

Os grupos de pessoas que formamos, S40 0S Mesmos: um grupo com as pessoas
1, 2 e 3 e outro grupo com as pessoas 4, 5 e 6. O que fizemos foi representar as
pessoas de cada grupo em ordens diferentes, porém, contendo essas mesmas
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pessoas. Mas ndo estamos, nesse momento, interessados em ordenar as pessoas
em seus respectivos grupos. O que se quer € dividi-las em dois grupos que tenham o
mesmo numero de pessoas: trés. E, mais ainda: o grupo das pessoas {1,2,3} é o
mesmo que o grupo {2,1,3}, pois as pessoas que compdem 0 grupo Sdo as mesmas.
O gue diferencia um grupo de outro séo as pessoas que fazem parte deles, os grupos
e ndo a ordem em que escrevemos seus nomes, ou apelidos.

Além disso, naquela contagem errada que pensavamos ser a correta, de 6! = 120,
as divisdes dos grupos, por exemplo, P1 P, P3 / P4 Ps Pg € P4 Ps Pg / P; P, P3 foram
consideradas como distintas (e portanto, faziam parte da contagem) divisdes tais
como as dos tipos:

P1 P, P3/P4PsPsg

P2 P1P3/ P4 PsPg

P2P1Ps/ Ps Py Pg
gue somente séo diferentes pela ordem em que seus elementos foram apresentados,
embora formem 0s mesmos grupos de pessoas.

Assim, cada divisao foi contada a mais:

- 2(duas) vezes a mais por causa da ordem em que 0s grupos foram apresentados (
P1 P2 P3s/ P4 Ps Pg) é igual a ( P4 Ps Ps / P P2 P3),(se escritos a direita do “traco” de
divisdo ou a direita do “traco”, representam 0s mesmos grupos).

- 3! = 6(seis) vezes a mais por causa da ordem dos elementos no 1° grupo: (P P2 P3/
P4 P5 Pe) é igual a (P3 Pl P2 / P4 P5 Pe), que é igual a (P2 Pl P3 / P4 P5 Pe), etc.

- 3= 6(seis) vezes a mais por causa da ordem dos elementos no 2°grupo: (P1 P, P3/
P4Ps PG) é igual a ( P. P> Pj / P4 Ps Ps), que é igual a (P]_ P> P3 / Ps Py PG), etc.

Logo, cada divisdo foi contada 2. 3!. 3! vezes a mais. Precisamos, entao, "retirar”
esse "excesso de contagem", ou seja:

0 nimero de modos de dividir 6 pessoas em dois grupos de 3 pessoas cada é:
_Ps_ = _6! = 6.5.4.31=10.

2.3!3! 2.313! 2.3!3!

E novamente entra aqui, aquele espirito criativo do professor em sugerir a seus

alunos:

- E se tivéssemos 18 pessoas ? De quantos modos podemos dividi-los em dois
grupos de 9 cada ?

- E emtrés grupos de 6 ?

- E em um grupo de 7 e outro grupo de 11 pessoas ?

- E em grupos de duas pessoas ?

- E em dois grupos de 6 e dois grupos de 3 pessoas cada ?

E ai diria um qualquer aluno: que chatice, hein professor ?

N&o tem mais nada o que fazer ndo ?

Nesse momento acredito que esse aluno ja compreendeu bem aquilo que se esta
guerendo dele. Pelo menos esse é o sentimento.

Exemplo 5. Permutam-se de todos os modos possiveis os algarismos 1, 4, 5, 6 e
escrevem-se 0s numeros assim formados em ordem crescente. Pergunta-se:



- que lugar ocupa o niimero 6145 ?

total de nimeros comegandopor1:|_1 | ~ P3=3!=6
total de numeros comecandopor4:|_ 4 | = P3=3'=6
total de nimeros comegandopor5:|_ 5| ~ P3=3!=6

O numero 6145 é o menor numero comecgado por 6.
Assim, 0 numero 6145 esta na 192 posicdo em ordem crescente.
- Qual o nimero que ocupa a 102 posi¢ao ?

total de niumeros comecando por 1: P3 =6
total de numeros comecandopor |_ 41 | P,=21=2

Assim, 0 maior numero comecando por 41, que € o numero 4165, estd na 82
posicéo.

E, agora, comecando por |45 | 7

Temos o0 numero 4516 que esta na 92 posicéo e, finalmente, o nimero 4561 que
esta na 102 posicéao.

- Qual a soma de todos os numeros formados com esses 4 algarismos  distintos?

Queremos obter a soma de todos os numeros formados, que, como ja vimos, da
um total de P4 = 4! = 24 nameros, ou, equivalentemente, queremos obter o somatorio
de 24 parcelas. E 0 que cada uma dessas parcelas ttm em comum ?

Por exemplo:
1456
+ 1465
24 parcelas + 1564
+ 1546

+

+ 6541 ---- dltimo namero formado, em ordem crescente, que esta na
242 posicao, ou melhor, na 242 parcela da soma que queremos efetuar.

Em qualquer coluna, cada algarismo aparece tantas vezes quantas forem as
permutacdes dos outros 3 algarismos, ou seja: P; = 3! = 6 vezes.

Entdo, em cada coluna, ou melhor, em cada ordem (unidades simples, dezenas
simples, centenas simples ou unidades de milhar), vamos somar:

o algarismo 1( um), 6 vezes;

o algarismo 4(quatro), 6 vezes;
o algarismo 5(cinco), 6 vezes e
o algarismo 6(seis), 6 vezes.
Ou entao:
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(1+1+1+141+1) + (4+4+4+4+4+4) + (5+5+45+5+5+5) + (6+6+6+6+6+6) = 6. (1+4+5+6)
= 6. (16) =96
Assim, na ordem das unidades simples temos: 96;
na ordem das dezenas simples temos: 96 dezenas = 960 unidades simples;
na ordem das centenas simples temos: 96 centenas = 9600 unidades simples;
na ordem das unidades de milhar temos: 96 unidades de milhar = 96000
unidades simples.

Logo, em quantidade de unidades, tem-se um total de:
96
960
9600
+ 96000
106656 (soma total de todos os numeros obtidos pela permutagéo dos
algarismos 1,4,5 e 6 entre si).

- Dentre todos os numeros assim formados, qual o algarismo que ocupa o 70°_lugar
guando se escreve cada numero a seguir de outro em ordem crescente ?

Aqui vamos fazer uma parada para lembrar que, quando escrevemos, por
exemplo, o numero 4128736, o primeiro algarismo escrito foi o 4, o segundo
algarismo escrito foi 0 1, o terceiro foi 0 2 e, assim, sucessivamente.

Entdo, se queremos saber qual foi o 70° algarismo escrito quando permutamos 0s
algarismos 1, 4, 5 e 6 e colocamos 0s nimeros assim formados em ordem crescente,
verificamos que: sendo P3 = 6 o total de nUmeros que comecam pelo algarismo 1, (
.1 | _ _ ), ja escrevemos, portanto, 6. 4 = 24 algarismos ao terminar de escrever o
maior dos numeros iniciados por 1, que € o numero 1654..

Se o total de numeros que comecam pelo algarismo 4( |_4_| _ ), também é 6,
escrevemos mais 6. 4 = 24 algarismos. Ja temos, entdo, um total de 48 algarismos
escritos.

Se tomassemos todos 0s numeros comecados por 5, teriamos mais 24 algarismos
e isso daria um total de 72 algarismos escritos, ultrapassando o 70° algarismo.

Temos, entdo, de proceder com calma.

Comecando por 51 _ 2 nimeros => 8 algarismos escritos

Comecando por 54 _ 2 numeros => 8 algarismos escritos. Até aqui, tem-se: 48 +
8 + 8 = 64 algarismos escritos.

Comecando por 56 _ _ , 0 menor numero escrito € 5614 => + 4 algarismos
escritos. Total: 64 + 4 = 68 algarismos escritos.

O proximo numero a ser escrito € 5641 e, como comegamos escrevendo um
namero da esquerda para a direita, o0 70° algarismo escrito serd o segundo algarismo
escrito para esse numero, que é o algarismo 6.

Exercicios
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1. Considere uma circunferéncia de raio unitario e dividida em 4(quatro) partes iguais,
representando um mapa com 4 (quatro) paises.

Pergunta-se:

1.1. Com duas cores diferentes podemos pintar esse mapa?

1.2. E com 3(trés) cores ?

1.3. De quantos modos diferentes isso pode ser feito?

1.4. De quantos modos esse mapa pode ser colorido (considerando cada pais
com uma Uunica cor e paises que possuam uma linha fronteira em comum néo
podendo ter a mesma cor), se possuimos m cores diferentes?

1.5. Qual o menor valor de m em que € possivel colorir esse mapa?

1.6. E de quantos modos isso pode ser feito?

2. Considere um cubo que tem uma face de cada cor. Quantos dados diferentes
podemos formar, gravando numeros de 1 a 6 sobre essas faces?

3. De quantos modos se pode pintar um cubo, usando seis cores
diferentes, sendo cada face pintada com uma cor?

4. [dem ao anterior:
4.1. pintar um prisma pentagonal regular, usando sete cores;

4.2. “ “ hexagonal regular, “ oito “ ;

43. " uma piramide triangular regular, usando quatro cores;
4.4, “ “ guadrangular regular, usando cinco cores;
45, * “ “ pentagonal “ “ seis “*
46. “ “ “ hexagonal “ “ sete “
4.7. " um tetraedro regular, usando quatro cores;

4.8. “ octaedro regular, “  oito cores;

49. * “ dodecaedro regular, usando doze cores;

4.10. ¢ “ icosaedro regular, usando vinte cores;

5. Sobre uma circunferéncia existem n pontos distintos. Quantos poligonos, nao
necessariamente convexos, podemos construir tendo para vértices esses n pontos ?

3.2. Permutacoes Circulares

Chama-se a uma permutacdo circular de n objetos distintos a toda arrumacao
desses objetos, em torno de um circulo, de modo que os objetos estejam dispostos
em exatamente n lugares, igualmente espacados.

Representamos o nimero total de permutacdes de n objetos distintos por (PC) ..

Aqui, duas permutacdes circulares sédo ditas idénticas quando a posicao relativa
de cada objeto em relacdo aos demais € a mesma em ambas as permutacdes, ou
seja, se quaisquer uma das permutacdes sofrer uma rotacdo de angulo
convenientemente determinado e seu sentido fizer com que ambas coincidam,
dizemos que essas permutacdes sao equivalentes.

Por exemplo, considere a permutagéo circular PC, abaixo:
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Se fizermos uma rotacdo de 90 graus no sentido anti-horario de PC; e obtivermos
PC, ,como indicado abaixo, diz-se que as permutacdes PC; e PC, sdo equivalentes,
ou seja, representam a disposicéo dos objetos as, az, az € a4 no circulo. O mesmo nao
ocorre com a permutacao circular PC3 também indicado abaixo. As permutacdes PC;
e PC;3;nédo sao equivalentes, bem como as permutacdes PC, e PCs.

aZeg~" @l ale™ wad

() ()

ald ad a ad

Também podemos confirmar as informacfes dadas acima se, olhando para os
circulos no sentido anti-horéario , notarmos que:

- Em PC;: a; precede ay, que precede az, que precede a4, que precede
ai.

- Em PC,: a; precede ap, que precede az, que precede as, que precede aj.

- Em PCag: a; precede ay, que precede a4, que precede as, que precede
ai.

Dai porque, as permutacGes PC; e PC; sdo equivalentes: A POSICAO RELATIVA
DOS OBJETOS E A MESMA.

Portanto, como o0 que importa € a posicao relativa dos objetos, se dispomos de n
objetos distintos para serem colocados em torno de um circulo, apés dividir o circulo
em exatamente n lugares, igualmente espacados, tem-se:

- ha 1(um) modo de colocar o primeiro objeto no circulo, pois, em
gualquer lugar que escolhamos para colocéa-lo, ele sera o Unico
objeto no circulo.

- ha 1(um) modo de colocar o segundo objeto: ele seré colocado no
lugar imediatamente apds o primeiro. Entenda-se imediatamente
pois ndo ha ninguém no circulo. Assim, em qualquer lugar, sera
imediatamente apds o primeiro.

h& 2 (dois) modos de colocar o terceiro objeto: imediatamente apos

0 primeiro ou imediatamente ap0s o segundo. Se preferir, entre o primeiro e o

segundo, ora pela direita, ora pela esquerda.

- ha 3(trés) modos de colocar o quarto objeto: imediatamente apos o

primeiro ou imediatamente ap6s 0 segundo ou imediatamente apés o

terceiro.

h& (n -1) modos de colocar o n-ésimo e ultimo objeto.

Logo, pelo Principio Multiplicativo tem-se:

(PC)n = 1.1.2.3.........(n-1) =(n-1)!

13



Exemplo 1. Quantas rodas de ciranda podem ser formadas com 3 criancas?

Como a roda de ciranda gira (pois as criancas se movimentam. A idade delas as
faz serem irrequietas), o que importa ndo é o lugar de cada crianga na roda (mesmo
porque as criancas nao ficam paradas) e sim, a posicao relativa das criancas entre si.

Logo, a resposta é: (PC)s= (3-1)!=2!=2

Vejamos as respostas:

1 3 z
@ e £ e
(M) [33 1
- z C3
C I: e
Z (i} £1

Naturalmente cada uma das 3 rodas de cada fila, representam a mesma roda de
ciranda. Pense que cada roda da mesma fila representa uma “fotografia” da roda de
ciranda, vista de cima, em instantes diferentes.

Exemplo 2. De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com 5 criangas,
de modo que, duas determinadas dessas criancas nao fiquem juntas?

Com as 3(trés) outras criancas podemos formar (PC);= 2!=2 rodas (por exemplo,
as duas representadas acima). Vamos tomar uma delas:

1

Cz c=

Ha, agora, 3(trés) modos de colocar uma das criangas que nao podem ficar juntas,
guais sejam:

-entre C;1 e C,, ou entre C, e C3, ou entdo entre C; e C;.

Uma vez escolhido um dos 3(trés) modos acima, ha, agora, 2(dois) modos de
colocar a outra crianga na roda (obviamente sem coloca-la junto da crianga anterior).
A resposta é, entdo: 21.3.2 = 12.

Exercicios

1) Uma piramide quadrangular regular deve ser colorida, cada face com uma cor, com
cinco cores diferentes. De quantos modos isso pode ser feito?

2) De quantos modos se pode pintar as faces de uma piramide pentagonal regular
usando seis cores diferentes, sendo cada face de uma cor?
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3) Quantos dados diferentes existem, se a soma das faces opostas deve ser 7?
4) De quantos modos se pode pintar uma piramide triangular regular, usando quatro
cores;

4.2. De quantos modos se pode pintar uma piramide quadrangular regular, usando
cinco cores;

4.5. De quantos modos se pode pintar uma piramide pentagonal regular, usando
seis cores?

4.6. De quantos modos se pode pintar uma piramide hexagonal regular, usando
sete cores?

4. Combinacdes Simples

Dado o conjunto A= {1,2,3,4}, quantos subconjuntos do conjunto A, com m
elementos, existe (onde 0 <m < 4) ?.

Certamente cada um de nés, um dia, la pelos idos do primario (hoje conhecido
como 12 fase do ensino fundamental), ja resolvemos um problema desse tipo. Tem-
se:

-numero de subconjuntos com o elementos: 1 --{ }

-namero de subconjunto com 1 elemento: 4 ---{1},{2},{3}.{4}.

-namero de subconjuntos com 2 elementos: 6 ---{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}
-namero de subconjuntos com 3 elementos: 4 ---{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}.
-namero de subconjunto com 4 elementos: 1 ---{1,2,3,4}.

Um problema parecido como o acima seria perguntar: numa sala que possui 4
lampadas, de quantos modos podemos iluminar essa sala?

(a sala s0 estara no escuro se nenhuma lampada estiver acesa)

Ora, para que a sala fique iluminada (e consequientemente ndo fique no escuro),
podemos realizar uma das seguintes a¢fes: acender 1 s6 lampada, ou entédo 2(duas)
lampadas dentre as 4(quatro), ou entdo 3(trés) lampadas dentre as 4(quatro), ou
entao as 4(quatro) lampadas simultaneamente.

Ou seja: s6 ndo podemos deixar a sala apagada, ou matematicamente falando:
nao podemos tomar subconjuntos com Q elementos.

A resposta €, entdo: 4+6+4+1=15, que corresponde ao numero de subconjuntos
acima descritos (exceto o vazio) e trocando-se os algarismos 1, 2, 3 e 4,
respectivamente por: lampada 1 (L1), lampada 2 (L2), lampada 3 (L3) e lampada 4
(L4).

Naturalmente que o problema poderia ser resolvido como: 2*-1 =16 -1 = 15,

onde 2* é o nimero total de subconjuntos de um conjunto de 4 elementos, ou, por
outro lado, € o somatério dos elementos da 42 linha do Triangulo de Pascal

(considerando que C =1 esta na linha zero. Mais adiante veremos isso em detalhes).

Cada subconjunto com m elementos dentre os n_elementos de um dado conjunto
€ chamado de uma COMBINACAO SIMPLES DE CLASSE m DOS n OBJETOS (ou
elementos) Xi, Xa,....,Xp.

n
m
G ou entdo por (mJ gue lé-se: numero de

Indicamos por C . ou entdo por

combinacbes de n_objetos distintos tomados m a m , ou entdo: numero de
combinagdes de n_objetos distintos escolhidos m a m.
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n

(@] simbolo(mj |é-se: binomial de n sobre m.

Assim, o numero de modos de se escolher m objetos distintos entre n_objetos
distintos disponiveis, e C .

Voltando ao exemplo anterior, tem-se: n = 4 lampadas.

c,=4¢C,,=4 C,,=6 C,,=1 e, C,,=1(sala ndo acesa).

Vamos analisar detalhadamente o calculoC,,=6:

-a escolha do primeiro elemento da combinacéo pode ser feita de 4 modos: Li, Lo, L3
ou L4
-a escolha do segundo elemento da combinacdo pode ser feita de 3 modos. Calma !!!!

A resposta parece ser : 4.3= 12, mas € logico que ja sabemos que € 6. Isto porque,
se pensarmos huma combinacao, por exemplo {L1,L4}, verificamos que a combinacéo
{L4,L1} € idéntica a anterior e foi contada como se fosse diferente. Do mesmo modo:
{Ll,Lz,L3}, {L]_,L3,|_2}, {Lz,L3,L1}, {Lz,Ll,L3}, {L3,L1,L2} e {L3,L2,L1} sao idénticas.

De fato, quando foi dito que ha 4 modos de escolher o primeiro elemento da
combinacédo, é porque consideramos as escolhas L; e a seguir L, como diferente da
escolha L, e a seqguir L;, e portanto estamos contando {L;,L,} como diferente de
{L,L1}, 0 que néo é verdade!

Resumindo: na resposta 12, estamos contando uma vez cada combinacgao, para
cada ordem de escrever 0s seus elementos.

Como em cada combinagao os elementos podem ser escritos de

P, = 2! = 2 maneiras, cada combinacgéo foi contada 2 vezes mais. Precisamos, entao,
retirar esse "excesso de contagem" , razéo porque o calculo de C4,2é:C,, = 4.3 =

12=6
P, 2!

Do mesmo modo: C,, = 4.3.2 = 432 = 4;C,,= _4 =4,

C,o.= 4321=4321=1
P, 41

E, o maisinteressante: C,, = 1 = 1 =1.
P, O!
EcomoseleC,, ?
Ora, € o numero de modos de se escolher 0(zero) objetos distintos entre 4(quatro)
objetos distintos disponiveis.

E a resposta é: 1, ou seja: s6 ha 1(um) modo de se fazer isso: NAO ESCOLHER
NINGUEM, POIS E ISSO QUE SE QUER.
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O mesmo que: o numero de modos de acender O(zero) lampadas entre as
4(quatro) lampadas da sala, ou seja, ndo acender nenhuma das lampadas. E essa a
Unica opc¢éao de escolha !.

De um modo geral tem-se n objetos distintos Xi,X2,Xs,.....,X, € as m posi¢oes
P1,P2Ps,...., Pm.

Pi1 P2 Ps3 Pm1 Pm

-0 numero de modos de escolher um objeto para a posicéo P; é: n.

-0 numero de modos de escolher um objeto, entre os (n-1) disponiveis, para a posicéo
P, é:n-1

-0 numero de modos de escolher um objeto, entre os (n-2) disponiveis, para a posicao
P; é n-2

E assim sucessivamente, até:

-0 numero de modos de escolher um objeto, entre os [n - (m -1)]=n - m + 1
disponiveis para a posicdo P, é:n—-m+ 1.

Portanto, pelo Principio Multiplicativo, as m posi¢cdes podem ser ocupadas de n.(n
-1).(n - 2).... (n—=m + 1) modos distintos.
Mas, como em cada combinacédo os elementos podem ser escritos de P, = m!
maneiras, cada combinacao foi contada m! vezes mais.
Assim temos: C,m = n.(n-1).(n-2).......n—=m+1) ,0<m<n
m!

e também: C,, =1;n>0.

Se multiplicarmos ambos os termos da fragdo acima por (n-m)! temos :

Chm=n.(n-1).(n-2).....(n-m+1).(n-m)! = n! , 0<m<n.
n!(n-m)! m!(n-m)!
De Cim= n! __ obtém-se:
m!(n-m)!
Chnm= n! = n = n!

(n-m)![n-(n-m)]  (n-m)!(m)!  m!(n-m)!
Portanto: Cpm = Cunnm Qque s3o conhecidas como COMBINACOES
COMPLEMENTARES.
Semprequen-m<m<=>n<2m<=>m> n__ .
2
O calculo de C,,;n, pode ser facilitada pela comninagdo complementar.

Por Exemplo: C]_oo, 98 = ClOO,Z = 100! =100.99.98! =4950.
98! 2! 98! 2!
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1)
2)
3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Exercicios

Marcam-se 5 pontos sobre uma reta r e 8 pontos sobre uma reta s paralela a r.
Quantos triangulos existem com vértices em 3 (trés) desses 13 pontos?

Quantos triangulos distintos podemos formar dispondo de 11 pontos num plano, 5
dos quais estdo numa mesma reta?

Quantos triangulos sdo determinados por 8 pontos num plano, se ndo ha trés
pontos colineares?

Séo dados os pontos A, B, C, D, E, e F sobre uma reta r e os pontos A, M, N, P e
Q sobre uma reta s distinta de r. Quantos triangulos podem ser formados unindo-
se esses pontos?

Tem-se 5 pontos sobre uma reta r e 8 pontos sobre uma reta s paralela a r.
Quantos quadrilateros convexos com vértices em 4 (quatro) desses 13 pontos
existem?

Quantos paralelogramos séo determinados por um conjunto de 8 retas paralelas
interceptando um outro conjunto de 5 retas paralelas?

Seja P o conjunto dos pontos de p retas ( p > 2), paralelas duas a duas, de um
plano. Seja Q o conjunto dos pontos de g retas ( g > 2), paralelas duas a duas, do
mesmo plano, concorrentes com as p primeiras. Calcule o numero total de
paralelogramos de vértices pertencentes ao conjunto P N Q e de lados contados
no conjunto P U Q.

Considere-se no espag¢o 50 pontos “em posi¢do geral”, isto é, ndo existe reta que
passe por 3 deles. Entdo, o nimero de triangulos com 3 vértices distintos que tais
pontos determinam é:

Dados 20 pontos do espaco, dos quais ndo existem 4 coplanares, quantos planos
ficam definidos?

10) Considere n pontos distintos Py, P, ..., Py, trés quaisquer ndo sendo colineares.

Com esses n pontos, quantos poligonos de p lados podem ser construidos?

11) Quantas diagonais possui um quadrado?
12) Quantas diagonais possui:

12.1) um pentagono?
12.2) um hexagono?
12.3) um poligono de n lados?

13) Quantas diagonais possui:

13.1) um cubo?

13.2) um prisma pentagonal regular?
13.3) um prisma hexagonal regular?

13.4) um prisma cuja base é um poligono de n lados?
13.5) uma piramide quadrangular regular?
13.6) uma piramide pentagonal regular?
13.7) uma piramide hexagonal regular?
13.8) um tetraedro regular?

13.9) um octaedro regular?

13.10) um dodecaedro regular?

13.11) um icosaedro regular?

14) Tem-se 13 pontos cuja maioria pertence a uma reta r e 0os restantes se situam

sobre uma paralela a r. Com esses pontos como vértices, constroem-se todos 0s
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triangulos e quadrilateros convexos possiveis. A razdo do numero de quadrilateros
para o numero de triangulos € 14/11. Quantos dos pontos pertencem a r?

15) Dados n pontos de um plano, dos quais ndo ha 3 em linha reta, qual o nimero
maximo de intersecdo das retas formadas por esses pontos, excluindo-se desses
nameros 0s n pontos dados?

16) Considere n (n > 2) pontos em um plano, entre os quais ndo ha 3 (trés) pontos

colineares.

16.1 Quantas séo as retas que contém dois desses pontos?
16.2 Qual é o numero maximo de pontos de intersecao dessas retas?

17) S&o dados n pontos no plano de tal modo que entre as retas por eles
determinados ndo ha duas retas paralelas nem trés retas concorrentes. Quantos
séo os pontos de intersecdo dessas retas que sao distintos dos pontos dados?

18) Considere um conjunto C de 20 pontos do espac¢o que tem um subconjunto C1
formado por 8 pontos coplanares. Sabe-se que toda vez que 4 pontos de C séo
coplanares, entdo eles sao pontos de C1. Quantos sao os planos que contém pelo
menos trés pontos de C?

19) Dados n pontos coplanares, dos quais p (p < n) sao colineares, pede-se:

18.1 O numero de triangulos cujos vértices sédo escolhidos entre esses pontos.

18.2 O numero de quadrilateros cujos vértices sdo escolhidos entre esses
pontos.

18.3 O numero de pentagonos cujos Vértices sao escolhidos entre esses
pontos?

20) Considere um conjunto C de 20 pontos do espa¢o que tem um subconjunto C1
formado por 8 pontos coplanares. Sabe-se que toda vez que 4 pontos de C séo
coplanares, entdo eles sao pontos de C1 e que ndo ha 3 pontos em C colineares.
Quantos séo os planos que contém pelo menos trés pontos de C?

21) Considere um poligono convexo de n lados e suponha que ndo ha duas de suas
diagonais que sejam paralelas nem trés que concorram em um mesmo ponto que
nao seja um vértice.

21.1 Quantas séo os pontos de intersecédo dessas diagonais?
21.2 Quantos desses pontos de interse¢do sao interiores ao poligono?
21.3 Quantos sao exteriores?

5.Triangulo de Pascal

Os numeros binomiais que acabamos de verificar como calcular podem ser
dispostos através de um quadro abaixo, conhecido como TRIANGULO DE PASCAL.

(o) Gy
()05 oGy
(LE)E) C,0.G1:Cos
HIEGIE) Cy0.C1.Cp G
WEGIEIE 6,6CpGaGi
BIEIGEIGIE ] GGGy Gos Gos Gos
BIEIE

Se substituirmos os numeros binomiais ou coeficientes binomiais acima pelos
seus respectivos valores, obtemos:
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linha O
linha 1
linha 2
linha 3
linha 4

1
3
6 1

051 linha 5

RPRRR PR
O WN R

1
4
10 1

Prosseguindo no Triangulo de Pascal anteriormente iniciado, temos:

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

ooluna0 ocolunal coluna2 coluna3 coluna4 coluna5 coluna6 coluna? coluna8
Assim, se contarmos as linhas e as colunas do Triangulo comecg¢ando em zero, 0

o)
elemento da linha n e coluna p é calculado como SN

E possivel construirmos rapidamente o Triangulo de Pascal atraves de uma
propriedade dos numeros binomiais conhecida como RELACAO DE STIFELL, a
saber:

1—>6........... 15 20........ 15.......... 6........ 1145 =6 5+10 =15 10+10=20
10+5=15 5+1=6

[Onp +Onp+1=0r1p+l] |

Somando-se dois elementos consecutivos de uma mesma linha do Triangulo de
Pascal, obtemos como resultado, o elemento situado abaixo do elemento que
representa a 2a parcela.

Note-se que os elementos situados na coluna 0 (zero) sdo sempre iguais a 1, pois
Cn,O =1.

De modo idéntico, os elementos situados na dultima coluna de cada
correspondente linha também sdo sempre iguais a 1, pois

Con=—n! . =_n =1
n!(n-n)! n!0!

Como ja vimos antes, combinacdes complementares séo iguais, ou seja: Cy.m =
Cn, n-m-
Isto pode ser visualizado no Triangulo de Pascal pelo fato de:
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O elemento C,n, esté na linha n_avancado de m colunas em relac&o ao inicio da
linha.

O elemento C,,.m estd na linha n_atrasado de m colunas em relacdo ao fim da
linha.

Esses elementos estdao na linha n, situados em posi¢cdes equidistantes em
relacdo os extremos e sao iguais.

Veja, por exemplo:

alinha4g: 1 4 6 4 1
I = I
I I

alinha 5: 1 5 10 10 5 1

alinha6: 1 6 15 20 15 6 1

OBSERVACAO:

Vamos agora dar uma justificativa para a Relacdo de Stifell através de um
exemplo:

Considere um grupo formado por 1 (um) torcedor do Vitdria e 5 (cinco) torcedores
do Bahia.

Entdo, esse grupo possui 1+5= 6 pessoas.

O numero de modos de selecionar nesse grupo, um "subgrupo” formado por 4 =
3+1 pessoas €: Cg4q = Cs41,341

Assim:

(1) O nimero de modos de selecionar um "subgrupo" formado pelo torcedor do
Vitéria e por 3 torcedores do Bahia é:
1xCs53=Cs3
| __selecionar o torcedor do Vitéria

(2) O numero de modos de selecionar um "subgrupo” formado de
4= 3+1 pessoas, formado sé por torcedores do Bahia, é:
Cs4=0Cs 341
O "subgrupo" (1) é formado de tal modo que o torcedor do Vitéria participa, e o
subgrupo (2) é aguele em que o torcedor do Vitdria ndo participa.
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Como o numero total de subgrupos é a soma do numero de subgrupos dos quais
o torcedor do Vitoria participa com o numero de subgrupos dos quais o torcedor do
Vitéria ndo participa, temos:

Tordedor Vitoria partcipa_  Torcedor Vitéria ndo participa

Cs3 + Cs 341 = Cos1,3+41 - Selecionar um subgrupo com 4
pessoas.
10——5

[Onp +Onp+l=0nlp+l]| |

Dado o Triangulo de Pascal, podemos "extrair" resultados bastante interessantes e
Uteis para a resolucao de exercicios, a saber:

0
soma =1 = 2

soma:Z:Z1

soma = 8 = 2
I/ soma = 16 = 2

soma:32:25

35 13521 7 1——> soma=64=25
13

17z
7
soma = 128 = 2

Teorema das Linhas

A soma dos elementos de uma mesma linha n é = 2", ou seja: Chot Cp1 + ...... +
Chn=2".

Teorema das Colunas

A soma dos elementos de uma coluna do Triangulo de Pascal (comecando a
soma sempre pelo primeiro elemento da coluna) é igual ao elemento que esta na linha
seguinte ao ultimo elemento da parcela (da linha em que ele estd) e na coluna
seguinte ao da coluna do elemento ultimo da soma.

Exemplo:
esta na 72 linha e 42 coluna

I
1+5+15+35 = 56

| _esta na 82linha e 52 coluna
Assim:

Cm* Cmtrm + Cezm + ... + Chtnm = Cment1, me1
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Teorema das Diagonais

A soma dos elementos de uma "diagonal" do Triangulo de Pascal (comegando
sempre no primeiro elemento da diagonal, ou seja: C,,) € igual ao elemento que esta
situado na linha seguinte a linha do ultimo elemento da parcela e na coluna do ultimo
elemento da parcela, ou seja: € o elemento que esta imediatamente abaixo do ultimo
elemento da parcela.

Assim:

Chot Chi11 + Chazo + ... + Chtmm = Chtm1m

Linha z: I

Limha 3: 1 4

1 ??;EL.‘I

11 Linha 4: I e

1 1 1011

1 33 g

J 4 . ™y

i : I%I.?‘l; é 1 e B 15 151

4 —

1 6 Is[Zg 18 & 1 5 g
Linha &: I 1

Note que:

Na primeira metade de cada linha do Triangulo de Pascal, os elementos estdo em
ordem crescente (cada termo € menor que o termo seguinte) e na segunda metade de
cada linha, os elementos estdo em ordem decrescente (cada termo é maior que o
termo seguinte).

Isso pode ser descrito como:

Teorema:

Chp < Chp+1; S€ p<n+l.
2

Cnp> Cnp+s1; sep>n+l
2
Outro fato interessante:

Fo=l? l/ -

F1=1u)//f '

Fz=¢

F2=3 4 1

F4=5 om £ 1
Fi=g¢'l.~& 15 z0 15 & 1

Fe=13
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A soma dos elementos da "diagonal inversa" do Triangulo de Pascal, como
mostrado acima, € definido como o:
namero de Fibonacci F,.

Note que: Fo+Fi=F;
Fo+F3=F4
Fas+Fs=F¢

De um modo geral:

Fn+ Fna = Friz

6. O Bindbmio de Newton

Teorema: Se x e a S80 numeros reais e n € um inteiro positivo, entao:..

n n n n
n _ oy,n 1,n-1 2.,n-2 ny0
(x+a) _ona X +(Ja X +(2ja X" +(nja X

Foérmula do Bindbmio ou Teorema de Newton.

Notegue; a X ... ax ... a X “.... a X ... a X

Estamos ordenando os termos segundo as poténcias decrescentes de x.
Também poderiamos escrever segundo as poténcias crescentes de x, a saber:

ny0 n-1,,1 n-2,,2 n-3,,3 0y n
D G a X

Em cada termo do produto a’x* a soma das poténcias y e z é sempre igual a

Ou seja:
0+n=n; 1+n-1=n; 2+Nn-2=n;............. : n+0=n.

"Enquanto o grau de a cresce, o grau de x decresce, ordenando os termos
segundo as poténcias decrescentes de x".

Os coeficientes dos termos sao 0s nimeros binomiais

(3) """ (;] """ (;J """ (2) """" (:) que estdo na linha n do Triangulo de Pascal.

n
Logo, no desenvolvimento de (x+a) , tem-se n+1 termos, correspondentemente
aos n + 1 numeros binomiais acima.

n
Escrevendo os termos do desenvolvimento de (x+a) ordenados segundo as
poténcias decrescentes de x, como fizemos inicialmente, o termo de ordem k+1 é

dado por:
n
T, = (kj.a".x”"

A férmula acima é conhecida como a formula do Termo Geral do Binbmio.

Exempilo:
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2 2 2
(x+a)2=[ ja"x2 + ( ja1x1+( j+azx°=x2 + 2ax + a’
0 1 2
3 3 3 3
(x+a)’= [0)a°x3 + [Jalxz + [Zjale + (3ja3x° =x%+3ax® + 3a’x +a°

4 4 4 4 4
(x+a)*= (Ojaox4 + [l)alx3 + (Zjazxz + (3ja3x1 + (Ja“x‘) =x* +4ax® + 6a’x* + 4a’x + a*

4
Ex + ;) = Coeficientes da linha 4 do triangulo de Pascal

{ \ \ { \

1)° 1) 1)’ 1)° n*
1 [f) x* + 4(*) X3+ 6(*) x? + 4[*) X!+ x°
X X X X X
| |_vai decrescendo o seu grau
| _vai crescendo o seu grau

- L e N S SN SRS S 2 4. 1
Dai: (x+%) =X +4.X.x +6.X2.x +4.X3.x +1.X4.1—x + 4x +6+X2+X4

O termo que nao possui a variavel x é conhecido como termo independente. Nesse
caso, a poténcia de x € igual a 0.

Poderiamos ter encontrado esse mesmo termo independente utilizando a formula
do termo geral, a saber:

l 4
Se (X * A) gual o termo independente de x?

Devemos ter:

Tea = (3( %()k.x“‘k SN

|_ coeficiente procurado

Desenvolvendo o lado esquerdo tem-se:

[ij.x".x“ = (gx"*‘”‘ = x°

Igualando os expoentes da variavel x, tem-se:

k+4-k=0 - -2k+4=0
k=2

Logo, o termo é o 3° (terceiro), segundo as poténcias decrescentes de x, a saber:
4
Tk+1 =T2+l =T3 = 3 :6

- Qual o coeficiente de x2 no desenvolvimento de
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Dai: -2k +27-3k=2
Logo:

9
T,=T = (5] (-1)°x? = -126x?

O coeficiente pedido é -126.

OBSERVACAO:

-5k =2-27 .. -5k=-25

Uma prova do Teorema das linhas pode ser dado por:

Na formula do Binbmio de Newton, quando fizermos x =a =1 tem-

s =597 =20 = ("o [ Do) |

Exemplos:

2 5
1) Desenvolver (ZX —y)

linha5 do Triangulode Pascal: 1 5 10 10 5 1

(2x2—y)’ =1.(-y)"(2x2)" +5.(-y)".(2x?)* +10.(- y)".(2x?)* +10.(- y)".(2x?)* +5.(- y)°

.(2x2)+1.(— y)s.(2x2)0

=25(x?)" +5(-y).2*(x?)" +10.y2.23(x?)’ +10.(- y*)22(x?)" +5.y*.(2)".(x?)" +

+(=1)°.y®.2°.(x?)°

=32x" —80x%y +80x°y? —40x‘y® +10x2y* —y°®

(x=2)"=1.(-2)° x?+2.(-2)" . x* +1.(-=2)*.x° = x? —4x + 4
(x=2)=1.(-2)x*+3.(-2)" x> +3.(-2)°x+12(-2)* = x - 6x?> +12x - 8
(x=2)"=1.(-2)° x* +4.(-2)". x®+6.(-2) . x2 +4.(-2)> x* +1.(-2)" .x° = x* +8x°

+24x% —32x + 16

(x—2)° = x® —10x* + 40x® —80x? + 80x — 32

Note os sinais: Poténcia 2 no binbmio: + -+

Poténcia 3 no binbmio:
Poténcia 4 no binbmio:
Poténcia 5 no binbmio:
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2/ % )8
2 - Determine o termo médio do desenvolvimento de (Az 4
Ha 9(nove) termos, pois a poténcia é 8.

O termo médio é, entdo, o 5° termo.
Dai:

8)(x2\ (2} x® 2¢
T.=T,, =(4j(7j (X—zj =705 5 =0

. . . (2x3y— %)
3 - Determine os termos médios do desenvolvimento de

Ha 8 termos. Os médios sao 0 4° e 5° termos.

! -1 —560
T, =T, = (3)(_1/3)3.(2)(3)/)4 _ 35,(5).16.x12.y4 -— X2y

T, =T,, = (D(—l/ 3)" (2x%y)’ = 35.(%}.8.x9.y3 =%x9.y3

Agradeco as criticas e sugestdes através dos enderecos eletronicos:

pjorgehmtl@terra.com.br ou ganpjmt@vm.uff.br

Obrigado pela atencéo.
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