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OFICINA: Isometrias do plano e construcio de modelos concretos com superficies cilindricas
circulares e parabdlicas.

INTRODUCAO

Uma superficie cilindrica S ¢ localmente isométrica ao plano. Isso permite construir um modelo
concreto que represente parte de S, modelando, sem distorcer, um material considerado plano como papel,
cartolina, acetato ou outro material similar.

Baseando-se na curva diretriz e considerando que S ¢ gerada por retas paralelas, o modelo fica facil
de ser construido. Entretanto, se utilizarmos duas ou mais superficies que se intersectam, aparecem algumas
dificuldades na construgao.

Apresentaremos um método de construcao de alguns modelos concretos que envolvem mais de uma
superficie cilindrica, utilizando as isometrias com o plano. Serdo vistos exemplos com superficies cilindricas
circulares e parabolicas. Os modelos construidos tém utilizacdo nas aulas de calculo que envolvem integrais
multiplas e volumes de so6lidos por secdes paralelas.

No apéndice, serdo dados algumas definicdes e resultados basicos para compreensao do texto.
Maiores detalhes tedricos podem ser encontrados em [1] ou [2].

Neste texto, quando nos referirmos a superficie tanto pode significar superficie parametrizada quanto

0 seu traco no espaco tridimensional.



ISOMETRIAS COM O PLANO

Para que duas superficies parametrizadas X e X sejam isométricas, devemos ter X ¢ X definidas em
um aberto U do R injetivas, de modo que os coeficientes da primeira forma quadratica de X e X
coincidam.

Consideremos uma parametrizagio de parte do plano, X : U — R’ tal que X (u,v) = (u,v,0). Em cada

ponto (u,v) € U, os coeficientes da primeira forma quadritica de X sio E=<X,,X, >=1,

F=<X,,X,>0¢e G=<X,,X, >=1.

Seja uma curva a(u) = (x(u), y(u),0) injetiva, parametrizada pelo comprimento de arco. A aplicagdo
X: U > R’ tal que X(u,v) = (x(u),y(u),v) é uma parametrizacio da superficie cilindrica S que tem o como
diretriz e geratriz paralela ao eixo Oz. Desse modo, X e X sdo isométricas.

De fato,
Xo= (x"(0), y'(0), 0) e X, =(0,0,1) = E=(x"(u)*+ (y(w)’*=1,F=0e G=1.

Se a curva diretriz ndo for parametrizada pelo comprimento de arco, devemos reparametriza-la pelo
comprimento de arco. Dessa forma, obtemos parametrizagdes X e X que sdo isométricas.

Uma vez que os modelos concretos serdo obtidos de material fisico, consideraremos as
parametrizacdes definidas em um conjunto fechado V, sendo V contido em U.

A seguir faremos uma descri¢do detalhada de cada um dos modelos concretos que construiremos
apresentando as parametrizagdes das superficies cilindricas e parametrizagdes no plano das curvas de

intersecao.



MODELOS COM CILINDROS CIRCULARES

Modelol: Cilindros circulares de raio 1, eixos formando um angulo de 90° (figura 1)
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figura 1

Consideremos os cilindros S;: x* + y2 =1 e85, x> +722=1

Parametrizagoes das superficies cilindricas:

x2+y2:1

z =

e A circunferéncia Cj: { ¢ uma diretriz de S; e o(u) = (cos(u),sen(u),0) ¢ uma

parametrizacao de C; parametrizada pelo comprimento de arco. Assim, obtemos a parametrizagao
X: U > R?, X(u,v) = (cos(u),sen(u),v) , U =« R* de S; que ¢é isométrica ao plano X .

x2+z2 =1

e A circunferéncia Cj: { ¢ uma diretriz de S; e o(u) = (cos(u),0,sen(u)) ¢ uma

y=0
parametrizacdo de C, parametrizada pelo comprimento de arco. Assim, obtemos a parametrizagdo
Y:U— R, Y(u,v)= (cos(it),v,sen(ir ), U= R* de S, que ¢é isométrica ao plano X .
Como ja haviamos mencionado definiremos as parametrizagdes no conjunto fechado V < U. Neste

caso, escolhemos V = [—%,37”])([-3,3]



Curvas de Intersecdo
X,v)=Y(u,v) = (cos(u),sen(u),v) = (cos(u ),v ,sen(u )) =
cos(u)=cos(u )>u=u +2knt ou u=-u +2kn,keZ, ue [—%,37”] =Su=u ouu=-u
e
v=sen(u ) = v=sen(u) ou v=-sen(u)
Logo, as parametrizag¢des das curvas de intersecdo no plano sdo:

7 3w

Z 31 LR a(u) = (u, sen(u)) e b: =551 R, b(u) = (u, -sen(u))

R
No espaco, temos

vi1(u) = Xoa(u) = X(u,sen(u)) = (cos(u),sen(u),sen(u))
12(u) = Xob(u) = X(u,-sen(u)) = (cos(u),sen(u),-sen(u))

As curvas 7y, e V2 estdo esbocadas na figura 1.

Para construir os cilindros planificados, sendo V = [—%,377[] x[-3,3], temos,

e(u) = (3), d(u) = (u-3), u e [—%37”1

e(v) = (-n/2,v), f(v) = (3n/2,v), v €[-3,3]
Na figura 2, esbogamos no plano as curvas a,b,c,d, e ¢ f.

e
3

figura 2



Aplicacoes em Calculo Diferencial e Integral

Um dos problemas classicos da aplicacdo de integral dupla ¢ o calculo do volume do so6lido limitado
pelos cilindros S;: x* + y2 =1leS,: x>+ 7 =1. Com a constru¢cdao do modelo fica visivel o solido e também
que as secdes paralelas perpendiculares ao eixo Ox sdo quadrados. Assim, o volume do so6lido limitado pelos

cilindros S; e S, pode ser encontrado:

utilizando integral dupla da fungdo z=f(x,y)= V1-x?, com dominio de integragio V = {(x,y); X’ +y* <
1},
1 VX
Vol =2 ”\/l—xszz 2 I( j V1-x*dy)dx = ?u.v
\ 1 i

ou

considerando as se¢des paralelas e as dreas das secdes A(x) = (2\/ 1-x° )(2\/ 1-x%)= 4(1-x%)

1 1
Vol = J-A(x)dx = J-4(l —x*)dx = % uv
-1 -1



Modelo 2: Cilindros circulares de raio 1, eixos formando um angulo de 60° (figura 3)

figura 3

Parametrizagoes das superficies cilindricas

Como o angulo entre os cilindros é de 60°, vamos girar em torno do eixo Ox o cilindro S: x> +y*> =1, de o
=30 e =-30"

Considere a parametrizagdo X: U — R, X(u,v) = (cos(u),sen(u),v), U = R% do cilindro S e a rotagdo
Rota:R® — R3,

0 0 X

X 1
Rota|y| =10 cos(a) -sen(a) |y
0

z sen(at)  cos(a) || z
Assim,
1 0 0 cos(u) cos(u)
(Rota)oX(u,v) =0  cos(ar) -sen(a) | sen(u) | =] cos(o)sen(u)— vsen(a.)
0 sen(a) cos(a)f Vv sen(oa)sen(u) + vcos(a)

Assim obtemos Y: U - R*e Z: U - R’,



Y (u,v) = (cos(u), cos(a) sen(u) - v sen(a), sen(a) sen(u) + v cos(a)),
Z(u,v)=(cos(u), cos(a) sen(u) + vsen(a),-sen(a) sen(u )+Vv cos(a)),
que sdo parametrizacdes de superficies obtidas de S com rotagdes de o € -a.

Como Rota ¢ uma rotagdo, Y e o plano X sdo isométricas e Z e o plano X sdo isométricas.

Curvas de Intersecdo

Yuv)=Z(u,v)= u=-u +2kn ou u=u+2kn;ke Z,ue [—%,37”]
Dai,

u = -u => v=cotg(a)sen(u) e

u =u => v=-tg(a)sen(u)

Para o = 30°, as parametriza¢des das curvas de interse¢do no plano sio:

a(w)=(u, V3sen(u)) e bu)=(u,-+/3/3sen(u)); ue [—%,377[]
No espaco, temos
vi(u) =Yoa(u) =Y(u, NE) sen(u)) = (cos(u),0, 2sen(u))

72(u) = Yob(u) = Y(u,-(+/3 /3)sen(u)) = (cos(u),(2+/3 /3)sen(u),0)

As curvas vy e v, estdo esbocadas na figura 2.

Para constru¢ao do modelo, vamos construir os cilindros planificados.

Por questdo de praticidade na apresentagao do modelo, ou seja, para que o modelo fique apoiado no plano

vamos intersectar os cilindros com os planos z =-3 e z = 3. Logo,
sen(a) sen(u) + vcos(a))=3 = v=2 V3-4313 sen(u)
sen(a) sen(u) +veos(a) =-3 =>v=-2 V3-4313 sen(u)
Assim,
c(u) = (u, 2+/3 -3 /3 sen(w))

d(u) = (u, 2+3-43/3 sen(u)); ue [_%,37”

Os valores maximos das ordenadas de c(u) e d(u) para u € [— % , 377[] sdo:

cmax = 2+/3 -+/3 /3 sen(3n/2) e dmax = -2+/3 -+/3 /3 sen(31/2)
Dai,



e(v)=(-n/2,v) e f(v)=((Bn/2,v); v € [dmax, cmax]

Na figura 4, esbocamos no plano as curvas a,b,c,d, e ¢ f.

figura 4

Aplicacdes em Calculo Diferencial e Integral

Utilizando o modelo fica fécil observar que as segdes paralelas perpendiculares ao eixo Ox do sélido
de interse¢do determinado pelos cilindros sdo losangos. Seccionando este solido pelo plano xOy, obtemos

duas partes do solido cujas secgdes paralelas sdo tridngulos eqiiilateros, com base na elipse de equagao

3
x’ +Z y® =1. As areas dessas se¢des planas sdo dadas por:

A(x)z?@?\/l—xz)z :4?(1—142)
Dai,

5 5

1 1
Vol = ZIA(X)dX=ZI4T3(1—x2)dx =32°
-1 -1

10



MODELOS COM CILINDROS PARABOLICOS

Modelo 3: Modelo representando os so6lidos situados no primeiro octante e limitados por x =0,

2
x=20,y=0, z=16—y?, x=§y e z=0. (figura 5)

(20,0,16)

I
B

(20,12,0)
figura S

Parametrizagoes das superficies cilindricas:

5
e Parametriza¢do do plano x =—y

A curva diretriz, \(:[0,12]—>R3 ; Y(©) =(5t/3,t,0) do plano x:gy, ndo esta parametrizada pelo

comprimento de arco.

Parametrizando a curva diretriz pelo comprimento de arco, obtemos:

o:[0, 4\/3_4]—>R3 ; a(u)=(55'1(u)/3, s'l(u), 0) , sendo

t 12
u(t) = [1+25/9dy e umax = [ v/1+25/9 dy = 4+/34 .
0 0

Assim, X(u,v)= (55_1 (u) / 3,57 (u),v) e X e X: U — R’ (definida na introdugio) sdo isométricas.

11



2

e Parametrizacdo do cilindro z =16 X

2
A curva diretriz y; :[0,12] > R? ;71 (0)=(0,t, 16-t° / 9) , docilindro z=16 _y?’ ndo estd parametrizada

pelo comprimento de arco. Parametrizando a curva diretriz pelo comprimento de arco, obtemos:

o :[0, umax]—)R3 ;ap(u) = (O,S'l(u),16-(s’1(u))2 /9), sendo
t 12

u(t):[\/1+4y2/81dy e umaX:[\ll+4y2/81dy.
0 0

Assim, Y(u,v)= (v, s'l(u), 16 - (s_l(u))2 /9) e Y e o plano X sdo isométricas.

Vamos primeiro construir a parte ) do modelo.

2
Parte I) Modelo representando o solido situado no primeiro octante e limitado por x =0, z =16 — y—,

X = gy e z =0.(Figura 6)

(20,12,0)

figura 6

12



1) Parte do plano x =0.

2

x=0e z=16-% = a(t) = (t,16-t2/9); te[0,12]

Na figura 7, esbocamos no plano a curva a.

2) Parte do plano z = 0.
z=0¢ x=§y = b(t) =(5t/3,t); t€[0,12]

z=0¢ z=16—y2/9:>Z=Oey=12 = c(t)=(t,12); te][0,20]

Na figura 8, esbocamos no plano as curvas b e c.

3) Parte do plano x = gy

x=5t/3

2
Acurva C:qy=t ;t€[0,12] ¢é ainterse¢do do plano x = gy e do cilindro z=16— y? Uma
z=16-t*/9
parametrizacao do plano x = gy ¢ X(u,v)= (SS_1 (n)/3, st (u),v), onde
t 12
u(t) = [1+25/9dy e umax = | \/1+25/9 dy = 44/34
0 0
Planificando C sobre o plano x = 5y/3 temos:
(5s 1 (u) /3,57 (u), v) = (5t/3,1,16-t% /9).
Assim, v(t)=16—t%/9 e d;(t)=(u(t), v(t)).
Trocando as coordenadas de d;(t) a fim de manter a mesma unidade na impressao, temos:
d(t)=(16-12/9, u(t)); te[0,12]
Na figura 9, esbogamos no plano a curva d.
2
4) Parte do cilindro z =16 - %
x=5t/3 5 2
Acurva C:qy=t ;t€[0,12] ¢ ainterse¢do do plano x = Ey e do cilindro z =16 _y?.
z=16-1t>/9

2
Uma parametrizagao do cilindro z =16 — % ¢ Y(u,v)= (v, 571 (u),16- (s'1 (u))2 /9), onde

13



t 12
u(t) = [y1+4y? /81dy e umax = [/1+4y> /81dy.
0 0

2
Planificando C sobre o cilindro z=16— X temos,
-1 -1 2 _ 2
(v,s (u),16-(s(u))"/9)=(5t/3,t,16-t7/9).
Assim v(t) =5t/3 e e(t) = (u(t), 5t/3); te [0, 12].
Para completar a planifica¢do desta parte temos também f(t) = (umax, t); te [0, 20].

Na figura 10, esbocamos no plano as curvas e ¢ f.

16

12
14 104
121 &l
104 6
8 4
b 2
* n
i 5 10 15 20
2
% 5 10
figura7 figura 8
20+
20-
154
15-
104
104
5.
L%
% 5 10 15 20
) : :
.ﬂ 5 10 15
figura 9 figura 10
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Aplicacoes em Calculo Diferencial e Integral

2

Utilizando integral dupla da fun¢do z = f(x,y) = 16 _y? na regiao triangular

Vi={(xy) eR%,0<x< %y 0<y<I2}

obtemos

2
. y B 12 ¢5y/3 2 _
Vol 1 = y(16—7)dA = jo jo (16—y? /9) dxdy = 960 u.v
1

Vamos construir, agora, a parte II) do modelo.

Parte II) Modelo representando o solido situado no primeiro octante e limitado por x =20, y =0,

2
z:16—%, ngy e z=0. (Figura 11)

(20,0.16)

NS \
NN

SR
NN
\\\S\\k

SR
R

\\Q\\ —

TN

/

NN
N

N

(20,12,0)

figura 11
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1) Parte do plano x =20.

2
x=20 ¢ z=16—y? = o(t)=(t,16-t2/9); te[0,12]

Na figura 12, esbogamos no plano a curva g.

2) Parte do plano z = 0.
z=0¢ x =§y = h(t) =(5t/3,t); t€[0,12]
z=0¢ x=20 = i(t)=(20,t); te[0,12]

Na figura 13, esbogcamos no plano as curvas h e i..

Observe que a curva h coincide com a curva b obtida no item 3) parte I).

3) Parte do plano x = %y

x=5t/3 5 )
Acurva C:iy=t ;t€[0,12] ¢ a intersecdo do plano x = gy e do cilindro z = 16—%.
z=16-1*/9

Uma parametrizagao do plano x = %y ¢ X(u,v)= (S.S_I(u)/ 3, s'l(u), v), sendo

t 12
u(t) = [V1+25/9dy e umax = [ /1+25/9 dy = 4+/34.
0 0

Planificando C sobre o plano x = 5y/3 temos:
(5s T (u) /3,57 (w), v) = (51/3,1,16-t2 /9)
Assim, v(t)=16—t2/9 e j,(t) = (u(t), v(t)).
Trocando as coordenadas de j; (t) a fim de manter a mesma unidade na impressao, temos:
i) =16—-t2/9, u(t)); te[0,12]

Na figura 14, esbogamos no plano a curva j.

Observe que a curva j coincide com a curva d obtida no item 3) parte I).

2
4) Parte do cilindro z =16 - %
x=5t/3 2
7 . ~ 5 . y
Acurva C:qy=t ;t€[0,12] ¢ aintersecdo do plano x = Ey e do cilindro z = 16—7.
z=16-t>/9

16



2
Uma parametrizagao do cilindro z =16 _y? ¢ Y(u,v)= (v, s'l(u), 16 - (s'l(u))2 /9), sendo

t 12
u(t) = j\/l+4y2 /81dy e umax = j\/1+4y2 /81dy
0 0

2

Planificando C sobre o cilindro z =16 _y? temos,

(v,s (W), 16 - (s L(u))? /9) = (5t/3,1,16-t>/9).
Assim, v(t)=5t/3 ¢ 1(t) = (u(t), 5t/3); te [0, 12]
Observe que a curva l coincide com curva e obtida no item 4) parte I).
Para completar a planifica¢do desta parte temos também m(t) = (t, 20); te [0, umax]
Na figura 15, esbogcamos no plano as curvas 1 e m.
S)Parte do plano y =0
y=0 ¢ x=20 = n(t)=(20,t); t[0,16]
y=0e z=16 = o(t)=(t,16); t<[0,20]

Na figura 16, esbogamos no plano as curvas n e o.

L 121 P
14 N -
104 P
N\ -
12 \\ 8 ,//-I—/
. -
10 \ 6 -
-
8 \ il -
6 A
\ 5 -
4 k o~
\ o 10 15 20
2
Y
B \
0 5 10
figura 12 figura 13
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Aplicacoes em Calculo Diferencial e Integral

2

Utilizando integral dupla da funcdo z = f(x,y) = 16 _y? na regido triangular

V, = {(xy) €R?, %y <x<20,0<y<12}

obtemos

2
_ _y_ _ 12 £20 2 _
Volz—\j/j(lé 5)dA jo Ly/3(16 y? /9) dxdy = 1600 u.v
2

O volume total do s6lido pode ser obtido pela soma dos volumes dos sdlidos parte I e parte II ou

2

usando integral dupla da funcdo z = f(x,y) = 16 —YF na regido retangular

V={(xy) eR,0<x<20,0<y<12}

assim,

12 (20 )
Volume total = Vol 1 + Vol 2 = jo jo (16 — y? /9) dxdy = 2560 u.v

19



Modelo 4: Modelo representando os sélido situados no primeiro octante e limitados por x =0,

2 2
x=20,y=0, Z=16—%, X=% e z=0. (Figura 17)

figura 17

Parametrizagoes das superficies cilindricas:
2
e Parametrizacdo do cilindro x =-~—

2

A curva diretriz , }/:[0,12]—>R3 ; y(t)=(t2/9, t,0) do cilindro x =%, ndo estd parametrizada pelo

comprimento de arco. Parametrizando a curva diretriz pelo comprimento de arco, obtemos:

a: [0, urnax]—)R3 ; au) :((s'l(u))2/9, s'l(u), 0), sendo

t 12
u(t) = N1+4y2/81 dy e umax = j\/1+4y2/81 dy
0 0

Assim, X(u,v) = ((s_l(u))2 /9, s'l(u), v) e X e 0 plano X sdo isométricas.

20



2

e Parametrizacdo do cilindro z =16 X

A curva diretriz vy, :[0,12]—)R3 ;Y1 (0 =(0, t,16-t> /9) ndo estd parametrizada pelo comprimento de

arco. Parametrizando a curva diretriz pelo comprimento de arco, obtemos:

a; [0, umax]—)R3 ;op(u) = (O,s'l(u),16 - (s'l(u))2 /9), sendo
t 12
u(t)=Nl+4y2/81dy € umax= j\/1+4y2/81dy
0 0

Assim, Y(u,v) = (v, s'l(u), 16 - (s'l(u))2 /9) e Y e o plano X sdo isométricas.

Vamos construir a parte 1) do modelo.

2
Parte I) Modelo representando o so6lido situado no primeiro octante e limitado por x =0, z = 16—

2

X=y2/9 e z=0. (Figura 18)

figura 18

21



1) Parte do plano x =0.
y2
x=0ez=16-7-= a(t) = (t,16-t2/9); te[0,12]
Na figura 19, esbogamos no plano a curva a

2) Parte do plano z = 0.

2
z2=0¢ x:% = b(t)=(t2/9,1); te[0,12]

z=0e y=12 = c(t)=(,12); te[0,16]

Na figura 20, esbogamos no plano as curvas b e c.

2
3) Parte do cilindro x = %
x=t2/9
Acurva C:yy=t ;te[0,12] éa intersecio dos cilindros x =y2/9 e z=16-y2/9.
z=16-1t>/9

2
Uma parametrizagdo do cilindro x = % ¢ X(u,v)= ((s_l(u))2 /9, s'l(u), v), onde

t 12
u(t) = [y/1+4y?/81dy e umax = [ /1+4y*/81dy.
0 0

2

Planificando C sobre o cilindro x = y? temos:

(s )2 /9, shw),v) = (t%/9,1,16 -t /9)

Assim, v()=16—-t2/9 e d(t)=(u(t),16-t>/9); t[0,12].

Na figura 21, esbogamos no plano a curva d.

2
4) Parte do cilindro z=16 - %
x=t%/9
Acurva C:oy=t ;te[0,12] ¢ a intersedo dos cilindros x = y*/9 e z= 16 — y*/9.
z=16-t>/9

Uma parametrizacao do cilindro 16 — y2/9 ¢ Y(u,v) = (v, 571 (u),16- (s'l (u))2 /9), onde

22



t 12
u(t) = [y1+4y?/81dy ¢ umax= [+1+4y>/81dy
0 0

Planificando C sobre o cilindro 16 — y*/9, temos
(v,s ), 16- (s 1(u))? /9) = (t2/9, 1,16 -t2/9)..
Assim, v(t) = t2/9 e e(t) = (ut), t2/9); te [0, 12].

Para completar a planificacdo desta parte temos também f(t) = (umax, t); te [0, 16].

Na figura 22, esbocamos no plano as curvas e e f.

figura 19 figura 20
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figura 21 figura 22
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Aplicacoes em Calculo Diferencial e Integral

2
Utilizando integral dupla da fun¢ao z = f(x,y) = 16 —% na regiao
2

Vi={(xy) eR%,0<x< %, 0<y<I2}
obtemos

2 2
_ y _ 12 ¢y“/9 2 _
Vol 1= {/j(16—7)dA = jo jo (16 — y? /9) dxdy = 409,6 u.v
1

Vamos construir, agora, a parte I1I) do modelo.

Parte II) Modelo representando o sélido situado no primeiro octante e limitado por x =20, y =0,

2 2

z2=16-", x=y? e z=0.(figura 23)

(16,12,0)

(20,12,0)

figura 23



1) Parte do plano x =20.
y2
x=20 ¢ 2=16-- = o) =(t,16-t2/9); te[0,12]
Na figura 24, esbogamos no plano a curva g.
2) Parte do plano z = 0.

2

2=0¢ x:y7 = h(t)=(t2/9,1); t[0,12]

z=0e y=12 = i(t)=(t,12); te[l16,20]
z=0e x=20 = j(t)=(20,t); te[0,12]
Na figura 25, esbogamos no plano as curvas h,ie j.

Observe que a curva h coincide com a curva b obtida no item 4) parte I).

2
3) Parte do cilindro x = %

x=t2/9
Acurva C:iy=t ;t€[0,12] ¢ aintersecdo dos cilindros X=y2/9 e Z=l6-y2 /9.
2=16-1*/9

2

Uma parametrizagao do cilindro x = % ¢ X(u,v)= ((s_l(u))2 /9, s'l(u), v), onde

t 12
u(t) = [y1+4y?/81dy e umax = [ /1+4y?/81 dy
0 0

2

Planificando C sobre o cilindro x = y? temos:

(s W))?/9, shw),v) = (t2/9,1,16-t%/9)

Assim, v()=16—-t2/9 e 1(t)=(u(t),16-t>/9); t[0,12].
Observe que a curva | coincide com a curva d obtida no item 3) parte I).

Na figura 26, esbogamos no plano a curva L.

2
4) Parte do cilindro z =16 - %
x=t2/9
Acurva C:qy=t ;t€[0,12] ¢ a intersecdo dos cilindros x = y2/9 ez=16— y2/9 .
z=16-t2/9

25



Uma parametrizagdo do cilindro 16 — y*/9 & Y(u,v) = (v, s'l(u), 16 - (s'1 (u))2 /9), onde

t 12
u(t) = [y1+4y?/81dy e umax= [1+4y>/81dy
0 0

Planificando C sobre o cilindro 16 — y*/9, temos
(v,s W), 16- (s 1(w))? /9) = (t2/9, 1,16 -t>/9)..

Assim, v(t) = t2/9 e m(t) = (u(t), t2/9); te [0, 12].
Observe que a curva m coincide com a curva e obtida no item 3) parte I).
Para completar a planificacao desta parte, temos também n(t) = (t, 20); te [0, umax] e
o(t) = (umax, t); t € [16, 20]
Na figura 27, esbogamos no plano as curvas n ¢ o.
5) )Parte do planoy =0
y=0¢e x=20 = p(t)=(20,t); t[0,16]
y=0¢ez=16 = q(t)=(t,16); t[0,20]

Na figura 28, esbogamos no plano as curvas p ¢ q.
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Aplicacoes em Calculo Diferencial e Integral

2
Utilizando integral dupla da fun¢do z = f(x,y) = 16 — y? na regiao

2
Vo= {(xy) eR’, y? <x<20,0<y<12}

obtemos

2
_ y _ 12 20 2 _
Vol 2 = \j}j(m—?)dA— jo jy2/9(16—y /9) dxdy = 2150,4 u.v
2

O volume total do s6lido pode ser obtido pela soma dos volumes dos solidos parte I e parte 11

2

ou usando integral dupla da fun¢do z = f(x,y) = 16 — % na regido retangular

V={(xy) eR,0<x<20,0<y<12}

assim,

12 £20
Vol total = Vol 1 + Vol 2 = .[0 .[0 (16 - y2 /9)dxdy =2560 u.v
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COMANDOS DO MAPLE

MODELOS COM CILINDROS CIRCULARES

Modelo 1:Cilindros circulares de raio 1, eixos formando um angulo de 90 graus
> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=-1.56..4.68]):

> a:=plot([t,sin(t),t=-Pi/2..3*Pi/2]):

> b:=plot([t,-sin(t),t=-P1/2..3*Pi/2]):

> c:=plot([t,3,t=-Pi/2..3*Pi/2]):

> d:=plot([t,-3,t=-P1/2..3*P1/2]):

> e:=plot([-Pi/2,t,t=-3..3]):

> fi=plot([3*Pi/2,t,t=-3..3]):

> display([uni,a,b,c,d,e,f],scaling=constrained);

Modelo 2: Cilindros circulares de raio 1, eixos formando um angulo de 60 graus
> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=-1.56..4.68]):

> a:=plot([t,sqrt(3)*sin(t),t=-Pi/2..3*Pi/2]):

> b:=plot([t,-sqrt(3)/3*sin(t),t=-Pi/2..3*Pi/2]):

> c:=plot([t,2*sqrt(3)-sqrt(3)/3*sin(t),t=-Pi/2..3*Pi/2]):

> d:=plot([t,-2*sqrt(3)-sqrt(3)/3*sin(t),t=-P1/2..3*Pi/2]):

> cmax:=2*sqrt(3)-sqrt(3)/3*sin(3*Pi/2);

cmax = 7 NE)
3
> dmax:=-2*sqrt(3)-sqrt(3)/3*sin(3*Pi/2);
dmax :=— gx/g

> fi=plot([3*P1/2,t,t=dmax..cmax]):

> display([uni,a,b,c,d,e,f],scaling=constrained);
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MODELOS COM CILINDROS PARABOLICOS

Modelo 3: Modelo representando o sélido situado no primeiro octante e limitado por x=0, x=20,y=0,

7z=16-(y"2)/9, x=5y/3 e z=0

Parte I) Modelo representando o s6lido situado no primeiro octante e limitado por x=0, z=16-(y"2)/9,

x=5y/3 e z=0

> 1) Parte do plano x=0

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> a:=plot([t,16-(t"2)/9,t=0..12]):

> display([uni,a],scaling=constrained);

> 2) Parte do plano z=0

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):
> b:=plot([5*/3,t,t=0..12]):
> c:=plot([t,12,t=0..20]):

> display([uni,b,c],scaling=constrained);

> 3) Parte do plano x=5y/3

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> u(t):= int(sqrt(1+25/9),y=0..t);

u(t) =34t
3

> d:=plot([ 16-t"2/9,u(t),t=0..12]):

> display([uni,d],scaling=constrained);

> 4) Parte do cilindro z=16-y"2/9
> with(plots):
> uni:=plot([t,0,t=0..22]):



> u(t):=int(sqrt(1+4*y*2/81),y=0..t);
u(t) = %\/81 +4t%t +%ln(2t ++/81+ 4t? —%ln(9)

umax:=int(sqrt(1+4*y”2/81),y=0..12);
umax :=2+/73 + %ln(24 +3473 - %111(9)

> e:=plot([u(t), 5*t/3,t=0..12]):
> fi=plot([umax,t,t=0..20]):

> display([uni,e,f],scaling=constrained);

Parte II) Modelo representando o so6lido situado no primeiro octante e limitado por x=20, y=0, z=16-

(y*2)/9, x=5y/3 e z=0

> 1) Parte do plano x=20

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> g:=plot([t,16-(t"2)/9,t=0..12]):

> display([uni,g],scaling=constrained);

> 2) Parte do plano z=0

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):
> h:=plot([5*t/3,t,t=0..12]):
> i:=plot([20,t,t=0..12]):

> display([uni,h,i],scaling=constrained);

> 3) Parte do plano x=5y/3

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> u(t):= int(sqrt(1+25/9),y=0..t);

u(t) =34t
3

> j=plot([ 16-t"2/9,u(t),t=0..12]):



> display([uni,j],scaling=constrained);

> 4) Parte do cilindro z=16-y"2/9

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> u(t):=int(sqrt(1+4*y"2/81),y=0..t);

u(t) = %\/81 +4t2t +%ln(2t ++/81+4t? —%111(9)

> umax:=int(sqrt(1+4*y”2/81),y=0..12);
umax =273 + %ln(24 +3473 - %111(9)

> l:=plot([u(t), 5*t/3,t=0..12]):
> m:=plot([t,20,t=0..umax]):

> display([uni,],m],scaling=constrained);

> 5) Parte do plano y=0

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> n:=plot([20, t,t=0..16]):

> 0:=plot([t,16,t=0..20]):

> display([uni,n,o],scaling=constrained);

>

Modelo 4: Modelo representando o sélido situado no primeiro octante e limitado por x=0, x=20,y=0,z=16-

(¥*2)/9, x=y"2/9 e z=0

> Parte I) Modelo representando o solido situado no primeiro octante e limitado por x=0, z=16-(y"2)/9,
x=y"2/9 e z=0

> 1) Parte do plano x=0

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> a:=plot([t,16-(t"2)/9,t=0..12]):

> display([uni,a],scaling=constrained);

32



> 2) Parte do plano z=0

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):
> b:=plot([t*2/9,t,t=0..12]):
> c:=plot([t,12,t=0..16]):

> display([uni,b,c],scaling=constrained);

> 3) Parte do cilindro x=y"2/9

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> u(t):=int(sqrt(1+(4*y"2)/81),y=0..t);

u(t) = %\/81 +4t%t +%ln(2t ++/81+4t2 —%111(9)

> d:=plot([u(t), 16-t*2/9,t=0..12]):

> display([uni,d],scaling=constrained);

> 4) Parte do cilindro z=16-y"2/9

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> u(t):=int(sqrt(1+4*y”~2/81),y=0..t);

u(t) = %\/81 +4t2t+ %ln(2t ++/81+ 4t? —%ln(9)
> umax:=int(sqrt(1+4*y”2/81),y=0..12);
umax =273 + %ln(24 +3473 - %111(9)

> e:=plot([u(t),t*2/9 ,t=0..12]):
> f:=plot([umax,t,t=0..16]):

> display([uni,e,f],scaling=constrained);

Parte II) Modelo representando o solido situado no primeiro octante e limitado por x=20, z=16-(y"2)/9,

x=y"2/9, y=0 e z=0

> 1) Parte do plano x=20
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> with(plots):
> uni:=plot([t,0,t=0..22]):
> g:=plot([t,16-(t"2)/9,t=0..12]):

> display([uni,g],scaling=constrained);

> 2) Parte do plano z=0

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):
> h:=plot([t"2/9,t,t=0..12]):
> 1:=plot([t,12,t=16..20]):
> j:=plot([20,t,t=0..12]):

> display([uni,h,i,j],scaling=constrained);

> 3) Parte do cilindro x=y”"2/9

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> u(t):=int(sqrt(1+4*y"2/81),y=0..t);

u(t) = %\/81 +4t%t +%ln(2t ++/81+ 4t? —%ln(9)

> l:=plot([u(t),16-t"2/9,t=0..12]):

> display([uni,l],scaling=constrained);

> 4) Parte do cilindro z=16-y"2/9

> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):

> u(t):=int(sqrt(1+4*y"*2/81),y=0..t);

1
u(t) = ﬁ\/81 +4t2t+ %ln(Zt ++/81+4t% — %111(9)
> umax:=int(sqrt(1+4*y”*2/81),y=0..12);
umax =273 + %ln(24 +3473 - %ln(9)

> m:=plot([u(t),t"2/9,t=0..12]):
> n:=plot([t,20,t=0..umax]):
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> o:=plot([umax,t,t=16..20]):

> display([uni,m,n,0],scaling=constrained);

> 5) Parte do plano y=0
> with(plots):

> uni:=plot([t,0,t=0..22]):
> p:=plot([20, t,t=0..16]):
> q:=plot([t,16,t=0..20]):

> display([uni,p,q],scaling=constrained);

Volumes dos solidos correspondentes aos modelos 3 e 4

Modelo 3
> with(plots):
> V1= int(int(16-((y"2)/9),x=0..(5*y)/3),y=0..12);
V1 :=960
> V2:=int(int(16-((y"2)/9),x=(5*y)/3..20),y=0..12);
V2 :=1600
Modelo 4
> with(plots):
> V1:= int(int(16-((y"2)/9),x=0..(y"2)/9),y=0..12);
V1 :=2048/5
> V2:=int(int(16-((y"2)/9),x=(y"2)/9..20),y=0..12);
V2 :=10752/5

> Volume Total dos modelos 3 ¢ 4

> with(plots):

> V.total:= int(int(16-((y"2)/9),x=0..20),y=0..12);
Vtotal := 2560

35



APENDICE

t
Defini¢do: A aplicagdo s(t) = j| o’(t) |dt é denominada de fun¢do comprimento de arco da curva o a
t

[}

partir de t,.

Defini¢io: Uma curva regular a: I — R’ regular (a'(t) # 0, V t e I) é dita parametrizada pelo
comprimento de arco, se para cada ty, t; € I, tp < t; o comprimento de arco da curva o de ty, a t; €

igual a t; — to.

3 , . . i
Teorema: Uma curva a: I — R’ estd parametrizada pelo comprimento de arco, se e s se, V t € I,

o' () =1

Proposi¢do: Seja a: I — R* uma curva regular e s: I — s(I) a fungdo comprimento de arco de a a
partir de to. Entdo, existe a funcdo inversa s” de s, definida no intervalo J =s(I)e p=o 0 s ¢ uma

reparametrizagao de o, onde 3 estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Defini¢ao: Uma superficie parametrizada regular, ou simplesmente uma superficie ¢ uma aplicagao
X:U—> R3, onde U é um aberto do Rz, tal que:
a) X é diferenciavel de classe C*;

b) Paratodo q = (u,v) € U a diferencial de X em q, qu:R2 — R?, ¢ injetora.

Defini¢ao: O plano tangente a X em q = (uo,vo) € o conjunto de todos os vetores tangentes a X em ¢,

que denotamos por T¢X..

Definigio: Seja X: U < R* — R’ uma superficie parametrizada regular, para qualquer q € U a
aplicagdo Iq: TeX = R; [((w) =<w,w>=|w |* ¢ denominada a primeira forma quadratica de X em q.
E(q) = <Xu,Xu>(q), F(q) = <X, X>(q), e G(q) = <X,,Xy> sdo denominados coeficientes da primeira

forma quadratica.
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e Defini¢do: Sejam X(u,v) e X (u,v), (u,v) € U < R? superficies simples, isto é, X e X sdo injetivas.
Dizemos que X ¢ X sdo isométricas, se para todo (u,v) € U os coeficientes da primeira forma
quadratica de X e X coincidem.

Neste caso, X: U—>X(U)=Se X:U— X (U)= S sdo bijetoras, ¢ ¢: X 0X': S ¢é bijetora e ¢
chamada de isometria. Entdo ¢ preserva “distancia” entre os pontos correspondentes nos tragos das

superficies.
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